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ٚ ٘ٛ ثّشة . ٌُّثً ٘زا اٌىخبة إٌغخت اٌّعذٌَّت ٚ إٌّمَّذت ِٓ وخبة ٚطٍٕبث اٌعٍَٛ اٌشٌبظٍت

ُِذعَُّ بّلادظبث بعط حلاٍِز اٌّغشة ٚ اٌجضائش ٚ حٛٔظ ٚ فً ٘زا اٌببة، . ِجٙٛد فشدي 

أشىش اٌخٍٍّز ٌٍٚذ اٌششلبٚي ِٓ ِذٌٕت ٚادي صَ عٍى اٌّلادظبث اٌخً أعذا٘ب طٍٍت اٌّٛعُ 

أعأي الله ٌٗ اٌخٛفٍك ٚ اٌغذاد ٚ أْ ٌجعٍٗ ِٛاطٕب . اٌذساعً، ٚ ألذس ٌٗ حشجٍعبحٗ اٌّخٛاصٍت

وّب أشىش اٌخٍٍّزٌٓ عبذ اٌذٍٍُ اٌشاشذي ِٓ ِذٌٕت حبٚٔبث   . صبٌذب ٌخذَ ٘زا اٌٛطٓ اٌعضٌض

ٚ بذس اٌذٌٓ إٌبصشي ِٓ اٌشببط اٌٍزاْ ٔششا إٌغخت اٌّبظٍت عٍى ٔطبق ٚاعع داخً حخَٛ 

ٚ أشىش جضًٌ اٌشىش عثّبْ بٛاسن ِٓ ٚ٘شاْ اٌجضائش ٚ خبٌذ ِغٕبٚي ِٓ حٛٔظ . الإٌٔشٔج

أعأي الله أْ ٌٛففمُٙ جٍّعب ٌصبٌخ الأعّبي ٚ أْ . عٍى حشجٍعبحّٙب اٌّخٛاصٍت عبش اٌٙبحف

 .ٌٙذٌُٙ عبًٍ اٌششبد

 SMSأسجٛا ِٓ حلاٍِز ٘زا اٌّٛعُ أْ ٌذزٚا دزٚ ٘ؤلاء ، ٚ أْ ٌشعٍٛا أٌت ِلادظت عبش 

ِٗ وّب . طٍٍت ٘زا اٌعبَ ٚ ِٓ أجً ٘زا اٌٙذف ٚظعج سلّب ٘بحفٍب ٌٙزا اٌغشض ٚ ٌٍظ ٌخعْبئِخَِ

ٚ ُِٕٙ ِٓ أعبء اٌفُٙ فً صٛسة . أٌٚئه أساُ٘ لذ ظٍٛا ظلالا بعٍذا. ادعى بعط اٌّفىشٌٓ

وبٔج اٌغبٌت ِٓ ٚسائٙب إٌىخت ٚ سٚح اٌذعببت ، فشادٛا ٌفغشْٚ  ٚ ٌذٍٍْٛ فً فشاغ ، دخى 

ٌمذ ِشى اٌطبٚٚط ٌِٛب ببخخٍبيٍ ، فمٍَّذَ . إرا خٍصٛا ِٓ رٌه أخزٚا ٌمزفْٛ اٌخفً ٚ اٌببد 

َْ لبٌٛا . شىً ِشٍخٗ بُٕٖٛ  ِٗ   ٚ ٔذٓ ِمٍذُٖٚ : لبي عٍى ِب حخخبٌٛ ٚ ٌٕشأ اٌفخى عٍى . عبمج ب

دُٖ أبُٖٛ  َّٛ  . ٚ اٌغلاَ عٍٍُ ٚ سدّت الله ٚ بشوبحٗٚ.                                            ِب وبْ عَ
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( ْ 3,5 ): اٌخّشٌٓ الأٚي   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 4,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

0,50ٌ  

 د

0,50ٌ  

 ج

0,75ٌ  

 ة

0,75ٌ  

 

 

0,75ٌ  

 
0,50ٌ  

 

1,00ٌ  

0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 

 

0,75ٌ  

 
0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

0,50ٌ  1 

2 

1 

2 

1 

2 

,𝑂 المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  𝑖 , 𝑗  .  

 . جزء من إهلٌلج ٌتم تحدٌده  𝐸 بٌن أن 

  . 𝐸 أرسم المنحنى 

    4,0  و  0,3 :    النقطتٌن اللتٌن زوجا إحداثٌتٌهما على التوالً هما   و  لتكن  

  . 0,4  ٌنتمً إلى المجال 𝑥1 حٌث 𝑥1 التً أفصولها 𝑀1 من  𝐸 نعتبر النقطة 

𝑥1:  نضع  = 4𝑐𝑜𝑠 𝑡1  0:    حٌث ≤ 𝑡1 ≤
𝜋

2
       .  

= 𝐼 𝑥1:  و نعتبر التكامل الآتً 
3

4
∫  16 − 𝑥24

𝑥1
𝑑𝑥   

𝑥باستعمال المكاملة بتغٌٌر المتغٌر و وضع   = 4𝑐𝑜𝑠 𝑡   0  حٌث ≤ 𝑡1 ≤
𝜋

2
  

= 𝐼 𝑥1:  بٌن أن  6𝑡1 − 3𝑠𝑖𝑛 2𝑡1  
   𝐸   و المنحنى   𝑂𝐴  و  𝑂𝑀1   مساحة السطح المحصور بٌن المستقٌمٌن   𝑆 𝑥1لتكن  

   . 𝐸   و المنحنى   𝑂𝐴  و  𝑂𝐵  مساحة السطح المحصور بٌن المستقٌمٌن  𝑆و لتكن  .
   . 3𝑠𝑖𝑛 𝑡1  هو  𝑀1تحقق أن أرتوب النقطة  

  .𝑡1  بدلالة  𝑆 𝑥1أحسب  

  .𝑆استنتج قٌمة 

= 𝑆 𝑥1:    بٌن صحة التكافإ التالً 
1

2
𝑆  ⟺   𝑡1 =

𝜋

4
   

𝑡1  فً حالة         𝑂,𝑂𝐴      ,𝑂𝐵  فً المعلم  𝑀1حدد إحداثٌتً النقطة  =
𝜋

4
.   

𝑦 =
3

4
 16 − 𝑥2  ∶    نعتبر المنحنى   𝐸   الذي معادلته  

,𝑎 لكل  : الجزء الأول 𝑏  من ℝ2 نعتبر المصفوفة   :𝑀 𝑎 ,𝑏 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏
𝑏 𝑎

    

𝐸      : المجموعة المعرفة بما ٌلً 𝐸  لتكن  ℳ2 ℝفً   =   𝑀 𝑎 ,𝑏   ;    𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ2    

, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸بٌن أن      ×, ℳ2 ℝ   و من   +

,𝐸 بٌن أن   .  حلقة تبادلٌة و واحدٌة   ×,+

𝑥2 :     لدٌنا   و بٌن أن لكل عددٌن حقٌقٌٌن   + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0   ⟺    𝑥 = 𝑦 =  أ 3   0

 أ
 ة
 ج
 د

 أ
 ة

 أ

 ٘ـ

∗ℕنعتبر فً  × ℕ∗ المعادلة  𝐸   التالٌة     : 𝐸  ∶   𝑥2 𝑥2 + 7 = 𝑦 2𝑥 + 𝑦  

,𝑥 لٌكن  𝑦  عنصرا من  ℕ∗ 2 و لٌكن 𝛿  القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 𝑦 و  𝑥.   

𝑦:   نضع  = 𝛿𝑏  و  𝑥 = 𝛿𝑎  

2𝑎:   بحٌث 𝑘استنتج أنه ٌوجد عدد صحٌح طبٌعً  + 𝑏 = 𝑘𝑎2  و  𝛿2𝑎2 = 𝑘𝑏   
𝑎:  بٌن أن  = 1   

𝑏 :  استنتج أن  + 1 2 = 𝛿2 + 8   

  . 𝐸  المعادلة ℕ∗ 2 حل فً 

𝑎2 𝛿2𝑎2 + 7 = 𝑏 2𝑎 + 𝑏  ∶ ,𝑥   حل للمعادلة   𝐸   .  تحقق أن   𝑦   نفترض أن  
2𝑎 + 𝑏 = 𝑘𝑎2 و 𝛿2𝑎2 + 7 = 𝑘𝑏 

𝐵 𝐴 

𝑦 𝑥 

I 
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( ْ 3,5 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

,0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال 𝑓لتكن  = 𝑓 𝑥:    بما ٌلً  ∞+
4 ln 𝑥

𝑥2
−

1

2
 

,𝑂  فً م م م  𝑓 المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن  𝑖 , 𝑗   وحدته    : 𝑖  =  𝑗  = 2 𝑐𝑚   

,𝑥 𝜖  0 ∀:  بٌن أن  +∞   ;   𝑓 ′ 𝑥 = 4  
1−2 ln 𝑥

𝑥3
  

  .𝑓إعط جدول تغٌرات الدالة 

= 𝑓 𝑥بٌن أن المعادلة  1:  بحٌث 𝛼 و 𝛽 تقبل بالضبط حلٌن مختلفٌن 0 < 𝛼 <  𝑒 < 𝛽 < 3  

  .1  فً النقطة التً أفصولها  𝒞  للمنحنى   𝑇 حدد معادلة المماس 

    𝒞 أرسم المنحنى  

,𝑡 𝜖  0 ∀:  بٌن أن  +∞   ;   1 − 𝑡 ≤
1

1+𝑡
≤ 1 

,𝑎 𝜖  0 ∀:  استنتج أن  +∞   ;   𝑎 −
𝑎2

2
≤ ln 1 + 𝑎 ≤ 𝑎 

𝑛 عددا صحٌحا طبٌعٌا بحٌث 𝑛لٌكن  ≥ 4.  

,0  المعرفة على المجال 𝑓𝑛نعتبر الدالة  = 𝑓𝑛 𝑥:    بما ٌلً  ∞+
𝑛 ln 𝑥

𝑥2
−

1

2
 

,𝑂  فً م م م         المنحنى الممثل للدالة  𝒞𝑛 و لٌكن   𝑖 , 𝑗    

  .𝑓𝑛أدرس تغٌرات الدالة 
𝑒  و بٌن أنه ٌقبل نقطة انعطاف أفصولها  𝒞n أدرس تقعر المنحنى  

5
6 .  

 𝒞  ثم حدد الفرعٌن اللانهائٌٌن للمنحنى  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) lim  و  
𝑥→0+

𝑓(𝑥)  ∶   أحسب  

. 𝑥  ًو ذلك حسب قٌم المتغٌر الحقٌق  𝑓𝑛+1 𝑥   و  𝑓𝑛 𝑥   قارن   
    𝒞𝑛+1   و   𝒞𝑛 استنتج الوضع النسبً للمنحنٌٌن  

  .(3  متتالٌة تناقصٌة قطعا مستعملا نتٌجة السإال 𝑢𝑛 𝑛≥4 بٌن أن  

𝑛∀ :بٌن أن  (II) 2باستعمال  ≥ 4   ;   
 𝑢𝑛−1  3−𝑢𝑛  

2
≤ ln 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛 − 1    

𝑛∀  :استنتج أن  ≥ 4   ;   
 𝑢𝑛  

2

2𝑛
≤ 𝑢𝑛 − 1 ≤

 𝑢𝑛  
2

𝑛 3−𝑢𝑛  
    

𝑛∀  :بٌن أن  ≥ 4   ;   
1

2𝑛
≤ 𝑢𝑛 − 1 ≤

𝑒

𝑛
    

 .  متقاربة محددا نهاٌتها 𝑢𝑛 𝑛≥4 استنتج أن المتتالٌة  

𝑛∀  :بٌن أن  ≥ 4   ;   𝑣𝑛 > 𝑒
5

6      

1 < 𝑢𝑛 <  𝑒 < 𝑣𝑛  ∶ 𝑣𝑛  بحٌث  𝑢𝑛 و  = 𝑓𝑛 𝑥  تقبل بالضبط حلٌن مختلفٌن       بٌن أن المعادلة  0

lim
𝑛∞

𝑣𝑛 = +∞ ∶   استنتج أن  

,𝐸 حدد العناصر التً تقبل مقلوبا فً الحلقة   +,×    
,𝐸 استنتج أن    .  جسم تبادلً  ×,+

  .ℝ عددا عقدٌا لا ٌنتمً إلى 𝜎لٌكن  : الجزء الثاني

,ℂ  أساس للفضاء المتجهً   𝜎,1 بٌن أن  +,∙ .  

:   بما ٌلً ℂ نحو 𝐸 المعرف من 𝜓نعتبر التطبٌق 
𝜓 ∶   𝐸  →   ℂ                     

𝑀 𝑎 ,𝑏   →   𝑎 + 𝜎𝑏
    

,𝐸  تشاكل تقابلً من 𝜓بٌن أن  ,ℂ  نحو  + + .  

𝑧2:    المعادلة التالٌة ℂنعتبر فً  − 𝑧 + 1 = 0 
 .حل فً مجموعة الأعداد العقدٌة هذه المعادلة و اكتب حلٌها على الشكل المثلثً أو الأسً 

𝜎نفترض فً هذا السإال أن  =
1

2
+ 𝑖

 3

2
  . ×,ℂ  نحو  ×,𝐸  تشاكل من 𝜓بٌن أن  . 
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( ْ 3,5 ): اٌخّشٌٓ الأٚي   

( ْ 4,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   
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𝑏 + 4

𝑏 − 4
 = − 

𝑎 + 4

𝑎 − 4
    ⟺      𝑎𝑏 = 16   

0:   عددا حقٌقٌا بحٌث 𝜃لٌكن  ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 .   نضع   :𝑝 = 5 cos𝜃 + 3𝑖 sin 𝜃  
∶  𝐸 :    التالٌة  𝐸  المعادلة ℂنعتبر فً    𝑧2 − 2𝑝𝑧 + 16 = 0  
𝑝2:   تحقق أن  −  3 cos𝜃 + 5𝑖 sin𝜃 2 = 16 

> 𝑧1 :   بحٌث  𝐸  حلً المعادلة 𝑧1 و 𝑧2أوجد   𝑧2    

,  𝑢,     المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣  .  

 . ٌنبغً تحدٌد معادلة لها  𝒞  تتغٌر على دائرة 𝑀1 فإن  0,2𝜋  فً 𝜃بٌن أنه عندما ٌتغٌر 
  . 0,2𝜋  فً المجال 𝜃 عندما ٌتغٌر 𝑃 مجموعة النقط  Γ و لتكن . 𝑃 منتصف  𝑀1𝑀2 لتكن 

 - .4 و 4 اللتان لحقاهما على التوالً هما ′𝐹 و 𝐹 إهلٌلج بإرتاه هما النقطتان  Γ بٌن أن 
 :لدٌنا التكافإ التالً   .  ℂ \  4  من  𝑏 و 𝑎بٌن أنه لكل عددٌن عقددٌن 

. 𝑧2 و 𝑧1  ∶     نعتبر النقطتٌن 𝑀1 و 𝑀2  اللتٌن لحقاهما على التوالً هما 

,𝑎 لكل زوج  𝑏  نعتبر المصفوفة 2℞ من   :𝑀 𝑎 ,𝑏 =  
𝑎 𝑏 2

𝑏 2 𝑎
    

𝐸:   المعرفة بما ٌلً  𝐸   نعتبر المجموعة  ℳ2 ℝفً   =   𝑀 𝑎 ,𝑏  ;  𝑎2 − 2𝑏2 = 1   

 . كرات زرقاء 4 كرات حمراء و 4 ٌحتوي على 𝑈الصندوق  . 𝑉 و 𝑈لدٌنا صندوقان 

 . كرات زرقاء 4 ٌحتوي على كرتٌن حمراوٌن و 𝑉الصندوق 

 ، إذا كانت حمراء 𝑈نسحب عشوائٌا كرة من الصندوق : " نعتٌر التجربة العشوائٌة التالٌة 

و إذا كانت زرقاء نضعها  . 𝑉 ثم نسحب عشوائٌا كرة من الصندوق 𝑉نضعها فً الصندوق 

  " .𝑉جانبا ثم نسحب عشوائٌا كرة من الصندوق 

  .𝐵1 و 𝑅1أحسب احتمال كل من الحدثٌن 

= 𝑝 𝐵2:بٌن أن 
13

21
    

  .𝑅2استنتج احتمال الحدث 

,  و احتمال 𝐵2 علما أن 𝐵1 محقق  .    أحسب احتمال الحدث 𝐵2  علما أن الحدث 𝑅1 محقق

 " حمراء 𝑈الكرة المسحوبة من  " :  𝑅1 : نعتبر الأحداث التالٌة 

 𝐵1 " :  الكرة المسحوبة من𝑈 زرقاء " 

 𝑅2 " :  الكرة المسحوبة من𝑉 حمراء " 

 𝐵2 " :  الكرة المسحوبة من𝑉 زرقاء " 

1 

2 

3 

4 

 أ 1
 ة

 أ 2

 ة

 أ 3

 ة

 ج

4 

 :استنتج أن 
𝑧2+4

𝑧2−4
 = − 

𝑧1+4

𝑧1−4
     

                       ′𝑀1𝐹         ,𝑀1𝐹 : بٌن أن 
 ≡ 𝜋 +  𝑀2𝐹         ,𝑀2𝐹′                       

   2𝜋    

3𝑥:    هً 𝑃 فً النقطة  Γ  للمنحنى  𝑇 بٌن أن معادلة المماس  cos𝜃 + 5𝑦 sin𝜃 = 15   

   . 𝑀1𝑀2  عمودي على المستقٌم   𝑇 بٌن أن المماس 
 أ

 ة

𝑂 
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𝐸 

𝐴:  نضع  =  
3 2 2

2 2 3
  𝐴 𝜖 𝐸:    تحقق أن  

  .𝐸 تبادلً فً المجموعة ×  و أن القانون  ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸بٌن أن 

  .× بالنسبة للقانون 𝐸 تقبل مقلوبا فً 𝐸بٌن أن جمٌع عناصر 

 زمرة تبادلٌة  ×,     بٌن أن 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :نضع  .   𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 × 𝐴    و    𝐴0 =  
1 0
0 1

      

𝐺:  و نعتبر المجموعة  =   𝐴𝑛   ;   𝑛𝜖ℕ   

𝐺:  تحقق أن  ⊂ 𝐸 

  .𝐸 فً المجموعة × بالنسبة للقانون 𝐺 مجموعة مماثلات مصفوفات 𝐻لتكن 

𝐵:  بٌن أن  =  
3 −2 2

−2 2 3
  ∶ 𝐻  حٌث   =   𝐵𝑛   ;   𝑛𝜖ℕ   

𝐺بٌن أن   ∪ 𝐻 زمرة جزئٌة من   𝐸,× .  

,𝑂 أرسم فً نفس المعلم  𝑖 , 𝑗    المنحنٌٌن  𝒞1   و   𝒞2 .  (  نؤخذ : 𝑖  = 2 𝑐𝑚  ) 

= 𝐼 𝑥: باستعمال مكاملة بالأجزاء ، أحسب بدلالة   التكامل التالً  ∫ 𝑡 𝑒−2𝑡𝑥

0
𝑑𝑡    

,0  على المجال 𝑔2 قصور الدالة 2لتكن  ln 2 .  
 . حول محور الأفاصٌل 2أحسب حجم مجسم الدوران الذي ٌولده دوران التمثٌل المبٌانً لـ 

𝑣𝑛:  نضع  = 𝑔𝑛 𝑢𝑛  .    بٌن أن  𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ∗  .  متقاربتان و حدد نهاٌتٌهما ∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ  و 

= 𝑓𝑛 𝑥:     بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝑓𝑛نعتبر الدالة العددٌة  𝑥 + 𝑒𝑛𝑥 
,𝑂  فً م م م  𝑓𝑛 منحنى الدالة  Γ𝑛 و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .   

  𝑓𝑛أدرس تغٌرات الدالة 

–  𝛼1 𝜖:بٌن أن  ln 2 ;  
−1

2
    

𝑥 بٌن أن الكمٌتٌن     − 𝛼1   و   𝑒𝑥 + 𝛼1  لهما نفس الإشارة  . 

; ∞–  الدالة العددٌة المعرفة على  𝜑لتكن   
−1

2
= 𝜑 𝑥:    بما ٌلً   𝑒𝑥 −

1

 𝑒
𝑥 

; ∞–  تناقصٌة على المجال  𝜑بٌن أن الدالة   
−1

2
 .   

𝑒𝑥 :  استنتج أن  + 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝑥 − 𝛼1  

 :  المعرفة بما ٌلً 𝛽𝑛 𝑛𝜖ℕ نعتبر المتتالٌة 
𝛽𝑛+1 = −𝑒𝛽𝑛   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

𝛽0 =
−1

2
                        

       

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     بحٌث 𝑎بٌن أنه ٌوجد عدد حقٌقً     𝛽𝑛+1 − 𝛼1 ≤ 𝑎  𝛽𝑛 − 𝛼1  
 .  متقاربة و حدد نهاٌتها 𝛽𝑛 𝑛𝜖ℕ بٌن أن المتتالٌة  

.𝛼𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥 تقبل حلا وحٌدا    استنتج أن المعادلة  0

= 𝑔𝑛 𝑥:     بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝑔𝑛 نعتبر الدالة العددٌة ∗𝑛𝜖ℕلكل  𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥 

,𝑂  فً م م م 𝑔𝑛  المنحنى الممثل للدالة  𝒞𝑛 و لٌكن   𝑖 , 𝑗  .  

  .𝑔𝑛أدرس تغٌرات الدالة 

   𝒞𝑛 حدد الفرعٌن اللانهائٌٌن للمنحنى 

 .  𝑔1 و 𝑔2  الممثلٌن على التوالً للدالتٌن  𝒞2   و   𝒞1 أدرس الوضع النسبً للمنحنٌٌن  

.𝑛 ٌتم تحدٌده بدلالة 𝑢𝑛 𝑔𝑛 تقبل قٌمة دنٌا عند عدد حقٌقً    بٌن أن 

lim
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥   و  lim
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥   ∶  أحسب النهاٌتٌن 

𝑥 
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( ْ 3,0 ): اٌخّشٌٓ الأٚي   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛لٌكن 
𝑛2:   عددا فردٌا فإن 𝑛بٌن أنه إذا كان  ≡ 1 8 .   
𝑛2:  عددا زوجبا فإن 𝑛بٌن أنه إذا كان  ≡ 𝑛2 أو  8 0 ≡ 4 8 .  

 . ثلاثة أعداد صحٌحة طبٌعٌة فردٌة 𝑎 و 𝑏 و 𝑐لتكن 
𝑎2 بٌن أن  + 𝑏2 + 𝑐2  لٌس مربعا كاملا . 
𝑎𝑏 2:   بٌن أن  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ≡ 6 8 .  

𝑎 :  لاحظ أن  ) + 𝑏 + 𝑐 2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐   ) 
𝑎𝑏 2:  استنتج أن  + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐  لٌس مربعا كاملا  . 

𝑎𝑏 :  بٌن أن  + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐  لٌس مربعا كاملا  . 

𝑀𝑎:  مجموعة المصفوفات المربعة التً تكتب على الشكل 𝐸لتكن  =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎

  

𝑁𝑎:   مجموعة المصفوفات المكتوبة على شكل 𝐹و لتكن  =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

−𝑎 3 −𝑎
  

,𝑎  ∀:  بٌن أن  𝑏  𝜖 ℝ∗
2  ;   𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 = 𝑀𝑎𝑏.   

= 𝜑 𝑎:   بما ٌلً 𝐸 نحو ∗ℝ التطبٌق المعرف من 𝜑لٌكن  𝑀𝑎.   

   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل من  𝜑بٌن أن 

  . ×,𝐸 استنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة 

,𝑎  ∀:    بٌن أن  𝑏  𝜖 ℝ∗
2  ;   𝑁𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑀𝑏

𝑎

 

𝐺:  نضع  = 𝐸 ∪ 𝐹  .    بٌن أن 𝐺,×  زمرة  . 

  زمرة تبادلٌة ؟ ×,𝐺 هل 

𝑧2:   المعادلة ℂحل فً  + 𝑧 + 1 = 0.   

𝑧   : نضع  = 𝑒𝑖𝜃 = cos𝜃 + 𝑖 sin 𝜃   و     𝑧′ =
1

𝑧2+𝑧+1
  

𝜋−:  مع  ≤ 𝜃 ≤ 𝜋  و  𝜃 ≠
2𝜋

3
𝜃  و   ≠

−2𝜋

3
.   

1:  تحقق أن  + 𝑧 + 𝑧2 = 𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧  .   

  .𝜃 بدلالة ′𝑧أحسب معٌار و عمدة العدد العقدي 
′𝑧:  نضع  = 𝑥 + 𝑖𝑦  حٌث   𝑥, 𝑦  𝜖 ℝ2 .   بٌن أن  :𝑥2 + 𝑦2 =  1 − 2𝑥 2.   

 . تنتمً إلى هذلول ٌتم تحدٌد مركزه و رأسٌه و مقاربٌه ′𝑧 ذات اللحق 𝑀استنتج أن 
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( ْ 3,5 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   
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 ∀𝑥 > 0   ;    
1

𝑡

4𝑥2

𝑥2

𝑑𝑡 = 2 ln  :تحقق أن  2

𝑡∀ : من الجزء الثانً بٌن أن  (1باستعمال نتٌجة السإال  > 0   ;  −𝑡 < 𝑒−𝑡 − 1 ≤ 0  .  
𝑡∀ :  بٌن أن  > 0   ;  −3𝑥2 ≤ 𝐹 𝑥 − 2 ln 2 ≤ 0.   

 . دالة متصلة و قابلة للإشتقاق على الٌمٌن فً الصفر 𝐹استنتج أن 
𝑡∀ :  بٌن أن  ≥ 1   ;   𝑓 𝑡 < 𝑒−𝑡.   

;0  قابلة للإشتقاق على المجال 𝐹بٌن أن    .𝐹′(𝑥) و احسب  ∞+
  .𝐹إعط جدول تغٌرات الدالة 

,𝑂  فً م م م  𝐹  المنحنى الممثل للدالة  𝒞𝐹 أنشئ   𝑖 , 𝑗  .  

𝑥∀ :  بٌن أن  > 0   ;   𝐺 𝑥 = 𝐹  𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 4𝑥 + 𝑒−𝑥 ln 𝑥 .   

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥  ∶   استنتج النهاٌة التالٌة 

lim
𝑥→0
𝑥>0

 𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 𝑥   ∶  أحسب النهاٌة التالٌة  

lim
𝑥→0
𝑥>0

𝐺 𝑥   ∶  استنتج النهاٌة التالٌة  

,0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال 𝐺لتكن  = 𝐺 𝑥 :   بما ٌلً  ∞+  𝑒−𝑡 ln 𝑡 
4𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

= 𝑓 𝑥:    بما ٌلً ∗ℝ المعرفة على 𝑓نعتبر الدالة العددٌة 
𝑒−𝑥

𝑥
.  

  .𝐷𝑓 عند محدات مجموعة تعرٌفها 𝑓أحسب نهاٌات الدالة 

  .𝑓أدرس تغٌرات الدالة 
,𝑂  فً م م م  𝑓  المنحنى الممثل للدالة  𝒞 لٌكن   𝑖 , 𝑗  .  

   . 𝒞 أدرس الفروع اللانهائٌة للمنحنى 

,𝑂   فً المعلم  𝒞 أنشئ المنحنى   𝑖 , 𝑗  .  

 :     المتتالٌة المعرفة بـ 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ لتكن 
 𝑢𝑛+1 =  𝑢𝑛 

2𝑓 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛𝑒
−𝑢𝑛   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

𝑢0 = 1                                                           
  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  بٌن أن    𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1.   

𝑥∀ :  استنتج أن  > 0   ;   𝑥2𝑓(𝑥) ≤
𝑥

𝑥+1
   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :باستعمال البرهان بالترجع بٌن أن    0 < 𝑢𝑛 <
1

𝑛+1
     

 . متقاربة و حدد نهاٌتها 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ بٌن أن المتتالٌة 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :   بٌن أن    𝑣𝑛 = ln  
1

𝑢𝑛
  

  .∗𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ حدد نهاٌة المتتالٌة 

,0  المعرفة على المجال 𝐹نعتبر الدالة العددٌة   :    بما ٌلً  ∞+

  
𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)

4𝑥2

𝑥2

𝑑𝑡  ;    ∀𝑥 > 0 

𝐹 0 = 2 ln 2                                   

  

𝑣𝑛 :     المتتالٌة التالٌة  ∗ℕ من 𝑛نعتبر من أجل كل عنصر  =  𝑢𝑘

𝑛−1

𝑘=0
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( ْ 3,5 ): اٌخّشٌٓ الأٚي   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

.  كرات حمراء لا ٌمكن التمٌٌز بٌنها باللمس10 كرات بٌضاء و 10ٌحتوي كٌس على 

نسحب عشوائٌا كرة من هذا الكٌس ، إذا كانت الكرة المسحوبة حمراء نعٌدها إلى الكٌس 

 . كرات حمراء فً الكٌس ثم نسحب كرة من الكٌس 3و إذا كانت بٌضاء نضع بدلها 

 .أحسب الإحتمال لكً تكون الكرتان المسحوبتان حمراوٌن 
 .أحسب الإحتمال لكً تكون الكرتان المسحوبتان بٌضاوٌن 

 .أحسب الإحتمال لكً تكون الكرتان المسحوبتان من لونٌن مختلفٌن 

 .أحسب الاحتمال لكً تكون الكرة الأولى المسحوبة بٌضاء علما أن الكرة الثانٌة المسحوبة بٌضاء

℞حل فً  × ∶  𝐸 :     التالٌة    𝐸  المعادلة ℞   3𝑥 − 2𝑦 = 1  
14𝑛  بٌن أن الزوج   . 𝑛𝜖ℕلٌكن  + 3 ; 21𝑛 +   . 𝐸   حل للمعادلة   4

14𝑛 استنتج أن العددٌن  + 21𝑛  و  3 +  . أولٌان فٌما بٌنهما  4
2𝑛 لٌكن     القاسم المشترك الأكبر للعددٌن  + 21𝑛  و  1 + 4 .  

𝑑:  بٌن أن  = 𝑑  أو  1 = 13.   
𝑑:  أثبت صحة التكافإ التالً  = 13  ⟺   𝑛 ≡ 6 13 .   

𝑛من أجل  ≥ 𝐴:   نضع 2 = 21𝑛2 − 17𝑛 − 𝐵  و  4 = 28𝑛3 − 8𝑛2 − 17𝑛 − 3 

𝑛  قابلٌن للقسمة على العدد 𝐵 و 𝐴بٌن أن العددٌن  . −   .℞ فً المجموعة  1
  .𝐵 و 𝐴 القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 𝑛حدد حسب قٌم 

𝑎:  عددا عقدٌا غٌر منعدم مكتوب جبرٌا على شكل 𝑎لٌكن  = 𝛼 + 𝑖𝛽.  
𝑧2:   ٌحقق 𝑧 التً لحقها 𝑀 مجموعة النقط  𝐻 لتكن  −  𝑧  2 = 𝑎2 −  𝑎  2.   

  . 𝐻 حدد طبٌعة المجموعة 
𝑎 فً الحالة  𝐻 أنشئ  = 1 + 𝑖.  
𝑧 :   ٌحقق 𝑧 التً لحقها 𝑀 مجموعة النقط  𝒞 لتكن  − 𝑎  𝑧 − 𝑎  = 4𝑎𝑎 .   

  . 𝒞 حدد طبٌعة المجموعة 
𝑎 فً الحالة  𝒞 أنشئ  = 1 + 𝑖.  

 𝑂,𝑢  , 𝑣   المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  

∶  𝑆 : التالٌة  𝑆  النظمة ℂنعتبر فً المجموعة      
𝑧2 −  𝑧  2 = 𝑎2 −  𝑎  2

 𝑧 − 𝑎  𝑧 − 𝑎  = 4𝑎𝑎 
    

  
𝑢: نضع  = 𝑧 − 𝑎.  

∶  ′𝑆  : التالٌة  ′𝑆  تكافئ النظمة  𝑆 بٌن أن      
𝑢𝑢 = 4𝑎𝑎                                 
 𝑢 + 2𝑎  𝑢3 − 8𝑎 𝑎  2 = 0

    

𝑎نضع   =   𝑒𝑖𝜃  حٌث  𝑟 > 𝜋−  و  0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋.   

 . ٌتضمن ثلاث نقط و هً رإوس لمثلث متساوي الأضلاع  𝐻  و  𝒞 استنتج أن تقاطع 

.  𝐻  و  𝒞  ألحاق نقط تقاطع المنحنٌٌن 𝜃 و 𝑟 حدد بدلالة  
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 أ

( ْ 3,5 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

  :     الدالتٌن العددٌتٌن المعرفتٌن بما ٌلً 𝑔 و 𝑓لتكن 
𝑓 𝑥 = 4𝑥 𝑒−𝑥 ln 2 − 2

𝑔 𝑥 =
ln 2𝑥 

𝑥
                  

  

,𝑂  على التوالً فً م م م  𝑔 و 𝑓 المنحنٌٌن الممثلٌن للدالتٌن  𝒯    و   𝒞 و لٌكن   𝑖 , 𝑗  .  

  .∞+ و عند ∞− عند 𝑓أحسب نهاٌتً الدالة 

  . 𝒞 حدد الفرعٌن اللنهائٌٌن للمنحنى 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   بٌن أن    𝑓 ′ 𝑥 = 4 1 − 𝑥 ln 2 𝑒−𝑥 ln 2.   

= 𝑓 𝑥  هما الحلٌن الوحٌدٌن للمعادلة  2 و 1بٌن أن  . 𝑓اعط جدول تغٌرات الدالة  0.   
 . الرتابة – النهاٌات –الفروع اللانهائٌة  : 𝑔أدرس الدالة 

,𝑂   فً نفس المعلم  𝒯   و   𝒞 أرسم المنحنٌٌن   𝑖 , 𝑗   و نؤخذ   : 𝑖  =  𝑗  = 4 𝑐𝑚.   
 (تحدٌد نقط الانعطاف غٌر مطلوب  )

0:  عدد حقٌقا بحٌث 𝑘لٌكن  < 𝑘 <
2

𝑒
  

= 𝑔 𝑥تحقق مبٌانٌا أن المعادلة   𝑘 تقبل حلٌن مختلفٌن  𝛼 و 𝛽 بحٌث   :
1

2
< 𝛼 < 𝛽   

= 𝑥  هما حلا المعادلة  𝛽 و 𝛼 بحٌث ٌكون 𝑘حدد قٌمة  0.   

= 𝑓𝑘 𝑥:     بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝑓𝑘نعتبر الدالة العددٌة  4𝑥 𝑒−𝑘𝑥 − 2 
;   𝑥𝜖ℝ∀ :  تؤكد من أن    𝑓𝑘

′ 𝑥 = 4 1 − 𝑘𝑥 𝑒−𝑘𝑥.   

  .𝑓𝑘إعط جدول تغٌرات الدالة 

= 𝑓𝑘 𝑥استنتج أن المعادلة   𝑎:   بحٌث 𝑏 و 𝑎  تقبل بالضبط حلٌن مختلفٌن 0 <
1

𝑘
< 𝑏 

𝑎:  بٌن أن  = 𝛼  و  𝑏 = 𝛽.   
 ∀𝑡𝜖ℝ   ;    𝑥 𝑒−𝑘𝑥

𝑡

0

𝑑𝑥 =
1

𝑘2
 1 − 𝑘𝑡 𝑒−𝑘𝑡 − 𝑒−𝑘𝑡  :    باستعمال مكاملة بالأجزاء بٌن أن   

∙ ln 2𝛼:  استنتج أن  ln 2𝛽 ≤ 1   

+ℝ عنصرٌن مختلفٌن من 𝑣 و 𝑢بٌن أنه إذا كان 
:   بحٌث ∗

ln 𝑢

𝑢
=

ln 𝑣

𝑣
   

∙ ln 𝑢  : فإن   ln 𝑣 ≤ 1   

𝛽 و 𝛼  بدلالة  𝐼𝑘 =  𝑓𝑘 𝑥 
𝛽

𝛼

 𝑑𝑥 ∶  أحسب التكامل 
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( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ): اٌخّشٌٓ الأٚي   
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  .5 عددا صحٌحا طبٌعٌا أولٌا و أكبر من أو ٌساوي 𝑝لٌكن 
𝑝2:  بٌن أن  ≡ 1 3 .   

𝑝2:   بحٌث 𝑞بٌن أنه ٌوجد عدد صحٌح طبٌعً  − 1 = 4𝑞 𝑞 + 1 .   

𝑝2:  استنتج أن  ≡ 1 8 .   

𝑝2:  بٌن أن  ≡ 1 24   

  .24 عددا صحٌحا طبٌعٌا أولٌا مع العدد 𝑎لٌكن  .

𝑎2:  بٌن أن  ≡ 1 24 .   

𝑎1
2 + 𝑎2

2 + ⋯+ 𝑎23
2 = ⋯,𝑘 𝜖  1,2 ∀  و  23997 ,23   ;   𝑎𝑘 ∧ 24 = 1 

𝑎23هل توجد أعداد صحٌحة طبٌعٌة   ,⋯ , 𝑎2 ,𝑎1 بحٌث  : 

 :  المعرف بما ٌلً ∗ قانون التركٌب الداخلً ℝ2نعتبر فً 

𝐸:    نعتبر المجموعة  التالٌة  =    𝑚 +
1

𝑚
 ;𝑚 −

1

𝑚
  𝜖 ℝ2  ;   𝑚𝜖ℝ∗     

  .𝐸 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗بٌن أن 

  . ∗,𝐸  نحو  ×,∗ℝ  تشاكل تقابلً من 𝜑بٌن أن 

 . زمرة تبادلٌة محددا عنصرها المحاٌد  ∗,    استنتج أن 

𝑚 و حدد مماثل كل عنصر  +
1

𝑚
;𝑚 −

1

𝑚
 . عدد حقٌقً غٌر منعدم 𝑚 حٌث  

𝐹:     التالٌة  𝐹 نعتبر المجموعة  =    𝑥, 𝑦  𝜖 ℝ2  ;   𝑥 ≥ 2   𝑒𝑡   𝑦2 = 𝑥2 − 4    

𝐹 :      بٌن أن =    𝑚 +
1

𝑚
 ;𝑚 −

1

𝑚
  𝜖 ℝ2  ;   𝑚 > 0   

  . ∗,𝐸  زمرة جزئٌة من  ∗,𝐹 بٌن أن 

∀  𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ2  ,∀  𝑥, 𝑦  𝜖 ℝ2  ;    𝑎, 𝑏 ∗  𝑥,𝑦 =  
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦

2
,
𝑎𝑦 + 𝑏𝑥

2
  

;   ∗𝑚𝜖ℝ∀  : بما ٌلً 𝐸 نحو ∗ℝ التطبٌق من 𝜑لٌكن    𝜑 𝑚 =  𝑚 +
1

𝑚
   ;   𝑚 −

1

𝑚
  

,0  المعرفة على 𝑓نعتبر الدالة العددٌة  = 𝑓 𝑥  : بما ٌلً  ∞+  𝑥 + 2 𝑒
−2

𝑥  ;    ∀𝑥 > 0

𝑓 0 = 0                                      
  

    
,𝑂  فً م م م      المنحنى للممثل للدالة  𝒞𝑓 و لٌكن  𝑖 , 𝑗   .  بحٌث  : 𝑖  =  𝑗  = 2 𝑐𝑚 

 . متصلة على الٌمٌن فً الصفر 𝑓بٌن أن 

 . قابلة للاشتقاق على الٌمٌن فً الصفر 𝑓بٌن أن 

,0  تزاٌدٌة قطعا على المجال 𝑓بٌن أن  +∞ .  

𝑡∀ :بٌن أن  ≥ 0   ;   0 ≤ 𝑒−𝑡 + 𝑡 − 1 ≤
𝑡2

2
     

𝑡∀  :بٌن أن  > 0   ;   
−4

𝑥
≤ 𝑓 𝑥 − 𝑥 ≤

4

𝑥2
−

2

𝑥
     

lim :   أحسب النهاٌة 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 
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𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

 𝑑𝑡  نعتبر الدالة العددٌة𝐹 0  المعرفة على المجال,  :    بما ٌلً  ∞+

  ( هً الدالة المعرفة فً الجزء الأول 𝑓بحٌث  )
𝑥∀ :   بٌن أن  > 0   ;   𝑥 𝑓 𝑥 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 𝑓(2𝑥)  

,0  قابلة للاشتقاق على المجال   𝐹 بٌن أن الدالة  +∞ .   

  :   و أن 
𝐹′ 𝑥 = 𝑒

−2

𝑥   𝑥 + 2  𝑒
1

𝑥 − 1 +  3𝑥 + 2 𝑒
1

𝑥   ;   ∀𝑥 > 0

𝐹𝑑
′  0 = 0                                                                                        

      

( 𝐹𝑑
′  ( على الٌمٌن فً الصفر 𝐹 هو العدد المشتق للدالة  0 

  .𝐹إعط جدول تغٌرات الدالة 

lim :   أحسب النهاٌة 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥  

 . ٌنبغً تحدٌد معادلته  ∆  ٌقبل مقاربا مائلا  𝒞𝑓 استنتج أن المنحنى 

,𝑂  فً نفس المعلم  ∆   و المستقٌم  𝒞𝑓 أنشئ المنحنى   𝑖 , 𝑗  .  

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا غٌر منعدم 𝑛لٌكن 

,0  المعرفة على 𝑓𝑛نعتبر الدالة    :  بما ٌلً  ∞+
𝑓𝑛 𝑥 =  𝑥 +

2

𝑛
 𝑒

−2

𝑥   ;   ∀𝑥 > 0

𝑓𝑛 0 = 0                                      

    

 . قابلة للاشتقاق على الٌمٌن فً الصفر 𝑓𝑛بٌن أن الدالة 

,0  على المجال 𝑓𝑛أدرس تغٌرات الدالة  +∞ .  

= 𝑓𝑛 𝑥 ، المعادلة  ∗ℕ من 𝑛بٌن أن لكل 
2

𝑛
,0  فً المجال  𝑎𝑛  تقبل حلا وحٌدا  +∞ .   

𝑥∀ : بٌن أن  > 0   ,  ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑓𝑛+1 𝑥 −
2

𝑛+1
> 𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
    

𝑎:  نضع .   تناقصٌة ثم استنتج أنها متقاربة ∗𝑎𝑛 𝑛𝜖ℕ استنتج أن المتتالٌة   = lim 𝑎𝑛    

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :   بٌن أن    𝑛 𝑎𝑛 = 2 𝑒
 

2

𝑎𝑛
 
− 2 

𝑎    : بٌن أن  = 0  

= 𝑓 𝑧:  نضع   1−  مخالف للعدد 𝑧لكل عدد عقدي 
𝑖𝑧−1

 𝑧+1 2
   

= 𝑓 𝑖𝑦:   بحٌث 𝑦حدد العدد الحقٌقً  𝑖𝑦.   
∶ 𝐸 :    التالٌة  𝐸  المعادلة ℂحل فً  𝑓 𝑧 = 𝑧 

< ℛ𝑒 𝑧1:   حٌث  𝐸   لحلول 𝑧0 و 𝑧1 و 𝑧2نرمز بـ   𝑅𝑒 𝑧2   و  ℛ𝑒 𝑧0 = 0.   

𝑧1:  تحقق أن  + 1 = 𝑒
 
𝑖11𝜋

6
 

𝑧2  و   + 1 = 𝑒
 
𝑖7𝜋

6
 

.   

  .𝑧1 و 𝑧2استنتج الكتابة المثلثٌة لكل من العددٌن العقدٌٌن 

𝑧:  فً هذا السإال نفترض أن  = 𝑒𝑖𝛼 0:    حٌث ≤ 𝛼 < 𝜋.   

=      𝑓(𝑧):  بٌن أن  𝑖 𝑧 𝑓 𝑧 .   

+ 𝑓 𝑧:   إذا علمت أن 𝛼حدد  𝑓(𝑧)      = 0.   

= 𝑧  على الشكل  𝑓(𝑧)أكتب  𝑟 𝑖𝜑 حٌث    : 𝑟,𝜑  𝜖 ℝ+
∗ × ℝ.   

= 𝑧 :   إذا علمت أن 𝑧حدد  = ℛ𝑒 𝑓(𝑧):    و أن 1
1

2
  

 د

3 

II 

1 

2 

 أ 3
 ة

 ج

 د
 ٘ـ

III 

 أ 1
 ة

2 

3 

 أ 1
 ة

 أ 2
 ة

 أ 3
 ة
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4 
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( ْ 3,5 ): اٌخّشٌٓ الأٚي   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   
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0,50ٌ  

0,75ٌ  

 
0,75ٌ  

 

 

1,00ٌ  

1,00ٌ  

0,25ٌ  
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𝑥لٌكن  ∧ 𝑦 القاسم المشترك الأكبر للعددٌن النسبٌٌن 𝑥 و 𝑦.  

  .𝑥 فً نظمة العد ذات الأساس 𝑎𝑏𝑐 تمثٌل العدد  𝑎𝑏𝑐      𝑥و لٌكن 

∶ 𝐸 :   المعادلة 2℞نعتبر فً    𝑥 + 1 2 = 9 + 5𝑦.   

,𝑥 لٌكن  𝑦  حلا للمعادلة  𝐸   .  بٌن أن  :𝑥 ≡ 𝑥  أو   5 1 ≡ 2 5 .   

  . 𝐸  المعادلة 2℞حل فً 

;   ℞𝑘𝜖∀ :   بٌن أن     5𝑘2 + 4𝑘 − 1 ∧  5𝑘 + 1 =  𝑘 − 3 ∧ 8  

  :   النظمة التالٌة  ℕ2 حل فً 
121      𝑥 = 59     𝑦 

𝑥 ∧ 𝑦 = 8 

𝑥 ≡ 1 5 

  

  .20 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر من أو ٌساوي 𝑛لٌكن 
𝑛  كرات بٌضاء و 10ٌحتوي كٌس على  −  كرة سوداء ، نفترض أن كل الكرات غٌر  10

نكرر هذه . نسحب كرة من الكٌس و نسجل لونها ثم نعٌدها إلى الكٌس . قابلة للتمٌٌز باللمس 

0 ) كرة بٌضاء 𝑘 احتمال الحصول على 𝑘التجربة و نسمً  ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ). 

  .𝑘 و 𝑛 بدلالة 𝑝𝑘أحسب 

𝑢𝑘:  نضع  =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
;𝑘 𝜖   0:    حٌث  1; 2;⋯ ;  𝑛 − 1   .   

𝑢𝑘:  بٌن أن  =
𝑛−𝑘

𝑘+1
×

10

𝑛−10
   

,  𝑢,    فً المستوى العقدي المنسوب إلى م م م م  𝑣   نعتبر المنحنى ،  𝒞𝑚  :  المعرف بـ  

𝒞𝑚  طبٌعة المنحنى 𝑚ناقش حسب قٌم البارامتر الحقٌقً   .  
𝒞𝑚 إذا كان   . مخروطٌا ، إعط عناصره الممٌزة  

   . 𝒞1 أرسم المنحنى  
 : التالٌة 𝑧 المعادلة ذات المجهول ℂنعتبر فً مجموعة الأعداد العقدٌة 

  . 𝐸  المعادلة ℂحل فً 
< 𝔗𝑚 𝑧1:    بحٌث  𝐸  حلً المعادلة 𝑧1 و 𝑧2لٌكن  0  

   𝒞1   1تحقق أن  .  على التوالً 𝑧1 و 𝑧2  النقطتان ذواتا اللحقٌن  𝑀1 و 𝑀2و لتكن  
 حٌث ٌكون فٌهما المماس  𝒞1   من 𝑃1 و 𝑃2بٌن أنه توجد نقطتان  

  . 𝑂𝑀1  موازٌا للمستقٌم  𝒞1 للمنحنى 

 𝒞𝑚  =   𝑀 𝑥, 𝑦  𝜖 𝒫  ;   
𝑥2

 10 −𝑚 
+

𝑦2

 2−𝑚 
= 1  ;   𝑚 𝜖 ℝ \  2; 10    

 𝐸  ∶   𝑧2 −  6 cos𝛼 𝑧 + 1 + 8 𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 0   ;    0 < 𝛼 <
𝜋

2
 

𝒪𝑀1: تحقق أن 
2 + 𝒪𝑃1

2 = 𝒪𝑀2
2 + 𝒪𝑃2

2.  0,75ٌ  

 

 أ 1
 ة

2 

3 

I 

1 

2 

3 

II 1 

 أ 2

 ج

1 

 أ 2

𝑀 

𝑂 

𝜖 

𝑝 
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III 

( ْ 3,5 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   
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;𝑟 𝜖  1 ∀:  بٌن أن  2    ;   2 − 𝑟 ≤
1

𝑟
≤ 1    

,  ∗𝑛𝜖ℕ∀ :   استنتج أن    ∀𝑥𝜖 0,𝑛     ;   𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ 𝑛 ln  1 +

𝑥

𝑛
 ≤ 𝑥  

 .  متقاربة و حدد نهاٌتها 𝑢𝑛 𝑛≥1 استنتج أن المتتالٌة  

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀  :    بٌن أن    𝑢𝑛 ≤  𝑒−𝑥
𝑛

0

 𝑑𝑡 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀  :    بٌن أن     𝑒
 
−1

2 𝑛
 
 𝑒−𝑥
 𝑛

0

 𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛  

;   𝑎 𝜖  0,1 ∀ :    بٌن أن     𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

 𝑑𝑥 ≤ 𝑛 1 − 𝑎  𝑓(𝑎) 𝑛  

;    𝑎 𝜖  0,1 ∀ :    استنتج أن     lim
𝑛∞

 𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

 𝑑𝑥 = 0 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀  : بٌن أن    𝑢𝑛 =   1 +
𝑡

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑡
𝑛

0

 𝑑𝑡  (  ٌمكن وضع𝑥𝑛 = 𝑡 ) 

lim  :   أحسب النهاٌة 
𝑛∞

 𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
𝑎

0

 𝑑𝑥  لكل𝑎 0,1  من المجال .  

0  : بٌن أن  ≤ 𝑘 ≤ 9 ⇔  𝑢𝑘 ≥ 10   و  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1  ⇔   𝑢𝑘 ≤ 1.   

⋯,0,1   فً المجموعة  𝑘 عندما ٌتغٌر 𝑝𝑘 للعدد 𝑀استنتج أكبر قٌمة عددٌة  ,𝑛  .   

𝑀:و بٌن أن  =
𝑛 !

𝑛𝑛
×

1010

10!
×
 𝑛−10 𝑛−10

 𝑛−10 !
    

 ة

 ج
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 ة
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 ة

 أ 4
 ة

II 
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2 
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 أ 2
 ة
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 ة

 أ

 ج

 أ 4

 ة

 ج

= 𝑓 𝑥:    بما ٌلً ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝑓لتكن   1 + 𝑥  𝑒−2𝑥.  
,𝑂 فً م م م      المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .  

  . 𝒞 أدرس الفروع اللانهائٌة للمنحنى 

  .ℝ على 𝑓أدرس تغٌرات الدالة 
   . 𝒞 أدرس تقعر المنحنى  

,𝑂   فً المعلم  𝒞 أنشئ المنحنى   𝑖 , 𝑗  .  

∶ 𝐸 :    هً حل للمعادلة التفاضلٌة التالٌة 𝑓بٌن أن الدالة    𝑦′′ + 3𝑦′ + 2𝑦 = −𝑒−2𝑥  

  . 𝐸 حدد الحل العام للمعادلة 
  𝒞  لمساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن المنحنى 𝒜𝑛 و نرمز بـ ∗ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 

𝑥و محور الأفاصٌل و محور الأراتٌب و المستقٌم ذي المعادلة   = 𝑛.   

  .𝑛 بدلالة 𝒜𝑛أحسب المساحة 

𝑢𝑛 : نضع 𝑛لكل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  = 𝑛  𝑓(𝑥) 𝑛
1

0

 𝑑𝑥 

lim : أحسب النهاٌتٌن 
𝑥→−∞

𝑓 𝑥    و   lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  

lim : أحسب النهاٌة التالٌة 
𝑛∞

𝒜𝑛  

𝑓 
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( ْ 3,5 ) :  الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

∗ℕنعتبر فً المجموعة   × ℕ∗ المعادلة التالٌة      : 𝐸 ∶  𝑥2 𝑥 + 𝑦 = 𝑦2 𝑥 − 𝑦 2 
,𝑥 لٌكن  𝑦  حلا للمعادلة  𝐸  .  نضع  :𝑑 = 𝑥 ∧ 𝑦  و  𝑥 = 𝑎𝑑  و  𝑦 = 𝑏𝑑.   

𝑑𝑏2 𝑎:  تحقق أن  − 𝑏 2 =  𝑎 + 𝑏 𝑎2.   
𝑏استنتج أن   = 1.   

𝑎بٌن أن   ≠ 𝑎   و أن العدد 1 − 𝑎  ٌقسم العدد  1 + 1 .  
𝑎استنتج أن   = 𝑎  أو  2 = 3.   

∗ℕحل فً   × ℕ∗ المعادلة   𝐸 .  

, ℳ2 ℝ نذكر أن    .  حلقة واحدٌة  ×,+
𝑀 𝑎:   التً تكتب على الشكل  ℳ2 ℝ مجموعة المصفوفات من  𝐺لتكن  ,𝑏 =  

1 0
𝑎 𝑏

  

  ×, ℳ2 ℝ   جزء مستقر من 𝐺بٌن أن 
  زمرة ، هل هً تبادلٌة ؟ ×,    بٌن أن 

𝑎  مجموعة المصفوفات 𝐻لتكن  ,𝑏  من 𝐺 حٌث    :𝑏 > 0 

  . ×,𝐺  زمرة جزئٌة للزمرة 𝐻بٌن أن 

𝐴 حٌث 𝐺 عنصرا من 𝐴لٌكن  =  
1 0
𝑎 1

  . 𝑎 𝜖 ℝو     

𝐴1:  نضع  = 𝐴  و  𝐴2 = 𝐴 × 𝐴  و  𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 × 𝐴.   

  . ∗𝑛𝜖ℕ بحٌث 𝑛 و 𝑎 بدلالة 𝐴𝑛أحسب 
ℝنعتبر فً   × ℝ∗ ًالمعرف بما ٌلً ⊺  قانون التركٌب الداخل :      

ℝ  نحو   ×,𝐺  التطبٌق المعرف من 𝜑و لٌكن  × ℝ∗ ; ⊺  ًبما ٌل      : 
ℝ   نحو   ×,𝐺  تشاكل تقابلً من  𝜑بٌن أن  × ℝ∗ ; ⊺ .   

ℝ استنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة   × ℝ∗ ; ⊺ .   
,𝑎 حدد مماثل العنصر   1 ⊺ ⋯ ⊺  𝑎, 1            

𝑛  𝑓𝑜𝑖𝑠

ℝ   فً   × ℝ∗ ; ⊺      

 . عدد حقٌقً غٌر منعدم 𝑏 عدد حقٌقً و 𝑎حٌث 

= 𝑃 𝑧:  الحدودٌة التالٌة ℂنعتبر فً  𝑧2 −  2 + 6𝑖 𝑧 

P    
,𝑂 فً المستوى العقدي المنسوب إلى م م م م  𝑒1    , 𝑒2      نعتبر ،  𝐻  مجموعة النقط 𝑀 

 . عددا تخٌلٌا صرفا  𝑃 𝑧 التً ٌكون من أجلها 𝑧ذات اللحق 
𝑥2بٌن أن   − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 =   . 𝐻   معادلة دٌكارتٌة للمجموعة 0

,𝑂  هذلول و حدد مركزه و رأسٌه و معادلتً مقاربٌه فً  𝐻 بٌن أن  𝑒1    , 𝑒2     .  

,𝑂  ثم اكتب فً المعلم  𝐻  ، أصل المعلم، تنتمً إلى المجموعة 𝑂تحقق أن النقطة  𝑒1    , 𝑒2      

  .𝑂 فً النقطة  𝐻 معادلة دٌكارتٌة لمماس المنحنى 
,𝑂  فً المعلم   𝐻 أنشئ  𝑒1    , 𝑒2     .   

= 𝑃 𝑧 المعادلة  ℂحل فً  4 − 6𝑖.   
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  𝒂,𝒃 ⊺  𝒙,𝒚 =  𝒂+ 𝒃𝒙 ,𝒃𝒚  

𝜑 𝑀 𝑎 ,𝑏  =  𝑎, 𝑏  
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III 

 ج

( ْ 3,5 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

  .𝑓ضع جدول تغٌرات الدالة 
,𝑂  فً المعلم   𝒞 أنشئ  𝑖 , 𝑗  .   

⊃ 𝑓 𝐼:  بٌن أن  𝐼 .   حٌث  :𝐼 =  
1

3
, 1 .   

;   𝑥𝜖𝐼∀ :   ، بٌن أن  ∗ باستعمال العلاقة     𝑓 ′ 𝑥  ≤
2

3
.   

= 𝑔3 𝑥 حل المعادلة  𝛼3لٌكن   .  الذي سبق ذكرة فً الجزء الأول 0

= 𝑓 𝑥  :  بٌن صحة التكافإ التالً  𝑥  ;   𝑥 > 0   ⇔   𝑥 = 𝛼3   

  :   المتتالٌة المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛≥0 لتكن  
𝑢𝑛+1 = 𝑓 𝑢𝑛   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

𝑢0 =
1

3
                              

      
;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑢𝑛  𝜖 𝐼.   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن     𝑢𝑛+1 − 𝛼3 =
2

3
  𝑢𝑛 − 𝛼3 .   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  استنتج أن     𝑢𝑛 − 𝛼3 =  
2

3
 
𝑛+1

   

 .  متقاربة و حدد نهاٌتها 𝑢𝑛 𝑛≥0 بٌن أن المتتالٌة  

,0  الدالة العددٌة المعرفة المجال 𝐹لتكن  = 𝐹 𝑥:   بما ٌلً  ∞+ ∫ 𝑓(𝑡)
8𝑥

𝑥
 𝑑𝑡   

,0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝐹بٌن أن  +∞ .  
,0  من  𝑥  لكل  𝐹′ 𝑥أحسب     .𝐹ثم استنتج تغٌرات الدالة   .  ∞+

;   +𝑥𝜖ℝ∀ :   بٌن أن    0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 2𝑓 𝑥  1 − 𝑒−7𝑥   

  .𝐹ضع جدول تغٌرات الدالة 

lim :    استنتج النهاٌة التالٌة 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥  

  .3 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر من أو ٌساوي 𝑛 لٌكن :الجزء الأول 
+ℝ المعرفة على 𝑔𝑛نعتبر الدالة 

= 𝑔𝑛 𝑥:   بما ٌلً ∗ 𝑛𝑥 + 2 ln 𝑥   
  .𝑛ضع جدول تغٌرات الدالة 

+𝑥𝜖ℝ∀ :  بٌن أن 
∗    ;    𝑥 > ln 𝑥.   

=  𝑔𝑛بٌن أن المعادلة   +ℝ فً 𝛼𝑛  تقبل حلا وحٌدا 0
:  حٌث  .∗

1

𝑛
< 𝛼𝑛 <

1

 𝑛
 

 :الجزء الثاني 

;0  الدالة العددٌة المعرفة على  𝑓لتكن  = 𝑓 𝑥:    بما ٌلً  ∞+  𝑥
3

 𝑒−𝑥.   
,𝑂  فً م م م 𝑓 التمثٌل المبٌانً للدالة  𝒞 لٌكن  𝑖 , 𝑗   بحٌث   : 𝑖  = 3 𝑐𝑚.  

ل هندسٌا النتٌجة المحصل علٌها 𝑓أدرس قابلٌة اشتقاق الدالة   . على ٌمٌن الصفر ثم أوِّ

⇝   ∗  :بٌن أن    ∀ 𝑥 𝜖  0, +∞   ;   𝑓 ′ 𝑥 =  
1−3𝑥

3𝑥
 𝑓(𝑥)     

lim :استنتج النهاٌة التالٌة 
𝑛∞
 𝛼𝑛  

lim .   و اعط تؤوٌلا هندسٌا لها                     : أحسب النهاٌة 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  

𝑢:  نضع  = 1 + 5𝑖  و  𝑣 = 1 + 𝑖  و  𝜔 = 239 − 𝑖              

𝛼و   = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

5
𝛽  و    = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

239
 .   

𝑢4:  تحقق أن  × 𝑣 = 4𝜔.   

  .𝜔 عمدة العدد العقدي 𝛽 و حدد بدلالة 𝑢 عمدة العدد العقدي 𝛼حدد بدلالة 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 4:  استنتج أن   
1

5
 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

239
 =

𝜋

4
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( ْ 2,0 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 4,0 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   
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 2 و 1نوزع بطرٌقة عشوائٌة أربع كرات غٌر قابلة للتمٌٌز باللمس و مرقمة بالأرقام 

كل شخص ٌمكنه أن ٌحصل  ) .F و E و D و C و B و A على ستة أشخاص 4 و 3و 

 ( كرات 4 أو 3 أو 2 أو 1 أو 0على 

 ما هو عدد امكانٌات توزٌع الكرات الأربع على الأشخاص الستة ؟

 . على كرة واحدة على الأقل Aأحسب احتمال أن ٌحصل الشخص 

 Bمجموع عددي الكرات المحصل علٌها من طرف الشخصٌن : " أحسب احتمال الحدث التالً 

  .A ٌساوي عدد الكرات المحصل علٌها من طرف الشخص Cو 

,    المستوى منسوب إلى م م م  𝑖 , 𝑗  .  
2𝑦2 المنحنى الذي معادلته   Γ لٌكن  − 4𝑦 − 7𝑥 = 0.   

 . شلجم و حدد رأسه و بإرتٌه  Γ بٌن أن 

,𝑂  فً المعلم  Γ أنشئ المنحنى  𝑖 , 𝑗  .  

∶ 𝐸 :   التالٌة  𝐸  المعادلة 2℞نعتبر فً    2 𝑦 − 1 2 = 7𝑥 + 2 

,𝑥 لٌكن  𝑦  حلا للمعادلة  𝐸  .   بٌن أن𝑦 ≡ 𝑦  أو   7 0 ≡ 2 7 .   
 :  هً  𝐸 استنتج أن مجموعة حلول المعادلة 

,𝑀 𝑥حدد النقط   𝑦  من المنحنى   Γ  بحٌث   : 𝑥, 𝑦  𝜖 ℞2  و  𝑥 ∧ 𝑦 = 9.   

𝒮 =    14𝑘2 − 4𝑘 ; 7𝑘   ;   𝑘𝜖℞  ∪     14𝑘2 + 4𝑘 ; 7𝑘 + 2    ;   𝑘𝜖℞   

,  𝑢,    فً المستوى العقدي المنسوب إلى م م م م  𝑣   نعتبر التطبٌق ، 𝑓 المعرف من ℂ نحو ℂ 

= 𝑓 𝑧:بما ٌلً 
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧 + 2 𝑧      

= 𝑓 𝑧 المعادلة  ℂحل فً  0.   

𝑧0نضع   = 𝑧𝑛+1  و  1 = 𝑓 𝑧𝑛  لكل  𝑛 من ℕ و نرمز بـ 𝑢𝑛 لمعٌار العدد العقدي 𝑧𝑛.  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   بٌن أن    0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
2

3
𝑢𝑛   

 .  متقاربة و احسب نهاٌتها 𝑢𝑛 𝑛≥0 استنتج أن المتتالٌة  

  .𝑧𝑘 صورة العدد العقدي 𝑘 نعتبر النقطة ℕ من 𝑘و لكل 
;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑆𝑛 ≤ 3   

  .(  غٌر مطلوب 𝑆𝑛 𝑛𝜖ℕ حساب نهاٌة   )  متقاربة 𝑆𝑛 𝑛𝜖ℕ بٌن أن المتتالٌة  

𝑧نضع   =  𝑒𝑖𝜃  حٌث  𝜃 𝜖  – 𝜋,𝜋   و  𝑟 > 0.   

= 𝑓 𝑧:بٌن أن 
2

3
 𝑟 cos  𝜃 +

𝜋

6
  𝑒

𝑖𝜋

6     

𝑀𝑛بٌن أن النقط   ⋯ و    .∗𝑛 𝜖 ℕ بحٌث    مستقٌمٌة𝑀1 و 𝑀2 و

𝒮𝑛 : نضع ℕ من 𝑛لكل  =  𝒪𝑀𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝒪𝑀1 + 𝒪𝑀2 + ⋯+ 𝒪𝑀𝑛  

𝑂 

𝑀 

𝑟 

𝑂 

http://www.professeurbadr.blogspot.com/
http://www.professeurbadr.blogspot.com/
http://www.professeurbadr.blogspot.com/


A 

 

  

   017:الصفحة -     2014 نسخة  –  http://www.professeurbadr.blogspot.com -  بدر الدين الفاتحي  الأستاذ   اقتراح الأجوبة من

0,25ٌ  

 

 ة

2 

( ْ 3,0 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,0 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ   
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𝑓𝑛  

𝑥 

  . 𝜋,0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝐹بٌن أن الدالة 

;   𝑡𝜖ℝ∀  : بٌن أن    
 1 + 𝑡 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 
=

𝑡

 3 + 𝑡2 
−

𝑡

 3 + 𝑡2 
+

1

 3 + 𝑡2 
 

;   𝛼𝜖ℝ∀  : بٌن أن      
1

 3 + 𝑡2 

𝛼

0

𝑑𝑡 =
1

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

𝛼

 3
  

= 𝐹 𝑥 : بما ٌلً  𝜋,0  المعرفة على المجال 𝐹نعتبر الدالة العددٌة    
1 + sin𝑢

2 + cos𝑢
 

𝑥

0

𝑑𝑢 

𝑡باستعمال مكاملة بتغٌٌر المتغٌر   = 𝑡𝑎𝑛  
𝑢

2
 :  بٌن أن  

 ∀ 𝑥 𝜖  0,𝜋     ;   𝐹 𝑥 = 2 
 1 + 𝑡 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 

tan
𝜋
2

0

𝑑𝑡 

𝑡   و   𝑢 𝜖  0;𝜋 :    نذكر أن  = tan
𝑢

2
sin   حٌث   u =

2t

1 + t2
cos  و      u =

1 − t2

1 + t2
 

 : بٌن أن  (2و  (1باستعمال السإالٌن 

 ∀ 𝑥 𝜖  0,𝜋     ;   𝐹 𝑥 = ln 3 +
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

tan  𝑥
2
 

 3
 + ln  

1+ta n2 𝑥
2
 

3+ta n2 𝑥
2
 
  

   :     بٌن أن 𝐹باستعمال اتصال الدالة 
1 + sin𝑢

2 + cos𝑢
 

𝜋

0

𝑑𝑢 = ln 3 +
𝜋

 3
 

  .2 ٌرمز لعدد صحٌح طبٌعً أكبر من أو ٌساوي 𝑛فً هذا التمرٌن، 

= 𝑓𝑛 𝑥:   بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝑓𝑛نعتبر الدالة 
𝑥

𝑛
− 𝑒−𝑛𝑥   

,𝑂  فً م م م    المنحنى الممثل للدالة  𝒞𝑛 لٌكن  𝑖 , 𝑗  .  

  . 𝒞𝑛 حدد الفرعٌن اللانهائٌٌن للمنحنى 

𝑓𝑛أحسب  
′ 𝑥  لكل  𝑥 من ℝ ثم ضع جدول تغٌرات الدالة 𝑓𝑛.  

=  𝑓𝑛بٌن أن المعادلة     .ℝ فً 𝛼𝑛  تقبل حلا وحٌدا 0

𝑛∀ :   بٌن أن  ≥ 2   ;   𝑓𝑛  
1

𝑛
 < 0  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  بٌن أن    𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + < 𝑓𝑛 1: ثم استنتج أن   . 1 0.  

:  بٌن أن 
1

𝑛
< 𝛼𝑛 < 1 

𝛼2: نؤخذ  ) .  𝒞2 أنشئ المنحنى  ≈ 0,6 ) 

𝑛∀     :  بٌن أن  ≥ 2   ;   𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 =
𝑛  𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

𝑛+1
 𝑒𝛼𝑛 −

1

𝑛
− 1  

∗𝑛 𝜖 ℕ ∀  :   استنتج أن  −  1     ;   𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 ≥ 0  

 .  تناقصٌة ثم استنتج أنها متقاربة 𝛼𝑛 𝑛≥2 بٌن أن المتتالٌة  

∗𝑛 𝜖 ℕ ∀  :   بٌن أن  (3باستعمال السإال  −  1     ;   
1

𝑛2
< 𝑒−𝑛  𝛼𝑛 <

1

𝑛
 

∗𝑛 𝜖 ℕ ∀  : استنتج أن  −  1     ;   
ln 𝑛

𝑛
< 𝛼𝑛 <

2 ln 𝑛

𝑛
 

lim :أحسب النهاٌتٌن التالٌتٌن 
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥       و     lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥  

lim :  حدد النهاٌة التالٌة 
𝑛→+∞

 α𝑛  
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   
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𝐸لتكن   = ℝ\  
1

2
,𝑎 لكل زوج   .   𝑏  من 𝐸2 نضع   :𝑎 ⊥ 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 2.   

,𝑎 تحقق أن لكل زوج  𝑏  من 𝐸2 لدٌنا    :𝑎 ⊥ 𝑏 =
1

 2
−

1

 2
 𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1   

  .𝐸 قانون تركٌب داخلً فً ⊥استنتج أن 

 . زمرة تبادلٌة  ⊥,   بٌن أن 

, ℳ2 ℝ نذكر أن   𝐼  حلقة واحدٌة و حدتها  ×,+ =  
1 0
0 1

   

, ℳ2 ℝ و نذكر أن    .  فضاء متجهً حقٌقً  ∙,+

𝐹: نعتبر المجموعة التالٌة  =   𝑀 𝑎 =
1

 2
  

2 − 𝑎 𝑎

𝑎  2 − 𝑎
   ;   𝑎 𝜖 𝐸     

𝐴:  نضع  =  
−1 1
1 −1

𝐴2:  تحقق أن   .   = −2𝐴  و أن  𝑀 𝑎 = 𝐼 +
𝑎

 2
𝐴.   

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐹بٌن أن 
: المعرف بما ٌلً 𝜑 نعتبر التطبٌق 

𝜑 ∶    𝐸,⊥   →    𝐹,×                           

𝑎  →   𝜑 𝑎 = 𝑀 𝑎 
    

 . تشاكل تقابلً 𝜑بٌن أن التطبٌق 

  . ×,𝐹 استنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة 

∶ 𝐸 :    التالٌة  𝐸  المعادلة ℞نعتبر فً  195𝑥 − 232𝑦 = 1  

232حدد   ∧ 195.   
𝑆:   هً   بٌن أن حلول المعادلة  =    163 + 232𝑘 ; 137 + 195𝑘   ;   𝑘𝜖℞     

0,50ٌ  

0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

 
0,50ٌ  
0,50ٌ  

I 

 أ 1
 ة

II 

2 

 أ 1

 ة

 ة
 أ

 1 أ

 ة

2 

 ة
 أ

 ج

3 

II 1 

 أ 2
 ة
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 أ 1

𝐸 = ℝ\  
1

 2
  

𝐸 

𝑖 

 𝐸𝑚 𝑥2  معادلة  دٌكارتٌة  للإهلٌلج    +  1 −
4

𝑚2
 𝑦2 =

𝑚2

4
− 1  ∶   بٌن  أن  

𝐸𝑚 بٌن أن    .𝒪 إهلٌلج مركزه هو أصل المعلم  
𝑎: نضع  = 𝑥 + 𝑖𝑦 حٌث 𝑥 و 𝑦عددان حقٌقٌان . 

  . 𝐸4 أنشئ الإهلٌلج 

𝐸  مماس للإهلٌلج  𝐴𝐵 بٌن أن  .  𝐸4  رأسً الإهلٌلج  𝐵 2𝑖 و  𝐴  3نعتبر النقطتٌن  8

 7

 .  

  : التالٌة 𝑧 المعادلة ذات المجهول ℂو نعتبر فً  . 𝑖−  و   عددا عقدٌا مخالفا للعددٌن𝑎لٌكن 
∶ 𝐸 : التالٌة   𝑧2 −  1 + 𝑎  1 + 𝑖 𝑧 +  1 + 𝑎2 𝑖 = 0    

𝑢تحقق أن العدد العقدي   = 𝑎 + 𝑖 حل للمعادلة   𝐸 .  

  . 𝐸  الحل الثانً للمعادلة 𝑣حدد 
= 𝑎 :  نفترض أن   بٌن أن   . 1

𝑢

𝑣
 . عدد حقٌقً  

𝑢2:  تحقق أن  = 𝑎  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖 .   

≡ 𝑎𝑟𝑔 𝑢:  استنتج أن   
1

2
 𝑎𝑟𝑔 𝑎 +

𝜋

4
   𝜋    

+ 𝑢 :  بٌن أن   𝑣 ≥ 2.   
,    المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑒1    , 𝑒2     .  

  .2 عددا حقٌقٌا أكبر قطعا من 𝑚لٌكن 
𝐸𝑚 و لتكن  + 𝑢 :   من المستوى العقدي بحٌث  𝑀 𝑎 مجموعة النقط    𝑣 = 𝑚.   

𝑂 

𝐸 

http://www.professeurbadr.blogspot.com/
http://www.professeurbadr.blogspot.com/
http://www.professeurbadr.blogspot.com/


A 

 

  

   019:الصفحة -     2014 نسخة  –  http://www.professeurbadr.blogspot.com -  بدر الدين الفاتحي  الأستاذ   اقتراح الأجوبة من

0,25ٌ  

 

I 

 ج

2 

( ْ 3,5 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   
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IV 1 أ 

 ة
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 ة

195𝑑:    الوحٌد الذي ٌحقق 𝑑أوجد العدد الصحٌح  ≡ 0  و   232  1 ≤ 𝑑 ≤ 232  
 . عدد أولً 233بٌن أن العدد 

                . 232 و 0 مجموعة الأعداد الصحٌحة الطبٌعٌة المحصورة بٌن 𝐴لتكن 

          𝑓(𝑎) فإن 𝐴 من 𝑎مهما ٌكن :  بما ٌلً 𝐴 نحو 𝐴 المعرف من 𝑓نعتبر التطبٌق 

  .233  على 𝑎195هو باقً القسمة الأقلٌدٌة للعدد 

;   𝑎 𝜖 𝐴\ 0 ∀:  نقبل أن    𝑎232 ≡ 1  233    

= 𝑓 𝑎 ، إذا كان  𝐴 من المجموعة 𝑏 و 𝑎بٌن أن لكل عنصرٌن  𝑓(𝑏)  فإن  𝑎 = 𝑏.   
= 𝑓 𝑎 بحٌث  𝐴 عنصرٌن من المجموعة 𝑏 و 𝑎لٌكن  𝑏 .   حدد𝑎 بدلالة 𝑏.  

  .𝑓−1 تقابل ثم حدد تقابله العكسً 𝑓استنتج أن التطبٌق 

= 𝑔 𝑥:     بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝑔نعتبر الدالة العددٌة  1 +  𝑥 − 1 𝑒𝑥 
;   𝑥𝜖ℝ∀ :  بٌن أن    𝑔(𝑥) ≥ 0 

𝑥بٌن أن   = = 𝑔 𝑥  هو الحل الوحٌد للمعادلة  0 0.    

  :     بما ٌلً ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝑓لتكن 
𝑓 𝑥 =

𝑥

𝑒𝑥−1
  ;   ∀𝑥 ≠ 0

𝑓 0 = 1                         
  

,𝑂  فً م م م 𝑓 المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .  

 . متصلة فً الصفر 𝑓بٌن أن الدالة 

𝑓أحسب  ′(𝑥) من أجل كل عنصر 𝑥 من ℝ∗.  
  .𝑓استنتج تغٌرات الدالة 

= 𝐽 𝑥:  نعتبر التكامل التالً  ∫ 𝑡 𝑒−𝑡
𝑥

0
 𝑑𝑡 حٌث  𝑥 ًعدد حقٌق . 

= 𝐽 𝑥:   باستعمال المكاملة بالأجزاء بٌن أن  𝑒−𝑥 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥   

;   𝑥𝜖ℝ∀  :   بٌن أن   
𝑥2

2
 𝑒
− 

𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
 𝑒
− 

𝑥− 𝑥 

2
 

   

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀  :    بٌن أن   
1

2
 𝑒
 
𝑥− 𝑥 

2
 
≤

𝑒𝑥−1−𝑥

𝑥2
≤

1

2
 𝑒
 
𝑥+ 𝑥 

2
 

  

𝑓:   قابلة للاشتقاق فً الصفر و أن 𝑓استنتج أن الدالة  ′ 0 =
−1

2
.   

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :   بٌن أن    𝑓 ′′  𝑥 =  
𝑒𝑥

𝑒𝑥−1
  𝑒𝑥 𝑥 − 1 + 2 + 𝑥   

𝑒𝑥 𝑥أدرس إشارة   − 2 + 2 + 𝑥 لكل  𝑥 من ℝ.  
;   ∗𝑥𝜖ℝ∀  :   استنتج أن   𝑓 ′′  𝑥 > 0   

,𝑂  فً المعلم  𝒞 أنشئ المنحنى  𝑖 , 𝑗  .  

  :     المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ نعتبر المتتالٌة العددٌة  
𝑢𝑛+1 = 𝑓 𝑢𝑛   ;   ∀𝑛𝜖ℕ
𝑢0 = 1                              

  

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :   بٌن أن     𝑓 ′(𝑥) ≤
1

2
  

lnبٌن أن   = 𝑓 𝑥  هو الحل الوحٌد للمعادلة  2 𝑥.   

 .  متقاربة و حدد نهاٌتها 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ استنتج أن المتتالٌة  

  :   بما ٌلً ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝐹لتكن 
𝐹 𝑥 = ∫  

𝑡

𝑒 𝑡−1
 

2𝑥

𝑥
 𝑑𝑡  ;   ∀𝑥 ≠ 0

𝐹 0 = 0                                           

  

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀    : بٌن أن    
2𝑥2

𝑒2𝑥−1
≤ 𝐹(𝑥) ≤

𝑥2

𝑒𝑥−1
 

 . متصلة فً الصفر 𝐹بٌن أن الدالة 

= 𝐹′ 0:   قابلة للاشتقاق فً الصفر و أن 𝐹بٌن أن الدالة  1.   

= 𝐹′ 𝑥:  لدٌنا ∗ℝ من 𝑥 و أن لكل ∗ℝ قابلة للاشتقاق على 𝐹بٌن أن   
3−𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
 𝑓(𝑥) 

  .𝐹أدرس تغٌرات الدالة 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    بٌن أن    𝑢𝑛+1 − ln 2 ≤
1

2
  𝑢𝑛 − ln 2   

lim :أحسب النهاٌتٌن 
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 + 𝑥     و   lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

 .نختار بطرٌقة عشوائٌة صندوقا واحدا من بٌن الصنادٌق ثم نسحب منه عشوائٌا كرة واحدة 

      :   التالٌة 𝑆  النظمة ℞نعتبر فً 
𝑥 ≡ 𝑎  𝑝 

𝑥 ≡ 𝑏  𝑞 
       :  بحٌث    

𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞 𝜖 ℞
𝑝 ∧ 𝑞 = 1

   

𝑢0 بٌن أنه ٌوجد زوج   , 𝑣0  بحٌث 2℞  من   :𝑝𝑢0 + 𝑞𝑣0 = 1.   

𝑥0بٌن أن   = 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎𝑞𝑣0 حل للنظمة   𝑆 .  

𝑥  ٌقسم العدد 𝑝𝑞 ، بٌن أن العدد  𝑆  حلا للنظمة 𝑥لٌكن  − 𝑥0 .  

𝑥  ٌقسم العدد 𝑝𝑞 عددا صحٌحا نسبٌا بحٌث 𝑥لٌكن  − 𝑥0  .  بٌن أن𝑥 حل للنظمة  𝑆 .  

  . 𝑆 استنتج مجموعة حلول النظمة 

  :   النظمة التالٌة ℞حل فً 
𝑥 ≡ 1  8   

𝑥 ≡ 3  13 
    

 إلى 1 صندوقا مرقما من 𝑛نتوفر على  . 3 عددا صحٌحا طبٌعٌا فردٌا أكبر أو ٌساوي 𝑛لٌكن 

𝑛 .  الصندوق رقم𝑘 ٌحتوي على 𝑘 كرة بٌضاء و  𝑛 − 𝑘  1 ).  كرة سوداء ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ) 

 .أحسب احتمال الحصول على كرة بٌضاء 

 .أحسب احتمال أن ٌتم السحب من صندوق رقمه عدد فردي 

 .أحسب احتمال الحصول على كرة بٌضاء علما أن السحب تم من صندوق رقمه فردي 

 .  زمرة تبادلٌة  ∗,𝐻 بٌن أن  

,  𝑢,    منسوب إلى م م م م   المستوى العقدي  𝑣  .  
= 𝐻 :   نعتبر المجموعة    𝑀 𝑧  𝜖 𝒫  ;   𝑧2 + 𝑧 2 −  𝑧 2 = 1  .  

,  𝑂,𝑢  هذلول و حدد مركزه و رأسٌه و مقاربٌه فً المعلم   𝐻 بٌن أن  𝑣  .   

  . 𝐻 أنشئ الهذلول 

 𝑀 𝑎  و 𝑀 𝑏  نقطتان من  𝐻  .  نضع  :𝜑 𝑎, 𝑏 = 𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏   .   

,𝑀 𝜑 𝑎:  بٌن أن  𝑏   𝜖  𝐻    

,𝑎 تحقق أن   1 = =  𝜑 𝑎,𝑎 و أن     1 1.   

 : المعرف بما ٌلً ∗ بقانون التركٌب الداخلً  𝐻 نزود 

∀ 𝑀 𝑎 ,𝑀 𝑏  𝜖 𝐻  ;   𝑀 𝑎 ∗ 𝑀 𝑏 = 𝑀 𝜑 𝑎, 𝑏   

ℳ2 ℝ  2 هً مجموعة المصفوفات المربعة من الرتبة . 

, ℳ2 ℝ نذكر أن    .  فضاء متجهً حقٌقً  ∙,+

𝐹:   نعتبر المجموعة التالٌة  =   𝑀 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

5𝑏 𝑎 − 3𝑏
   ;    𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ2    

  .× و ضرب المصفوفات ∙ و ضرب مصفوفة فً عدد حقٌقً + بجمع المصفوفات 𝐹نزود 

𝐼:  نضع  = 𝑀 1,0   و  𝐽 = 𝑀 0,1   و  𝑂 = 𝑀 0,0    
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 أ 1

( ْ 3,5 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ   

= 𝑔 𝑥:   بما ٌلً  ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝑔لتكن  1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥.   
  .ℝ على 𝑔أدرس تغٌرات الدالة 

𝑥0استنتج أن   = = 𝑔 𝑥  هو الحل الوحٌد للمعادلة  0 0.   

= 𝑓 𝑥:    بما ٌلً ∗ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝑓لتكن 
1

1+𝑥−𝑒−𝑥
 

,𝑂  فً م م م 𝑓 المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .  

𝑓أحسب   ′(𝑥) لكل  𝑥 من ℝ∗.  

   .𝑓ضع جدول تغٌرات الدالة 

,𝑂  فً المعلم   𝒞 أنشئ المنحنى  𝑖 , 𝑗  .   

𝑔.  limو ضع جدول تغٌرات الدالة                                                      أحسب النهاٌتٌن   
𝑥→−∞

𝑔 𝑥     و   lim
𝑥→+∞

𝑔 𝑥  

lim :أحسب النهاٌات التالٌة 
𝑥→0−

𝑓 𝑥   و  lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥    و lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥    و lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  

= 𝑓 𝑥 ، بٌن أن المعادلة  ∗ℕ من 𝑛لٌكن  𝑛 تقبل حلا وحٌدا  𝑥𝑛  0  فً المجال, +∞ .   
 .  تناقصٌة و أنها متقاربة 𝑥𝑛 𝑛≥1 بٌن أن المتتالٌة  

= 𝑓 𝑥بٌن أن المعادلة   𝑒−𝑥  تكافئ المعادلة  1 = 𝑥.   

𝑒−𝑥بٌن أن المعادلة   = 𝑥 تقبل حلا وحٌدا  𝛼 بحٌث   :
1

𝑒
< 𝛼 < 1   

  :  المعرفة بما ٌلً 𝑦𝑛 𝑛≥1 نعتبر المتتالٌة  
𝑦𝑛+1 = 𝑒−𝑦𝑛   ;   ∀𝑛𝜖ℕ∗

𝑦1 = 1                           
      

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ : بٌن أن    
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1    

 .  متقاربة ثم حدد نهاٌتها 𝑦𝑛 𝑛≥1 استنتج أن  

  :   بما ٌلً +ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝐹لتكن 
𝐹 𝑥 = ∫ 𝑓(𝑡)

2𝑥

𝑥
 𝑑𝑡  ;   ∀𝑥 > 0

𝐹 0 =
ln 2

2
                                    

    

𝑡∀ :بٌن أن  > 0   ;   
1

1+𝑡
< 𝑓 𝑡 <

1

𝑡
     

𝑡∀ :بٌن أن  ≥ 0   ;   1 − 𝑡 ≤ 𝑒−𝑡 ≤ 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
     

;   𝑡 𝜖  0,4 ∀ :بٌن أن    
1

2𝑡
≤ 𝑓(𝑡) ≤

1

2
 

1

𝑡
+

1

4−𝑡
      

 . متصلة على الٌمٌن فً الصفر 𝐹استنتج أن 

+ℝ قابلة للاشتقاق على  𝐹بٌن أن 
𝑥  من أجل  𝐹′(𝑥)  و أحسب  ∗ > 0.   

  .+ℝ على 𝐹أدرس تغٌرات الدالة 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ : بٌن أن     𝑦𝑛+1 − 𝛼 < 𝑒
− 

1

𝑒
 
  𝑦𝑛 − 𝛼     

lim : بٌن أن 
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 0 

lim : استنتج النهاٌة التالٌة 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) 

,𝐹 بٌن أن   . فضاء متجهً حقٌقً  ∙,+

,𝐼 بٌن أن  𝐽   ًأساس للفضاء المتجه  𝐹,  .  و اعط بعده  ∙,+

  .ℝ عددا عقدٌا لا ٌنتمً إلى 𝛼لٌكن 

,ℂ  أساس للفضاء المتجهً الحقٌقً   𝛼,1 بٌن أن الأسرة  +,∙ .   

= 𝜓 𝑧:    المعرف بما ٌلً 𝐹 نحو ℂ من 𝜓نعتبر التطبٌق  𝑀 𝑚,𝑛 .  

𝑧:  بحٌث  = 𝑚 + 𝛼𝑛  و  𝑚𝜖ℝ  و  𝑛𝜖ℝ  و  𝑧𝜖ℂ.   

𝐽2:  تحقق أن  = −2 𝐼 + 𝐽  و أن    :𝜓 𝛼 = 𝐽.   

  . ×,𝐹  نحو  ×,ℂ  تشاكلا تقابلٌا من 𝜓 اللتان من أجلهما ٌكون التطبٌق 𝛼حدد قٌمتً 

𝛼نؤخذ   = −1 + 𝑖 .   أكتب فً الأساس 𝐼, 𝐽  المصفوفة 𝐽2007.  
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

, ℳ2 ℝ نذكر أن    .  حلقة و احدٌة  ×,+

, ℳ2 ℝ و نذكر أن  ,ℝ و .   فضاء متجهً حقٌقً   ∙,+  . جسم تبادلً  ×,+

𝐼 =  
1 0
0 1

𝐽 و   =  
0  3
−1

 3
0
𝐸 و   =  𝑀 𝑎, 𝑏 =  

𝑎  3𝑏
−1

 3
𝑏 𝑎

  ;   𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ    

,𝐸 بٌن أن   , ℳ2 ℝ   فضاء متجهً جزئً من الفضاء المتجهً الحقٌقً   ∙,+ +,∙ .   

,𝐼 بٌن أن الأسرة   𝐽   ًأساس للفضاء المتجه        , +,∙ .   

: نعتبر التطبٌق 
𝑓 ∶   ℂ∗   →   𝐸∗                    

𝑎 + 𝑖𝑏  →   𝑀 𝑎, 𝑏 
∗𝐸:     حٌث  = 𝐸\ 𝑀 0,0  .   

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸بٌن أن 

   . ×,∗𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل تقابلً من  𝑓بٌن أن 
,𝐸 بٌن أن    .  جسم تبادلً  ×,+
𝐽 المعادلة  𝐸حل فً  × 𝒳3 = 𝐼 .  (  حٌث  :𝒳3 = 𝒳 × 𝒳 × 𝒳  ) 

 . على التوالً ′𝐶 و ′𝐵 لحقً النقطتٌن ′𝑐 و ′𝑏حدد 

  .𝑎 مرافق العدد   عددا عقدٌا غٌر منعدم و 𝑎لٌكن 

=∆:   هو   تحقق أن ممٌز المعادلة   𝑎 − 𝑎 − 𝑖 2.   
  . 𝐺  المعادلة ℂحل فً المجموعة 

= ℛ 𝑎 إذا وفقط إذا كان     حل المعادلة 𝑎بٌن أن  𝔗𝑚 𝑎 .   
,  𝑢,    المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣   .  نفترض أن  :ℛ𝑒 𝑎 ≠ 𝔗𝑚 𝑎 .   

1  و  𝑖𝑎 و 𝑎 التً ألحاقها على التوالً هً 𝐶 و 𝐵 و 𝐴نعتبر النقط  + 𝑖𝑎 .  

𝑧:  نضع  =
 1+𝑖𝑎 −𝑎

𝑖𝑎 −𝑎
= 𝑧:  تحقق أن   . 

 𝑖−1 𝑎 −𝑖

𝑖𝑎 −𝑎
.   

= 𝔗𝑚 𝑎 مستقٌمٌة إذا و فقط إذا كان  𝐶 و 𝐵 و 𝐴بٌن أن النقط 
1

2
.   

≠ 𝔗𝑚 𝑎:  نفترض فً هذا السإال أن 
1

2
 𝐴 الدوران الذي مركزه 1و نعتبر   . 

و زاوٌته 
−𝜋

2
 و زاوٌته 𝐴 الدوران الذي مركزه 𝑅2 و 

𝜋

2
= 𝑅1 𝐵:  نضع  .  𝐵′     

= 𝑅2 𝐶و   𝐶′ .   لتكن𝐸 منتصف القطعة  𝐵𝐶 .  

′𝐵′𝐶:  و بٌن أن .  متعامدان  ′𝐵′𝐶  و  𝐴𝐸 بٌن أن المستقٌمٌن  = 2 𝐴𝐸.   

∶ 𝐺  :      المعادلة ℂنعتبر فً  𝑖𝑧2 +  𝑎 + 𝑎 − 𝑖 𝑧 − 𝑎 − 𝑖𝑎𝑎 = 0.  

∶ 𝐸 :   المعادلة التالٌة 2℞نعتبر فً المجموعة    35𝑢 − 96𝑣 = 1.   
  . 𝐸   حل خاص للمعادلة  11,4 تحقق أن الزوج  

  . 𝐸 استنتج مجموعة حلول المعادلة 
∶ 𝐹 :    المعادلة التالٌة ℞نعتبر فً المجموعة   𝑥35 ≡ 2  97 .  

 . أولٌان فٌما بٌنهما 97 و 𝑥 أولً و أن 97بٌن أن العدد  .  𝐹  حلا للمعادلة 𝑥لٌكن 

𝑥96:  بٌن أن  ≡ 1  97 .   
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𝑓 

𝐹 

𝑘 

𝑔 

= 𝑓 𝑥:     بما ٌلً +ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝑓لتكن  2𝑥 − 𝑒−𝑥
2

 
,𝑂  فً م م م 𝑓 المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .  

𝑓أحسب  ′(𝑥) لكل 𝑥 من ℝ+ ثم ضع جدول تغٌرات الدالة 𝑓.  
= 𝑥 بٌن أن المعادلة   0 و أن  +ℝ فً 𝛼 تقبل حلا وحٌدا    0 < 𝛼 < 1.   

   . 0,1  على المجال  𝑓(𝑥)أدرس إشارة 
,𝑂   فً المعلم   𝒞 أنشئ المنحنى   𝑖 , 𝑗   . (  نؤخذ :𝛼 ≈ 0,4 ) 

∗𝑥𝜖ℝ∀ : بٌن أن 
+  ,   ∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥     ;   

1

𝑥
∫ 𝑒−𝑡

2𝑥

0
𝑑𝑡 = 𝑒−𝑐

2
    

∫:استنتج أن  𝑒−𝑡
21

0
𝑑𝑡 < 1     

= 𝑔 𝛼: بٌن أن  ∫ 𝑓(𝑡)
𝛼

0
𝑑𝑡    

;   +𝑥𝜖ℝ∀ :    و أن +ℝ قابلة للاشتقاق على 𝑔بٌن أن الدالة    𝑔′ 𝑥 = 𝑓(𝑥)  

= 𝑥 بٌن أن المعادلة   ,𝛼  فً المجال  𝛽   تقبل حلا وحٌدا 0 1 .   

 . متصلة على الٌمٌن فً الصفر 𝜑بٌن أن الدالة 

∗𝑥𝜖ℝ∀ :  باستعمال المكاملة بالأجزاء بٌن أن 
+   ;   𝜑 𝑥 = 𝑒−𝑥

2
+

2

𝑥
∫ 𝑡2𝑒−𝑡

2𝑥

0
𝑑𝑡   

∗ℝ قابلة للاشتقاق على 𝜑بٌن أن 
∗𝑥𝜖ℝ∀ :   و أن +

+   ;   𝜑′ 𝑥 =
−2

𝑥2 ∫ 𝑡2𝑒−𝑡
2𝑥

0
𝑑𝑡  

⊃    𝜑   0,1:  بٌن أن    0,1    

ل النتٌجة المحصل علٌها هندسٌا                                  أحسب النهاٌة   lim .  ثم أوِّ
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 2𝑥  

 :  بما ٌلً +ℝ المعرفتٌن على 𝑔 و 𝜑نعتبر الدالتٌن العددٌتٌن 

𝑔 𝑥 = 𝑥2 − 𝑒−𝑡
2

𝑥

0

𝑑𝑡     و       
𝜑 𝑥 =

1

𝑥
 𝑒−𝑡

2
𝑥

0

𝑑𝑡  ;   𝑥 > 0

𝜑 0 = 1                                    

  

𝑥:  بٌن أن  ≡ 211   97 .   
𝑥 ٌحقق  𝑥بٌن أنه إذا كان العدد الصحٌح الطبٌعً  ≡ 211   . 𝐹  حل للمعادلة 𝑥  فإن  97  

 هً مجموعة الأعداد الصحٌحة الطبٌعٌة   بٌن أن مجموعة حلول المعادلة 

11 التً تُكتب على الشكل   + 97𝑘   حٌث   𝜖 ℞.   

∫:    لدٌنا +ℝ من 𝑥بٌن أنه لكل عدد حقٌقً  𝑡2𝑒−𝑡
2𝑥

0
𝑑𝑡 ≤

𝑥3

3
  

;     𝑥 𝜖  0,1 ∀  :بٌن أن      𝜑′(𝑥) ≤
2

3
    

∗𝑥 𝜖 ℝ ∀  :   بٌن أن 
+    ;   𝜑 𝑥 = 𝑥  ⟺   𝑔 𝑥 = 0  

  :  المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛≥0 نعتبر المتتالٌة العددٌة  
𝑢𝑛+1 = 𝜑 𝑢𝑛   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

𝑢0 =
2

3
                               

       

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   بٌن أن    0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   بٌن أن     𝑢𝑛 − 𝛽 ≤  
2

3
 
𝑛

  

 .  متقاربة و حدد نهاٌتها 𝑢𝑛 𝑛≥0 استنتج أن المتتالٌة  
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

,  𝑢,    المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣  .  

𝑧1:    حٌث  𝑀1 𝑧1 بالنقطة  𝑀 𝑧 الذي ٌربط النقطة 𝑟نعتبر التطبٌق  =
1+ 3𝑖

2
𝑧 +

 3+𝑖

2
  

𝑧2:   حٌث  𝑀2 𝑧2 بالنقطة  𝑀 𝑧 الذي ٌربط النقطة و التطبٌق  = −2𝑧 + 3𝑖   

 . و عناصرهما الممٌزة  و 𝑟حدد طبٌعة كل من التطبٌقٌن 
  .𝑖 عدد عقدي معلوم مخالف للعدد العقدي 𝑎 حٌث  𝐴 𝑎 و  Ω 𝑖نعتبر النقطتٌن 

= 𝐹 𝐴:  و نضع  𝐵  و  𝐹 𝐵 = 𝐶  و  𝐹 𝐶 = 𝐷.   

′𝑧:   فإن 𝐹  بالتطبٌق  𝑀 𝑧  هً صورة  ′𝑀′ 𝑧بٌن أنه إذا كانت  − 𝑖 = 2𝑒
4𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑖    

= 𝐹 Ω:   هً النقطة الوحٌدة التً تحقق Ωتحقق أن  Ω.   

 . على التوالً 𝐷 و 𝐶 و 𝐵 ألحاق النقط 𝑑 و 𝑐 و 𝑏 الأعداد العقدٌة 𝑎حدد بدلالة العدد العقدي 
 . مستقٌمٌة 𝐷 و 𝐴 و Ωبٌن أن النقط 

,𝐵    هو مرجح النظمة المتزنة  Ωبٌن أن  4  ;   𝐶, 2  ;   𝐷, 1   .   

 . تنتمً إلى المحور الحقٌقً 𝐷 لكً تكون النقطة  𝐴 𝑎حدد مجموعة النقط 

𝐹:   المعرف بما ٌلً 𝐹و نعتبر التطبٌق  =  ∘ 𝑟.   

 كرة بٌضاء و ثلاث كرات حمراء غٌر قابلة للتمٌٌز باللمس: ٌحتوي صندوق على أربع كرات 
 .نسحب عشوائٌا كرة من الصندوق و نسجل لونها ثم نعٌدها إلى الصندوق 

نجري نفس التجربة العشوائٌة لمرات متتابعة إلى أن نحصل لأول مرة على كرتٌن 

المتغٌر العشوائً الذي ٌساوي رتبة    لٌكن  . متتابعتٌن من نفس اللون و نوقف التجربة 

 .السحبة التً توقفت عندها التجربة 

\ℝ من المجموعة  𝑥لكل   
1

3
𝑥  :   نضع ℕ من 𝑛  و لكل  

 𝑛+1 = 𝑥 𝑛 ∗ 𝑥 
𝑥 0 = 0                 

    

\𝑥 𝜖 ℝ ∀:   بٌن أن    
1

3
   ;    ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝜑 𝑥 𝑛  =  𝜑 𝑥  

𝑛
  

  .𝑛 و 𝑥  بدلالة  𝑥 𝑛استنتج  

,𝑥  ∀:    المعرف بما ٌلً ⊺ بالقانون الداخلً ℝنزود  𝑦  𝜖 ℝ2  ;   𝑥 ⊺ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 −
1

3
 

 .  زمرة تبادلٌة  ⊺,ℝ بٌن أن  

 .  جسم تبادلً  ∗,⊺,ℝ بٌن أن  

,𝑥  ∀:   المعرف بما ٌلً ∗ بالقانون الداخلً ℝنزود  𝑦  𝜖 ℝ2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦 
,𝑥  ∀:    تحقق أن  𝑦  𝜖 ℝ2  ;    1 − 3𝑥  1 − 3𝑦 = 1 − 3 𝑥 ∗ 𝑦  

\ℝ  :  بٌن أن   
1

3
 .  زمرة تبادلٌة   ∗ ;  

= 𝜑 𝑥 بالعدد الحقٌقً  𝑥 الذي ٌربط كل عدد حقٌقً 𝜑بٌن أن التطبٌق  1 − 3𝑥 تشاكل  

\ℝ  تقابلً من    
1

3
   . ×,∗ℝ   نحو    ∗ ;  

+𝜑−1 ℝ:    بٌن أن 
∗  =  −∞ ;  

1

3
  

, ∞−   بٌن أن  
1

3
\ℝ    زمرة جزئٌة للزمرة   ∗ ;    

1

3
  ; ∗  .    
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1,00ٌ  

I 1 

( ْ 3,5 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

𝐼المعرفة على 𝑓 نعتبر الدالة  =  
−1

2
;   :    بـ  ∞+

𝑓 𝑥 =
ln 1+2𝑥 

𝑥
  ;   ∀𝑥 ≠ 0

𝑓 0 = 2                               
  

,𝑂  فً م م م 𝑓 المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .  

 . متصلة فً الصفر 𝑓بٌن أن الدالة 

 المعرفة على 𝑥 للمتغٌر الحقٌقً 𝑎 نعتبر الدالة 𝐼 من المجال 𝑎لكل عدد حقٌقً غٌر منعدم 

= 𝑎 𝑥:   بما ٌلً 𝐼المجال   ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎 𝑥2 −  ln 1 + 2𝑥 − 2𝑥 𝑎2.   

   . 𝑎 0  و   𝑎 𝑎أحسب  

:   بحٌث 𝑎 و 0 محصور بٌن 𝑏ثم استنتج أنه ٌوجد عدد حقٌقً 
ln 1+2𝑎 −2𝑎

𝑎2
=

−2

1+2𝑏
 

𝑓:  و أن .  قابلة للاشتقاق فً الصفر 𝑓استنتج أن الدالة  ′ 0 = −2.   

𝑋 :  أحسب احتمال كل حدث من الحدثٌن التالٌٌن  = 𝑋   و   2 = 3 .   
 . عددا صحٌحا طبٌعٌا غٌر منعدم 𝑘لٌكن 

𝑋 بٌن أن احتمال الحدث   = 2𝑘  هو   :𝑝2𝑘 =
5

8
 

3

16
 
𝑘−1

.   

𝑋 بٌن أن احتمال الحدث   = 2𝑘 + 𝑝2𝑘+1:    هو  1 =  
3

16
 
𝑘

.   

   . 𝐼\ 0 قابلة للاشتقاق على  𝑓بٌن أن الدالة 

;   𝑥 𝜖 𝐼\ 0 ∀: و   ′ 𝑥 =
𝑔(𝑥)

𝑥2 1+2𝑥 
= 𝑔 𝑥:    حٌث 2𝑥 −  1 + 2𝑥 ln 1 + 2𝑥    

;   𝑥 𝜖 𝐼\ 0 ∀:  بٌن أن   𝑔 𝑥 < 0   

  .𝐼 على المجال 𝑓استنتج تغٌرات الدالة 

;1  من المجال  𝛼بٌن أنه ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد  = 𝑓 𝛼:    بحٌث  2 1.   

𝛼:  نؤخذ  )  .  𝒞 أنشئ المنحنى   ≈ 1,3  ) 

𝐽:  نضع  =  1,𝛼   و   ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝜑 𝑥 = ln 1 + 2𝑥 .   

𝑥∀ :  و أن  . 𝐼 قابلة للاشتقاق على المجال 𝜑بٌن أن الدالة  ≥ 1   ;   0 < 𝜑′ 𝑥 ≤
2

3
   

= 𝜑 𝛼:  تحقق أن  𝛼 و أن    :𝜑 𝐽 ⊂ 𝐽.   

  :      المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ نعتبر المتتالٌة 
𝑢𝑛+1 = ln 1 + 2𝑢𝑛   ;   ∀𝑛𝜖ℕ
𝑢0 = 1                                         

  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

 

 .  متقاربة و حدد نهاٌتها 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ استنتج أن المتتالٌة  

= 𝐹 𝑥:   بما ٌلً 𝐼 المعرفة على المجال 𝐹نعتبر الدالة العددٌة  ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

0
𝑑𝑡 

  .𝐼 من 𝑥  لكل 𝐹′(𝑥)ثم احسب   . 𝐼 قابلة للاشتقاق على المجال 𝐹بٌن أن الدالة 

  .𝐼 على المجال 𝐹استنتج منحى تغٌرات الدالة 

𝑥∀ :  بٌن أن  ≥ 1   ;   𝐹 𝑥 > ∫  
ln 1+2𝑡 

1+2𝑡
 

𝑥

1
𝑑𝑡   

 على الٌمٌن فً 𝑙 تقبل نهاٌة منتهٌة 𝐹نفترض أن الدالة 
−1

2
.  

  المعرفة على المجال   𝐹و نعتبر الدالة 
−1

2
 ;   :  بما ٌلً  ∞+ 

𝐹  𝑥 = 𝐹 𝑥   ;   ∀𝑥𝜖𝐼

𝐹  
−1

2
 = 𝑙                   

    

;   𝑥𝜖𝐼∀ :  باستعمال مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة، بٌن أن    𝐹 𝑥 − 𝑙 >  𝑥 +
1

2
 𝑓(𝑥)   

 غٌر قابلة للاشتقاق على الٌمٌن فً  استنتج أن الدالة 
−1

2
.  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑢𝑛  𝜖 𝐽   

lim :    استنتج أن 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = +∞ 

lim :    أحسب النهاٌتٌن التالٌتٌن 
𝑥→ 

−1
2
 

+
𝑓 𝑥  و lim

𝑥→+∞
𝑓 𝑥  ل النتٌجتٌن هندسٌا  ثم أوَِّ
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( ْ 3,0 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 4,0 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,0 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   
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 أ 1
 ة

2 

 أ 3
 ة

 ج

I 

 ة

 ج

II 

2 

1 

 أ 2

 ة

 ج

 أ 1
 ة

𝑀1 1  و   𝑀 𝑚نعتبر النقط   − 𝑖𝑚   و  𝑀2 𝑚 − 𝑖 .   

 . مستقٌمٌة 𝑀2 و 𝑀1 و 𝑀 التً من أجلها تكون النقط 𝑀حدد مجموعة النقط 

′𝑧 التً لحقها  ′𝑀 بالنقطة  𝑀 𝑧 الذي ٌربط كل نقطة 𝑅بٌن أن التحوٌل  = 1 − 𝑖𝑧 ،  

 . و قٌاسا لزاوٌته Ωهو دوران ٌنبغً تحدٌد لحق مركزه 

+ ℛ𝑒 𝑚:  بٌن التكافإ التالً  𝔗𝑚 𝑚 = 1  ⟺    
𝑧2−𝑧1

𝑧2−𝑚
  𝜖 𝑖ℝ   

 . متداورة 𝑀2 و 𝑀1 و 𝑀 و Ω بحٌث تكون النقط 𝑀استنتج مجموعة النقط 

𝑎𝑛:  نضع  = 2𝑛 + 3𝑛 + 6𝑛 − 1   

  .∗ℕ من 𝑛 عدد زوجً مهما ٌكن 𝑛تحقق أن 

𝑎𝑛 التً من أجلها ٌكون 𝑛حدد قٌم  ≡ 0  3 .  

ℳ2 ℝ  2  هً مجموعة المصفوفات المربعة من الرتبة.  

, ℳ2 ℝ نذكر أن  𝐼 حلقة واحدٌة وحدتها هً المصفوفة   ×,+ =  
1 0
0 1

 .   

𝐹:   نضع  =   𝑀 𝑥,𝑦 =  
𝑥 𝑦

0
1

𝑥

   ;    𝑥, 𝑦  𝜖 ℝ∗ × ℝ  .  

    ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐹بٌن أن 

 .  زمرة غٌر تبادلٌة  ×,𝐹 بٌن أن  

𝐺:  نعتبر المجموعة التالٌة  =   𝑀 𝑥, 0  𝜖 𝐹  ;   𝑥𝜖ℝ∗     
   . ×,𝐹   زمرة جزئٌة للزمرة  𝐺بٌن أن  

:    المعرف بما ٌلً 𝜑و نعتبر التطبٌق 
𝜑 ∶    𝐹,×   →    𝐸,⊥                                  

𝑀 𝑥, 𝑦   →   𝜑 𝑀 𝑥, 𝑦  =  𝑥, 𝑦 
 

⊥ 1,1 :  أحسب  ⊥ 2,3   و   2,3   1,1 .   

   . ⊥,𝐸   نحو   ×,𝐹  تشاكل تقابلً من  𝜑بٌن أن التطبٌق 

   . ⊥,𝐸 استنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة  

𝐸نزود المجموعة   = ℝ∗ × ℝ ًالمعرف بما ٌلً ⊥  بقانون التركٌب الداخل  : 
  ∀  𝑥, 𝑦  𝜖 𝐸   ,   ∀  𝑎, 𝑏  𝜖 𝐸   ∶     𝑥, 𝑦 ⊥  𝑎, 𝑏 =  𝑎𝑥  , 𝑏𝑥 +

𝑦

𝑎
  

𝑂 

ℂ 

=∆:   هو   تحقق أن ممٌز المعادلة    1 + 𝑖  𝑚 − 1  
2

   

  . 𝐸  المعادلة ℂحل فً المجموعة 

 1 ٌساوي  𝐸  لكً ٌكون جداء حلً المعادلة 𝑚حدد على الشكل الجبري قٌمتً 
𝑧1:  نضع  = 1 − 𝑖𝑚  و  𝑧2 = 𝑚 − 𝑖.   

𝑚 على الشكل المثلثً فً حالة  𝑧1 و 𝑧2أكتب  = 𝑒𝑖𝜃  و  
𝜋

2
< 𝜃 < 𝜋.   

,     منسوب إلى م م م م   المستوى العقدي  𝑒1    , 𝑒2     .  

 :  التالٌة 𝑧 المعادلة ذات المجهول    و نعتبر فً  . 1 عددا عقدٌا مخالفا للعدد 𝑚لٌكن 
 𝐸 ∶   𝑧2 −  1 − 𝑖  𝑚 + 1 𝑧 − 𝑖 𝑚2 + 1 = 0 

𝐸 

𝒫 

𝑎 
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( ْ 10 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   
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  متباعدة𝑣𝑛 𝑛≥1 و استنتج أن   0,50ٌ 

= lim 𝑑𝑛: و بٌن أن  +∞ 

 ة

 ج

I 1 أ 
 ة
 ج

 أ 2
 ة

 أ 3
 ة

II 1 أ 
 ة

 أ 2

 ة

 ج

3 

III 1 أ 
 ة
 ج

 د

 أ 2
 ة

 أ 3
 ة

 أ 4
 ة

 

 
 ج 4

 د

𝑥 → +∞ 𝑥 → +∞ 𝑥 → +∞ 𝑥 → +∞ 

𝑥 𝑥 

𝑥 → −∞ 

 المعرفة 𝑥 للمتغٌر الحقٌقً 𝑓𝑛 عددا صحٌحا طبٌعٌا غٌر منعدم ، و نعتبر الدالة العددٌة 𝑛لٌكن 

;0 على  𝑥∀ :     بما ٌلً  ∞+ > 0   ;   𝑓𝑛 𝑥 = 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛 = 𝑓𝑛 0   و   0 

,𝑂  فً م م م 𝑓𝑛 المنحنى الممثل للدالة  𝒞𝑛 لٌكن  𝑖 , 𝑗  .  

 . متصلة على الٌمٌن فً الصفر 𝑓𝑛بٌن أن الدالة 

 . على الٌمٌن فً الصفر 𝑓𝑛أدرس قابلٌة اشتقاق الدالة 

 lim:أحسب 
𝑓2 𝑥 

𝑥
lim  و    

𝑓1 𝑥 

𝑥
lim  و    𝑓2 𝑥   و  lim 𝑓1 𝑥     

  .𝑓1أدرس تغٌرات الدالة 

  .𝑓2أدرس تغٌرات الدالة 

   . 𝒞2   و   𝒞1 أدرس الوضع النسبً للمنحنٌٌن  
=  𝑖 :  نؤخذ   .  𝒞2   و   𝒞1 أنشئ المنحنٌٌن    𝑗  = 2 𝑐𝑚 

 
 (   𝒞2  نقطة انعطاف للمنحنى   𝐴 1,1و نقبل أن   )

  .3 عددا أولٌا موجبا و أكبر قطعا من العدد 𝑝لٌكن 

2𝑝−1:  بٌن أن  ≡ 1  𝑝   3  و𝑝−1 ≡ 1  𝑝   6  و𝑝−1 ≡ 1  𝑝 .   

  .𝑎𝑝−2 ٌقسم العدد 𝑝بٌن أن العدد 
:   بحٌث 𝑛 ، ٌوجد عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم 𝑞بٌن أنه لكل عدد صحٌح طبٌعً أولً 

𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞 .  ( 𝑎𝑛 ∧ 𝑞 هو القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 𝑎𝑛 و 𝑞  

;∞−  المعرفة على 𝐹نعتبر الدالة  = 𝐹 𝑥:   بما ٌلً  0 ∫  
𝑓1 𝑡 

1+𝑡2
 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 

;∞−  قابلة للاشتقاق على 𝐹بٌن أن  𝑥∀ :  و أن  .  0 < 0   ;   𝐹′ 𝑥 =
 𝑥−1 𝑒2𝑥

1+𝑒2𝑥
 

;∞−  على المجال 𝐹استنتج منحى تغٌرات الدالة  0 .  

𝑥∀ :  بٌن أن  < 0   ;    
1

2
∫ 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 ≤ 𝐹 𝑥 ≤

1

1+𝑒2𝑥 ∫ 𝑓1 𝑡 
1

𝑒𝑥
𝑑𝑡   

→ تحقق أن الدالة    2  
3

4
−

ln 𝑥

2
,0  على المجال 𝑓1  هً دالة أصلٌة للدالة   +∞ .  

∫lim:    بٌن أن  𝑓1 𝑡 
1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 =

3

4
 

:  بٌن أن  . ∞− إلى 𝑥 عندما ٌإول 𝑙 تقبل نهاٌة منتهٌة 𝐹نفترض أن الدالة 
3

8
≤ 𝑙 ≤

3

4
.   

𝑢𝑛:   نضع 𝑛لكل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  = ∫ 𝑓𝑛 𝑥 
𝑒

1
𝑑𝑥   

𝑛∀ :  بٌن أن  ≥ 1   ;   𝑢𝑛 ≥ 0.   
− 𝑓𝑛+1 𝑥حدد إشارة الفرق   𝑓𝑛 𝑥   1   على المجال, 𝑒 .   

𝑛∀ :  بٌن أن  ≥ 1   ;   𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛. 

 .  متقاربة 𝑢𝑛 𝑛≥1 استنتج أن المتتالٌة  

𝑛∀ :  بٌن أن  ≥ 1   ;   𝑢𝑛+1 =
−1

2
+  

𝑛+1

2
 𝑢𝑛. 

   𝒞2   و   𝒞1  مساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن  𝑐𝑚2استنتج بـ 

𝑥: و المستقٌمٌن  ذوا المعادلتٌن التالٌتٌن   = 𝑥  و  1 = 𝑒.   

𝑛∀ :  بٌن أن  ≥ 2   ;   
1

𝑛+1
≤ 𝑢𝑛 ≤

1

𝑛−1
   

lim: حدد النهاٌتٌن التالٌتٌن    𝑛 𝑢𝑛   و  lim   𝑢𝑛    

𝑑𝑛:   نضع 𝑛و من أجل كل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  =  𝑣𝑛 − 𝑢𝑛  .   

𝑛∀ :  بٌن أن  ≥ 1   ;   𝑑𝑛 =  
𝑛 !

2 𝑛−1 
 𝑑1   

𝑛∀ :  بٌن أن  ≥ 2   ;   
𝑛 !

2
≥ 3 𝑛−2    

 :   المعرفة بما ٌلً 𝑣𝑛 𝑛≥1 و نعتبر المتتالٌة   . 𝑢1 عددا حقٌقٌا مخالفا للعدد 𝑎لٌكن 

    ∀𝑛 ≥ 1  ;  𝑣𝑛+1 =
−1

2
+  

𝑛+1

2
 𝑣𝑛 𝑣1      و      = 𝑎 

𝑛∞ 𝑛∞ 

𝑛∞ 
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( ْ 3,0 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 4,0 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

0,25ٌ  

 0,25ٌ  

 

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,75ٌ  

 

0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

0,50ٌ  

 
0,75ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,75ٌ  

0,75ٌ  

 . ثلاثة صنادٌق 𝑈3 و 𝑈2 و 1و  . 4 عددا صحٌحا طبٌعٌا و أكبر من أو ٌساوي 𝑛لٌكن 
𝑛  ٌحتوي على كرة حمراء و 𝑈1الصندوق  −  . كرة سوداء  1

𝑛  ٌحتوي على كرة حمراء و 𝑈2الصندوق  −  . كرة سوداء  2

𝑛  ٌحتوي على كرة حمراء و 𝑈3الصندوق  −  . كرة سوداء  3

 .نختار عشوائٌا صندوقا واحدا ثم نسحب منه عشوائٌا و تآنٌا كرتٌن 

 . المتغٌر العشوائً الذي ٌساوي عدد الكرات الحمراء المسحوبة 𝑋لٌكن 

  .𝑋حدد قٌم المتغٌر العشوائً 

𝑋 بٌن أن احتمال الحدث   =   ٌساوي   2
8

3𝑛 𝑛−1 
.   

𝑋 بٌن أن احتمال الحدث   =   ٌساوي   1
4 3𝑛−7 

3𝑛 𝑛−1 
.   

  .𝑋استنتج قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

  ؟𝑈3علما أننا حصلنا على كرتٌن حمراوٌن ، ما هو احتمال أن ٌكون السحب قد تم من 

 ℳ2 ℝ , 𝐼  حلقة واحدٌة و حدتها  ×,+ =  
1 0
0 1

 .   

, ℳ2 ℝ و   .  فضاء متجهً حقٌقً  ∙,+

𝑉:  نضع  =   𝑀 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 𝑏

4𝑏 𝑎
   ;    𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ2 .   

   ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من 𝑉بٌن أن 

,𝑉 بٌن أن    .  حلقة واحدٌة و تبادلٌة  ×,+

 𝑀:  أحسب 
1

2
,
−1

4
 × 𝑀 

1

2
,

1

4
 .   

,𝑉 هل الحلقة      جسم ؟ ×,+

𝑋 حٌث  𝑉 مصفوفة من المجموعة 𝑋لتكن  =  
𝑎 𝑏

4𝑏 𝑎
,𝑎   مع    𝑏  𝜖 ℝ2.   

𝑋2:  بٌن أن  − 2𝑎𝑋 +  𝑎2 − 4𝑏2 𝐼 = 𝑂 .    حٌث𝑂 =  
0 0
0 0

  

𝑎2نفترض أن   − 4𝑏2 ≠  . ٌنبغً تحدٌده 𝑉 تقبل مقلوبا فً 𝑋بٌن أن المصفوفة   . 0

, ℳ2 ℝ  فضاء متجهً جزئً من 𝑉بٌن أن    0,75ٌ . و حدد أساسا له ∙,+

 

0,25ٌ  

 

2 

 ة

3 

 ة

 أ 4
 ة

 أ 1
 ة

 أ 2
 ة
 ج

 د

 أ 3
 ة

1 

 أ 2

 ة

 ج

3 

𝐴𝐵 

𝑂 

1  عددا عقدٌا مخالفا لـ 𝑢لٌكن  − 𝑖  .  ًأنشر ثم بسط التعبٌر التال  : 𝑖𝑢 − 1 − 𝑖 2.   
𝑧2:   التالٌة 𝑧 المعادلة ذات الجهول ℂحل فً  − 2 𝑢 + 1 − 𝑖 𝑧 + 2𝑢2 − 4𝑖 = 0   

,  𝑢,    المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣  .  

𝐴  1:  نعتبر النقط  + 𝑖 𝑢 − 2𝑖   و  𝐵  1 − 𝑖 𝑢 + Ω 2  و   𝑈 𝑢  و   2 − 2𝑖   

  .𝐼 إلى النقطة 𝑈التً تحول النقطة       ، ثم حدد متجهة الإزاحة    منتصف 𝐼حدد لحق  .

 و زاوٌته Ω الدوران الذي مركزه 𝑅لٌكن 
−𝜋

2
= 𝑅 𝐴:  بٌن أن  .  𝐵.   

 .  متعامدان  ΩΙ   و   𝐴𝐵 استنتج أن المستقٌمان  

  .𝑈 انطلاقا من النقطة 𝐵 و 𝐴إقترح طرٌقة لإنشاء النقطتٌن 

𝑢:  نضع  = 𝑎 1 + 𝑖 − 2𝑖 .   بدلالة العدد الحقٌقً      و     حدد لحقً المتجهتٌن 𝑎 

 . نقط مستقٌمٌة 𝑈 و 𝐵 و 𝐴استنتج أن النقط  .

𝐴𝑈 

𝑡 

𝐴𝐵 

𝑈 

 أ
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I 

 أ

1 

( ْ 10 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

= 𝑔 𝑥:   بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝑔نعتبر الدالة العددٌة  2 1 − 𝑒−𝑥 − 𝑥   

 .ثم ضع جدول تغٌراتها  . 𝑔أدرس تغٌرات الدالة 

= 𝑥 بٌن أن المعادلة   ln  فً المجال  𝛼 تقبل حلا وحٌدا    0 4 ; ln 6 .   

  .+ℝ على 𝑔(𝑥)أدرس إشارة 

  :    المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ نعتبر المتتالٌة العددٌة  
𝑢𝑛+1 = 2 1 − 𝑒−𝑢𝑛    ;   ∀𝑛𝜖ℕ
𝑢0 = 1                                          

  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝛼.   
;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑔 𝑢𝑛 .   

 .  تزاٌدٌة قطعا 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ بٌن أن المتتالٌة  

 .  متقاربة و حدد نهاٌتها 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ بٌن أن المتتالٌة  

+ℝ المعرفة على 𝑥 للمتغٌر الحقٌقً 𝑓نعتبر الدالة العددٌة 
= 𝑓 𝑥:   بما ٌلً ∗

1−𝑒𝑥

𝑥2
.   

,𝑂  فً م م م 𝑓  المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن   𝑖 , 𝑗  .  

lim:أحسب النهاٌات التالٌة   
𝑓(𝑥)

𝑥
lim  و     𝑓 𝑥     و   lim  𝑓(𝑥)   

= 𝑓 𝛼:  تحقق أن 
1

𝛼 𝛼−2 
.   

+𝑥𝜖ℝ∀ :  بٌن أن 
∗    ;   𝑓 ′ 𝑥 =

𝑒𝑥𝑔 𝑥 

𝑥3
  .𝑓ثم ضع جدول تغٌرات الدالة   . 

𝛼: نؤخذ  ) .  𝒞 أنشئ المنحنى  ≈ 1,5 ) 

  :    المعرفة بما ٌلً 𝐹نعتبر الدالة العددٌة 
𝐹 𝑥 = ∫  

1−𝑒 𝑡

𝑡2
 

2𝑥

𝑥
𝑑𝑡  ;   ∀𝑥 > 0

𝐹 0 = − ln 2                                 

    

𝑥∀ :  بٌن أن  > 0   ;   𝐹 𝑥 =  
𝑒2𝑥−1

2𝑥
 −  

𝑒𝑥−1

𝑥
 − ∫  

𝑒 𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥
𝑑𝑡   

;𝑥 𝜖  0 ∀:  بٌن أن  +∞   ;   𝑒𝑥 ln 2 ≤ ∫  
𝑒 𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥
𝑑𝑡 ≤ 𝑒2𝑥 ln 2   

limأحسب    ∫  
𝑒 𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥
𝑑𝑡 ثم استنتج أن الدالة  𝐹 متصلة على ٌمٌن الصفر . 

;𝑥 𝜖  0 ∀ :بٌن أن  +∞   ;   𝐹 𝑥 ≤
1−𝑒𝑥

2𝑥
   

lim:أحسب النهاٌة التالٌة   𝐹 𝑥    

;0  قابلة للاشتقاق على 𝐹بٌن أن  𝑥∀ :  و أن   .  ∞+ > 0   ;   𝐹′ 𝑥 =
−1

2
 
𝑒𝑥−1

𝑥
 

2

   

𝑥لٌكن  > ,0  من 𝑐 ، بٌن أنه ٌوجد 0 𝑥  بحٌث   :𝐹 𝑥 − 𝐹 0 =
−1

2
 𝑥 𝑒2𝑐.   

;𝑥 𝜖  0 ∀:   بٌن أن  +∞   ;   
−1

2
 𝑒2𝑥 ≤

𝐹 𝑥 −𝐹 0 

𝑥
≤

−1

2
   

𝐹𝑑:  و أن .  قابلة للاشتقاق على ٌمٌن الصفر 𝐹استنتج أن 
′  0 =

−1

2
.   
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𝑔 

𝑥 → 0+ 𝑥 → +∞ 𝑥 → +∞ 

𝑥 → 0+ 

𝑥 → +∞ 
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,0 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

 حدد الكتابة الجبرٌة للعدد العقدي  
𝑙−𝑐

𝑎−𝑐
  .𝐴𝐶𝐿  ثم استنتج طبٌعة المثلث  

,  𝑢,    المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣  .  
3 حدد الجذرٌن المربعٌن للعدد العقدي   + 4𝑖 .   

∶  𝐸 :  حل فً مجموعة الأعداد العقدٌة المعادلة    4𝑧2 − 10𝑖𝑧 − 7 − 𝑖 = 0.   
> ℛ𝑒 𝑎:   حٌث    حلً المعادلة 𝑏 و 𝑎لٌكن    . 𝐵 𝑏 و  𝐴 𝑎و نعتبر النقطتٌن   . 0

:  تحقق أن 
𝑏

𝑎
= 1 − 𝑖.   

  .𝐴 متساوي الساقٌن و قائم الزاوٌة فً النقطة 𝐴𝑂𝐵استنتج أن المثلث 

 𝐶 بالدوران الذي مركزه 𝐵 صورة النقطة 𝐷و لتكن  . 𝐴 و تخالف النقطة 𝑐 نقطة لحقها 𝐶لتكن 

و زاوٌته 
𝜋

2
  .      𝐴𝑂 بالإزاحة التً متجهتها 𝐷 صورة النقطة 𝐿و لتكن  . 

  .𝐷 هو لحق النقطة 𝑑حٌث  . 𝑑 بدلالة العدد العقدي 𝑐حدد العدد العقدي 

  .𝐿 هو لحق النقطة 𝑙حٌث  . 𝑙 العدد العقدي 𝑐حدد بدلالة 

𝑚2:   بحٌث 𝑚حدد الأعداد الصحٌحة الطبٌعٌة  + 1 ≡ 0  5 .   
𝑝:   عددا أولٌا بحٌث 𝑝لٌكن  = 3 + 4𝑘 من  𝑘 ًعدد صحٌح طبٌع . 

𝑛2:   عددا صحٌحا طبٌعٌا بحٌث 𝑛و لٌكن  + 1 ≡ 0  𝑝 .   

𝑛2 2𝑘+1 :  تحقق أن  ≡ −1  𝑝 .   
 . أولٌان فٌما بٌنهما 𝑝 و 𝑛بٌن أن العددٌن 

𝑛2 2𝑘+1 :  استنتج أن  ≡ 1  𝑝 .   

𝑛2 ٌحقق  𝑛استنتج مما سبق أنه لا ٌوجد عدد صحٌح طبٌعً  + 1 ≡ 0   .   

 .الجزءان الأول و الثانً مستقلان 

  .𝐼 تبادلً و تجمٌعً فً المجموعة ∗بٌن أن القانون 
 . ٌنبغً تحدٌده 𝐼 فً 휀 ٌقبل عنصرا محاٌدا ∗بٌن أن القانون 

 .  زمرة تبادلٌة  ∗ ;  𝐼\ 1 بٌن أن  

;1 بٌن أن      . ∗ ;  𝐼\ 1   زمرة جزئٌة للزمرة   ∞+

  .× توزٌعً بالنسبة للقانون ∗بٌن أن القانون 
 .  جسم تبادلً  ∗,×,𝐼 بٌن أن  

𝐴:  نعتبر المصفوفة التالٌة  =  
1 1 −2
−1 −1 2
−2 −2 0

 .   

  .𝐴3 و 𝐴2: أحسب 
 . لا تقبل مقلوبا 𝐴استنتج أن المصفوفة 

𝐼نزود المجموعة   =  0;  :  المعرف بما ٌلً ∗  بقانون التركٌب الداخلً  ∞+

∀  𝑎, 𝑏  𝜖 𝐼2  ;   𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑒ln 𝑎 ∙ln 𝑏  0,25ٌ  
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 I 

 ة

2 

( ْ 6,25 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

 ْ 3,75 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ 

) 

0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  
0,50ٌ  

0,50ٌ  
0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

 

0,50ٌ  

0,25ٌ  

 0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

= 𝐹 𝑥:   بما ٌلً ∗ℝ المعرفة على 𝐹نعتبر الدالة العددٌة  ∫
1

ln 1+𝑡2 

2𝑥

𝑥
𝑑𝑡 

 . دالة فردٌة 𝐹بٌن أن 

;0  من المجال  𝑥لكل  = 𝜑 𝑥:    ، نضع  ∞+ ∫
1

ln 1+𝑡2 

𝑥

1
𝑑𝑡.   

𝑥∀ :  تحقق أن  > 0    ;   𝐹 𝑥 = 𝜑 2𝑥 − 𝜑 𝑥 .   

;0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐹بٌن أن الدالة  𝑥 لكل  𝐹′(𝑥)ثم احسب   .  ∞+ > 0.   

;0  على المجال  𝐹استنتج منحى تغٌرات الدالة  +∞ .   

𝑥∀ :  بٌن أن  > 0  ,   ∃ 𝑐 𝜖  𝑥; 2𝑥     ;   𝐹 𝑥 =
𝑥

ln 1+𝑐2 
.   

𝑥∀ :  استنتج أن  > 0    ;   
𝑥

ln 1+4𝑥2 
< 𝐹 𝑥 <

𝑥

ln 1+𝑥2 
.   

lim:أحسب النهاٌات التالٌة   
𝐹 𝑥 

𝑥
lim   و     𝐹 𝑥    و  lim  𝐹(𝑥)    

𝐹  𝑒:  تحقق أن  − 1 <  𝑒 − 𝐹  و  1  
 𝑒−1

2
 >

 𝑒−1

2
.   

= 𝑥 ثم استنتج أن المعادلة   𝑥  0     تقبل حلا وحٌدا فً المجال; +∞   

. 

𝑙:  نضع  = lim  𝑢𝑛 .   0:  بٌن أن < 𝑙 ≤ 1.   

,0  المعرفة على المجال 𝑓نعتبر الدالة العددٌة  = 𝑓 𝑥:   بما ٌلً  ∞+ 4𝑥 𝑒−𝑥
2

   

,      فً المستوى المنسوب إلى م م م 𝑓  المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن   𝑖 , 𝑗  .  

  .∞+ عند 𝑓أحسب نهاٌة الدالة 

;0  على المجال  𝑓أدرس تغٌرات الدالة   .ثم ضع جدول تغٌراتها   .  ∞+

   𝒞  فً أصل المعلم ثم أنشئ المنحنى  𝒞 حدد معادلة نصف المماس للمنحنى 

=  𝑖 :  نؤخذ  ) 2 𝑐𝑚 .   و نقبل أن النقطة التً أفصولها 
3

2
 (   𝒞  نقطة انعطاف للمنحنى  

𝑎:  أحسب التكامل التالً  = ∫ 𝑓(𝑥)
1

0
𝑑𝑥 .   ثم استنتج بـ𝑐𝑚2 مساحة الحٌز من المستوى 

𝑥  و محوري المعلم و المستقٌم ذو المعادلة   𝒞 المحصور بٌن المنحنى   = 1.   

  .2 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر أو ٌساوي 𝑛لٌكن 

;0  المعرفة على المجال  𝑓𝑛نعتبر الدالة العددٌة  = 𝑓𝑛 𝑥:    بما ٌلً  ∞+ 4 𝑥𝑛  𝑒−𝑥
2

.   

𝑥∀ :  بٌن أن  > 1   ;   𝑒−𝑥
2

< 𝑒−𝑥.   

  .∞+ إلى 𝑥 عندما ٌإول 𝑓𝑛استنتج نهاٌة الدالة 
;0  على المجال  𝑓𝑛أدرس تغٌرات الدالة   .ثم ضع جدول تغٌراتها   .  ∞+

= 𝑓𝑛 𝑢𝑛  بحٌث   0,1  من المجال  𝑛بٌن أنه ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد  1.   

𝑛∀ :  تحقق أن  ≥ 2   ;   𝑓𝑛+1 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛.   

 .  تزاٌدٌة قطعا ثم استنتج أنها متقاربة 𝑢𝑛 𝑛≥2 بٌن أن المتتالٌة  

𝑛∀ :  بٌن أن  ≥ 0   ;   
− ln 4

𝑛
< ln 𝑢𝑛 <

1

𝑛
−

ln 4

𝑛
   

𝑙:  استنتج أن  = 1.   

I 1 

3 

4 

II 1 أ 

2 

3 
 أ 4

 ة

 أ 5
 ة

 ج

1 

 أ 2
 ة
 ج

 أ 3

 ة

 ج

 د

𝑂 

𝑢 

𝑥 → 0+ 𝑥 → +∞ 𝑥 → +∞ 

𝐹 

http://www.professeurbadr.blogspot.com/
http://www.professeurbadr.blogspot.com/
http://www.professeurbadr.blogspot.com/


A 

 

  

 

1 

 

 الامتحـــــــاٌ الوطني الموحد 
 لييل ظهادة البكالوريـــــــــــــا

 2010الدورة الإشتدراكيــــة  
 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الامتحانات

  مــــادة الريــــــــــــــاضيات
 ظعبة العــلوو الرياضية أ و ب

 9: المعــــــــــــــــــــــــــــــامل 
 أربع شاعـــــات: مدة الانجــاز 

 

 

   032:الصفحة -     2014 نسخة  –  http://www.professeurbadr.blogspot.com -  بدر الدين الفاتحي  الأستاذ   اقتراح الأجوبة من

( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,0 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   
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,  𝑢,     المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣  .  

∶  𝐸 :   المعادلة التالٌة ℂنعتبر فً المجموعة    𝑧2 − 4𝑖𝑧 − 2 + 2𝑖 3 = 0.   

𝑎تحقق أن العدد العقدي   = 1 + 𝑖 2 −   . 𝐸   حل للمعادلة  3 

  . 𝐸  الحل الثانً للمعادلة 𝑏استنتج 

𝑎2:  بٌن أن  = 4 2 −  3 𝑒
𝑖𝜋

6.   

 . على الشكل المثلثً 𝑎أكتب العدد 

𝑐 و  𝑏 و 𝑎 التً ألحاقها على التوالً 𝐶 و 𝐵 و 𝐴نعتبر النقط  = 2𝑖 + 2𝑒
𝑖𝜋

7.   

  . 𝐴𝐵  و أحد أقطارها Ω الدائرة التً مركزها  Γ و لتكن 

  .Ω لحق النقطة 𝜔حدد 

  . Γ  تنتمٌان إلى الدائرة 𝐶 و 𝑂بٌن أن النقطتٌن 

 بٌن أن العدد العقدي  
𝑐−𝑎

𝑐−𝑏
 .  تخٌلً صرف  

 . كرات بٌضاء و كرتٌن حمراوٌن 10ٌحتوي صندوق على 
نسحب الكرات من الصندوق الواحدة تلو الأخرى بدون إحلال إلى أن نحصل لأول مرة على كرة 

 .المتغٌر العشوائً الذي ٌساوي عدد الكرات المسحوبة   لٌكن  . بٌضاء ثم نوقف التجربة 

  .𝑋حدد مجموعة قٌم المتغٌر العشوائً 

𝑋 :  أحسب احتمال الحدث التالً  = 1 .   

𝑝 𝑋:  بٌن أن  = 2 =
5

33
   

𝑋 :  أحسب احتمال الحدث التالً  = 3 .   

= 𝐸 𝑋:  بٌن أن 
13

11
 ( 𝑋 هو الأمل الرٌاضً للمتغٌر العشوائً  𝐸 𝑋حٌث  )  . 

 ( 𝑋 هً مغاٌرة المتغٌر العشوائً  𝑉 𝑋حٌث  )  .  𝑉 𝑋  ثم استنتج قٌمة   𝐸 𝑋2أحسب  

, ℳ3 ℝ نذكر أن    .  حلقة واحدٌة غٌر تبادلٌة  ×,+

𝐸:  نعتبر المجموعة التالٌة  =   𝑀 𝑥 =  
1 0 0
𝑥 1 0
𝑥2 2𝑥 1

   ;   𝑥 𝜖 ℝ     

   . ×, ℳ3 ℝ  جزء مستقر من  𝐸بٌن أن 

,ℝ   تشاكل تقابلً من 𝜑                           بٌن أن التطبٌق   . ×,𝐸  نحو  +

 .  زمرة تبادلٌة  ×,𝐸 استنتج أن  
  .𝑥  لكل عدد حقٌقً  𝑀 𝑥  مقلوب المصفوفة   𝑀−1 𝑥حدد  

𝐴5𝑋 المعادلة  𝐸حل فً المجموعة  = 𝐵  حٌث  𝐴 = 𝑀 2   و  𝑀 12    

𝐹بٌن أن المجموعة   =   𝑀 ln 𝑥   ;   𝑥 𝜖 ℝ+
∗    . ×,𝐸   زمرة جزئٌة للزمرة   

:   𝑥 → 𝑀 𝑥  

𝐵 = 𝑀 12  

𝑂 

𝑋 
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II 

4 

( ْ 10 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

𝐼 المعرفة على 𝑓نعتبر الدالة  =  0;   :    بما ٌلً  1
𝑓 𝑥 =

1

1−ln 1−𝑥 
  ;   0 ≤ 𝑥 < 1

𝑓 1 = 0                                        

    
,𝑂  فً م م م 𝑓 المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن  𝑖 , 𝑗   . 

(  𝑖  =  𝑗  = 2𝑐𝑚 ) 

  .1 متصلة على الٌسار فً 𝑓بٌن أن الدالة 

  .1 على الٌسار فً 𝑓أدرس قابلٌة اشتقاق الدالة 
 .ثم اعط جدول تغٌراتها  . 𝐼 على المجال 𝑓أدرس تغٌرات الدالة 

  ٌقبل نقطة انعطاف وحٌدة أفصولها   𝒞 بٌن أن المنحنى  
𝑒−1

𝑒
.   

  .0  مبرزا نصف مماسه فً النقطة ذات الأفصول  𝒞 أنشئ  

= 𝛼  و ٌحقق  𝐼 من المجال 𝛼بٌن أنه ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد  𝛼.   

 . نفسه 𝐼 نحو المجال  𝐼 تقابل من المجال𝑓بٌن أن الدالة 

  .𝐼 من المجال 𝑦 لكل  𝑓−1 𝑦حدد صٌغة الدالة العكسٌة 

𝐼0نضع   = ∫ 𝑓(𝑡)
1

0
𝑑𝑡 .    و ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝐼𝑛 = ∫ 𝑡𝑛𝑓 𝑡 

1

0
𝑑𝑡.   

 .  تناقصٌة ثم استنتج أنها متقاربة 𝐼𝑛 𝑛≥0 بٌن أن المتتالٌة  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    0 ≤ 𝐼𝑛 ≤
1

𝑛+1
   .𝐼𝑛 𝑛≥0 ثم حدد نهاٌة المتتالٌة    . 

𝐽 من المجال  𝑥لكل عدد حقٌقً  =  : نضع 𝑛  و لكل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  0,1 

,  𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن   ∀𝑥𝜖𝐽   ;   𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥 = ∫  
𝑡𝑛+1𝑓 𝑡 

1−𝑡
 

𝑥

0
𝑑𝑡   

→ 𝑥بٌن أن الدالة     1 − 𝑥  1 − ln 1 − 𝑥   تناقصٌة قطعا على المجال  𝐽.  

→ 𝑡استنتج أن الدالة    
𝑓(𝑡)

1−𝑡
,0   تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑥  مهما ٌكن ، 𝑥 من 𝐽.  

,  𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن   ∀𝑥𝜖𝐽   ;   0 ≤ 𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥 ≤  
1

𝑛+2
  

1

1−𝑥
    

lim:   لدٌنا 𝐽 من المجال 𝑥استنتج أنه مهما ٌكن العدد   𝑆𝑛 𝑥 = 𝐹(𝑥)   

  .𝐽 من المجال 𝑥  لكل  𝐹 𝑥حدد  

lim:حدد النهاٌة التالٌة   𝐹(𝑥)    

𝑆𝑛 𝑥 =  𝐹𝑘 𝑥 

𝑛

𝑘=0

= 𝐹 𝑥  و    
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡  و  𝐹𝑛 𝑥 =  𝑡𝑛𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡  و  𝐹𝑛 0 =  𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 
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( ْ 4,0 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 2,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

𝑁:   العدد الصحٌح الطبٌعً الممثل فً نظمة العد العشري بما ٌلً 𝑁لٌكن  = 111⋯ 11       
2010 𝑓𝑜𝑖𝑠  

 

  .11 قابل للقسمة على العدد 𝑁بٌن أن العدد 

102010:   أولً ، و أن 2011تحقق أن العدد  − 1 = 9𝑁.   

  .9𝑁 ٌقسم العدد 2011بٌن أن العدد 

 . ٌقسم العدد  2011استنتج أن العدد 
  .22121 ٌقبل القسمة على العدد 𝑁بٌن أن العدد 

 .الجزءان الأول و الثانً مستقلان 

𝐴0:  نضع  = 𝐼  و  𝐴1 = 𝐴2  و  1 = 𝐴 × 𝐴  و   ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 × 𝐴.   

;   𝑘𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝐴2𝑘 = 𝐼   

 . ٌنبغً تحدٌده 1− تقبل مقلوبا 𝐴بٌن أن المصفوفة 

 . عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝛼لٌكن 

𝐼 من المجال  𝑦 و 𝑥لكل  =  𝛼; 𝑥:    نضع  ∞+ ∗ 𝑦 =  𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼   

  .𝐼 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗بٌن أن 

  .𝐼 تبادلً و تجمٌعً فً ∗بٌن أن القانون 

 .  زمرة تبادلٌة  ∗,𝐼 بٌن أن المجموعة  

+ℝ نحو 𝐼 المعرف من φنعتبر التطبٌق 
= 𝜑 𝑥:   بما ٌلً ∗

1

𝑥−𝛼
   

+ℝ   نحو   ∗,𝐼  تشاكل تقابلً من  𝜑بٌن أن التطبٌق 
∗ ,× .   

= 𝑥 3 المعادلة  ℂحل فً المجموعة  𝛼3 + 𝛼 بحٌث    :𝑥 3 = 𝑥 ∗ 𝑥 ∗ 𝑥.   

, ℳ3 ℝ فً الحلقة الواحدٌة    :   المعرفتٌن بما ٌلً 𝐼 و 𝐴  نعتبر المصفوفتٌن  ×,+

𝐴 =  

 2

2

 2

2
0

 2

2

− 2

2
0

0 0 1

𝐼    و      =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

 .  تقبل عنصرا محاٌدا ٌتم تحدٌده  ∗,𝐼 بٌن أن المجموعة  

 .الجزءان الأول و الثانً مستقلان 

𝑧1تحقق أن العدد   = 2 −𝑚  حل للمعادلة   𝐸𝑚  .   

𝐸𝑚  الحل الثانً للمعادلة  𝑧2لٌكن   .   

𝑧1𝑧2:  أثبت صحة التكافإ التالً  = 1  ⟺   𝑖𝑚2 + 2 1 − 𝑖 𝑚 − 3 = 0.   

𝑧1𝑧2 بحٌث  𝑚حدد قٌمتً  = 1.   

 :  التالٌة 𝑧 المعادلة ذات المجهول ℂو نعتبر فً .  عددا عقدٌا غٌر منعدم 𝑚لٌكن 
 𝐸𝑚  ∶   𝑧2 +   1− 𝑖 𝑚 − 4 𝑧 − 𝑖𝑚2 − 2 1 − 𝑖 𝑚 + 4 = 0 
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 أ

1 

( ْ 6,5 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ   

0,25ٌ  

 
0,50ٌ  
0,50ٌ  

 

0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

1,50ٌ  

0,75ٌ  

 
0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

 

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  
0,50ٌ  

;0  المعرفة على المجال  𝐹نعتبر الدالة العددٌة  = 𝐹 𝑥:    بما ٌلً  ∞+ 𝑒−𝑥
2
∫ 𝑒−𝑡

2𝑥

0
𝑑𝑡   

𝑥∀ :  بٌن أن  ≥ 0   ;   0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 𝑒−𝑥
2

.   

𝑥∀ :  بٌن أن  ≥ 1   ;   𝑒−𝑥
2
≤ 𝑒−𝑥 .   ثم استنتج نهاٌة الدالة𝐹 عند +∞.  

;0  قابلة للاشتقاق على 𝐹بٌن أن  𝑥∀ : و أن  .  ∞+ ≥ 0   ;   𝐹′ 𝑥 = 𝑒−2𝑥2
− 2𝑥 𝐹 𝑥   

. 

,0  المعرفة على المجال  𝐺نعتبر الدالة 
𝜋

2
  :    بما ٌلً  

𝐺 𝑥 = 𝐹 tan 𝑥   ;   𝑥 ≠
𝜋

2

𝐺  
𝜋

2
 = 0                             

    

 متصلة على الٌسار فً 𝐺بٌن أن الدالة 
𝜋

2
.  

;0 بٌن أنه ٌوجد عدد حقٌقً من المجال  = 𝐹′ 𝑐  بحٌث   ∞+ = 𝐹 𝑐  و  0
1

2𝑐
𝑒−2𝑐2

.   

;0  المعرفة على المجال  𝐻نعتبر الدالة العددٌة  = 𝐻 𝑥:    بما ٌلً  ∞+ 𝐹′ 𝑥 
𝑒𝑥

2

2𝑥
.   

;0  تناقصٌة قطعا على المجال  𝐻بٌن أن الدالة  +∞ .   

  .𝐹 وحٌد ثم اعط جدول تغٌرات الدالة 𝑐استنتج أن العدد 

   .𝑏𝑛 𝑛≥3   و  𝑎𝑛 𝑛≥3 لندرس فً هذه الفقرة تقارب المتتالٌتٌن  

∶ 𝐸 الهدف من هذا التمرٌن هو دراسة الحلول الموجبة للمعادلة    𝑒𝑥 = 𝑥𝑛  بحٌث  𝑛𝜖ℕ∗.   

,𝒪  فً م م م 𝑓 المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .  

∪ 0,1  من المجموعة  𝑥تحقق أنه لكل   1, 𝑒𝑥 ):   لدٌنا  ∞+ = 𝑥𝑛  ⟺ 𝑛 = 𝑓(𝑥) ) 

 . قابلة للاشتقاق على ٌمٌن الصفر 𝑓بٌن أن الدالة 

,1   و   0,1  على كل من المجالٌن  𝑓أدرس تغٌرات الدالة   .ثم اعط جدول تغٌراتها   .  ∞+

 .  ٌقبل نقطة انعطاف ٌتم تحدٌد زوج إحداثٌتٌها  𝒞 بٌن أن  

,𝒪   فً المعلم  𝒞 أنشئ المنحنى   𝑖 , 𝑗  .  

𝑛بٌن أنه إذا كان   ≥ 𝑏𝑛 تقبل بالضبط حلٌن اثنٌن  𝐸   فإن المعادلة 3   𝑎𝑛 و 

1بحٌث   < 𝑎𝑛 < 𝑒 < 𝑏𝑛.   

𝑛∀ :  بٌن أن  ≥ 3   ;   𝑏𝑛 ≥ 𝑛 .    ثم استنتج أن نهاٌة المتتالٌة 𝑏𝑛 𝑛≥3.   

 .  تناقصٌة ثم استنتج أنها متقاربة 𝑎𝑛 𝑛≥3 بٌن أن المتتالٌة  

𝑛∀ :  بٌن أن  ≥ 3   ;   
1

𝑛
< ln 𝑎𝑛 <

𝑒

𝑛
   .𝑎𝑛 𝑛≥3 ثم استنتج نهاٌة المتتالٌة    . 

lim:بٌن أن    𝛼𝑛 
𝑛 = 𝑒   

𝒟 المعرفة على المجموعة  𝑓نعتبر الدالة العددٌة  =  0,1 ∪  1,  :    بما ٌلً  ∞+

  
𝑓 𝑥 =

𝑥

ln 𝑥
  ;   𝑥 ≠ 0

𝑓 0 = 0                     

  

 .أحسب النهاٌات التالٌة مع إعطاء تؤوٌلات هندسٌة للنتائج المحصل علٌها 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) lim   و   
𝑥→1+

𝑓(𝑥) lim   و   
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) lim   و   
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
 

,  𝑢,    المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣  .  

′′بٌن أن  = 𝑖𝑧 + 2.  

   .′′𝐴𝑀′𝑀حدد طبٌعة المثلث  
 . متداورة ′′𝑀 و ′𝑀 و Ω و 𝐴 بحٌث تكون النقط 𝑀حدد مجموعة النقط 

        ′𝑧 التً لحقها ′𝑀 بالنقطة 𝑧 التً لحقها 𝑀 الذي ٌربط النقطة 𝑆نعتبر التطبٌق 
′𝑧:  بحٌث  = − 𝑧 − 1 +   ذات اللحق  Ω الذي مركزه النقطة 𝑅و الدوران   . 1

 1 + 𝑖  و قٌاس زاوٌته  
2

  .𝑅 بالدوران 𝑀 صورة ′′𝑀 لحق النقطة ′′𝑧و لٌكن  . 

  0,25ٌ  .1 هو التماثل المركزي الذي مركزه النقطة ذات اللحق 𝑆بٌن أن التطبٌق 
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

 

I 

 ة

2
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 الامتحـــــــاٌ الوطني الموحد 
 لييل ظهادة البكالوريـــــــــــــا

 2011الدورة الإشتدراكيــــة  
 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الامتحانات

  مــــادة الريــــــــــــــاضيات
 ظعبة العــلوو الرياضية أ و ب

 9: المعــــــــــــــــــــــــــــــامل 
 أربع شاعـــــات: مدة الانجــاز 
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( ْ 2,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 4,0 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   
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10𝑥 عددا صحٌحا طبٌعٌا ٌحقق  𝑥لٌكن  ≡ 2  19 .   

10𝑥+1:  تحقق أن  ≡ 1  19 .   

1018:  بٌن أن  ≡ 1  19 .   

𝑥   و  18 القاسم المشترك الأكبر للعددٌن  𝑑لٌكن  + 1 .   
10𝑑:  بٌن أن  ≡ 1  19 .   

𝑥:  استنتج أن  ≡ 17  18 .   

𝑑:  بٌن أن  = 18.   

  . 𝐸  المعادلة ℂحل فً 
,  𝑢,    المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣  .  

𝑎:   التً ألحاقها على التوال𝐶ً و 𝐵 و 𝐴نعتبر  = −1 + 3𝑖  و  𝑏 = −2𝑖  و  𝑐 = 2 + 𝑖  

  .𝐶 قائم الزاوٌة و متساوي الساقٌن فً النقطة 𝐴𝐵𝐶بٌن أن  .

 و زاوٌته 𝐵 الذي مركزه 1نعتبر الدوران 
𝜋

3
 و زاوٌته   𝐴  الذي مركزه𝑅2 و الدوران 

−2𝜋

3
.   

  .𝑅2 صورتها بالدوران 𝑀2 و 𝑅1 صورتها بالدوران 𝑀1 و 𝑧 من المستوى لحقها 𝑀لتكن 

𝑧1:   هً 1تحقق أن الصٌغة العقدٌة للدوران  =  
1+𝑖 3

2
 𝑧 −  3 − 𝑖   

  .𝑧 بدلالة 𝑀2 لحق النقطة 𝑧2حدد العدد العقدي 

 .  نقطة ثابثة  𝑀1𝑀2  منتصف القطعة  𝐼استنتج أن النقطة 

 𝐸 ∶   𝑧3 −  1 + 2𝑖 𝑧2 + 3 1 + 𝑖 𝑧 − 10 1 + 𝑖 = 0 
 :  التالٌة 𝑧 المعادلة ذات المجهول ℂنعتبر فً المجموعة 

  . 𝐸  حل للمعادلة 2𝑖−بٌن أن العدد 

5حدد الجذرٌن المربعٌن للعدد   − 12𝑖.   

 :  بحٌث 𝛽 و 𝛼حدد العددٌن العقدٌٌن 

𝑧3 −  1 + 2𝑖 𝑧2 + 3 1 + 𝑖 𝑧 − 10 1 + 𝑖 =  𝑧 + 2𝑖  𝑧2 + 𝛼𝑧 + 𝛽  

𝐼 من المجال  𝑦 و 𝑥لكل  = 𝑥:    نضع  0,1  ∗ 𝑦 =
𝑥𝑦

𝑥𝑦+ 1−𝑥  1−𝑦 
.   

  .𝐼 قانون تركٌب داخلً فً ∗بٌن أن 

  .𝐼 تبادلً و تجمٌعً فً ∗بٌن أن القانون 

 .  ٌقبل عنصرا محاٌدا ٌنبغً تحدٌده  ∗,𝐼 بٌن أن  

 .  زمرة تبادلٌة  ∗,𝐼 بٌن أن  
𝐻نعتبر المجموعتٌن   =   2𝑛   ;   𝑛𝜖℞    و  𝐾 =   

1

2𝑛+1
  ;   𝑛𝜖℞  .   

+ℝ  زمرة جزئٌة للزمرة  𝐻بٌن أن 
∗ ,× .   

= 𝜑 𝑥:   بما ٌلً 𝐼 نحو 𝐻 المعرف من 𝜑نعتبر التطبٌق 
1

1+𝑥
.   

   . ∗,𝐼   زمرة جزئٌة للزمرة   ∗,𝐾 استنتج أن  
  𝐼,∗ .  0,50ٌ  نحو  ×,𝐻  تشاكل من 𝜑بٌن أن التطبٌق 
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 ة

6 

1 

( ْ 6,0 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

( ْ 4,0 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ   

;0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال  𝑓لتكن  = 𝑓 𝑥:    بما ٌلً  ∞+ 𝑥 + ln 𝑥.   
,     فً المستوى المنسوب إلى م م م 𝑓  المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن   𝑖 , 𝑗  .  

=  𝑖 :  و نؤخذ   𝑗  = 1 𝑐𝑚.   

lim: أحسب النهاٌات   𝑓 𝑥 − 𝑥    و   lim  𝑓(𝑥) lim   و     
𝑓(𝑥)

𝑥
lim   و     𝑓(𝑥)  

  .𝑓ضع جدول تغٌرات الدالة 

,0  تقابل من المجال  𝑓بٌن أن الدالة  .  وجب تحدٌده 𝐽  نحو مجال  ∞+

   .𝑓−1ثم ضع جدول تغٌرات التقابل العكسً  

,𝒪   فً نفس المعلم  𝒞−1   و   𝒞   ثم أنشئ  𝑓(𝑒)  و  𝑓(1)أحسب   𝑖 , 𝑗  .  

∫أحسب التكامل   𝑓−1 𝑥 
𝑒+1

1
𝑑𝑥.   

  و المستقٌمات التً معادلاتها  𝒞−1 استنتج مساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن  

𝑥:  الدٌكارتٌة على التوالً هً  = 𝑥  و  1 = 𝑒 + 𝑦  و  1 = 𝑥.   

∶ 𝐸𝑛 بٌن أن المعادلة     𝑥 + ln 𝑥 = 𝑛 تقبل حلا وحٌدا  𝑥𝑛 لكل 𝑛 من ℕ∗.  

lim:ثم بٌن أن  . 𝑥1حدد القٌمة العددٌة للحل   𝑥𝑛 = +∞    

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑓 𝑥𝑛 ≤ 𝑓 𝑛  .   ثم استنتج أن  : ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑥𝑛 ≤ 𝑛.   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑛 − ln𝑛 ≤ 𝑥𝑛.   

lim :أحسب النهاٌتٌن التالٌتٌن 
𝑛∞

 
𝑥𝑛

𝑛 − ln𝑛
lim    و    

𝑛∞
 
𝑥𝑛 − 𝑛

𝑛
  

𝑛بٌن أنه من أجل   ≥ = 𝑓𝑛 𝛼𝑛  بحٌث   0,1  من 𝛼𝑛  ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد 2 0.   

 .  تناقصٌة قطعا ثم استنتج أنها متقاربة 𝛼𝑛 𝑛≥2 بٌن أن المتتالٌة  

𝑡∀ :  تحقق أن  ≠ 1   ;   1 + 𝑡 + 𝑡2 + ⋯+ 𝑡𝑛−1 =
1

1−𝑡
−

𝑡𝑛

1−𝑡
   

𝛼𝑛:  استنتج أن  +
 𝛼𝑛  

2

2
+

 𝛼𝑛  
3

3
+ ⋯+

 𝛼𝑛  
𝑛

𝑛
= − ln 1 − 𝛼𝑛 − ∫  

𝑡𝑛

1−𝑡
 

𝛼𝑛
0

𝑑𝑡   

1:  بٌن أن  + ln 1 − 𝛼𝑛 = −∫  
𝑡𝑛

1−𝑡
 

𝛼𝑛
0

𝑑𝑡   

𝑛∀ :  بٌن أن  ≥ 2   ;   0 ≤ ∫  
𝑡𝑛

1−𝑡
 

𝛼𝑛
0

𝑑𝑡 ≤
1

 𝑛+1  1−𝛼𝑛  
    

lim: استنتج أن    𝛼𝑛 = 1 − 𝑒−1   

 : بما ٌلً ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝑛 عددا صحٌحا طبٌعٌا غٌر منعدم و 𝑛لٌكن 

𝑓𝑛 𝑥 = −1 + 𝑥 +
𝑥2

2
+ ⋯+

𝑥𝑛

𝑛
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,0 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

𝐼:  أحسب  − 𝐴  و  𝐴2.   
 . تقبل مقلوبا ٌتم تحدٌده 𝐴استنتج أن المصفوفة 

𝐼 من المجال  𝑎  و 𝑏لكل  =  1; 𝑎:  نضع   .  ∞+ ∗ 𝑏 =  𝑎2𝑏2 − 𝑎2 − 𝑏2 + 2  

,𝑥  ∀:  تحقق أن  . 𝑦  𝜖 ℝ2  ;   𝑥2𝑦2 − 𝑥2 − 𝑦2 + 2 =  𝑥2 − 1  𝑦2 − 1 + 1.   

  .𝐼 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗بٌن أن 

+ℝ نذكر أن  
∗  .  زمرة تبادلٌة  ×,
+ℝ المعرف من 𝜑نعتبر التطبٌق 

= 𝜑 𝑥:   بما ٌلً 𝐼 نحو ∗  𝑥 + 1    

+ℝ  تشاكل تقابلً من  𝜑بٌن أن التطبٌق 
∗    . ∗,𝐼   نحو   ×,

   . ∗,𝐼 استنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة  

𝒯بٌن أن المجموعة   =    1 + 2𝑚   ;   𝑚𝜖℞   زمرة جزئٌة من   𝐼,∗ .   

, ℳ3 ℝ فً الحلقة الواحدٌة    :   المعرفتٌن بما ٌلً 𝐼 و 𝐴  نعتبر المصفوفتٌن  ×,+

𝐴 =  

 5−1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

𝐼     و      =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

  . 𝐴𝐷  على المستقٌم 𝒪 المسقط العمودي للنقطة 𝐻 لحق النقطة لٌكن 

:  بٌن أن  −  1 + 𝑖 =
𝑖

𝑐
  − 𝑐    

 .  متعامدان  𝐶𝐻   و   𝐵𝐻 استنتج أن المستقٌمان  

 .الجزءان الأول و الثانً مستقلان 

   . 𝐸  حلً المعادلة  𝑧1 و 𝑧2حدد 

𝑧1𝑧2:  تحقق أن  = 𝑎2 𝑖 − 1 .   

arg𝑎:  أثبت صحة التكافإ التالً  ≡
−3𝜋

8
  
𝜋

2
    ⟺    𝑧1𝑧2 𝜖 ℝ.   

 . عدد عقدي غٌر منعدم 𝑧 عددا حقٌقا غٌر منعدم و 𝑐لٌكن 

𝑖 و 1:  التً ألحاقها على التوالً هً 𝑀 و 𝐷 و 𝐶 و 𝐵 و 𝐴نعتبر النقط  +   .𝑧 و 𝑖𝑐 و 𝑐 و 1

𝑖𝑐 :  بٌن التكافإ التالً  + 1 𝑧 +  𝑖𝑐 − 1 𝑧 = 2𝑖𝑐  ⟺    .𝐴  و 𝐷  و 𝑀 نقط مستقٌمٌة  

𝑖𝑐 :  بٌن التكافإ التالً  + 1 𝑧 −  𝑖𝑐 − 1 𝑧 = 0  ⟺    𝐴𝐷 ⊥  𝑂𝑀 .   

,  𝑢,    المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣   .  ًنعتبر فℂ المعادلة ذات المجهول 𝑧 التالٌة  : 
 𝐸  ∶   𝑖 𝑧2 +  2 − 𝑖 𝑎 𝑧 −  1 + 𝑖 𝑎2 = 0   ;    𝑎 𝜖 ℂ∗ 

∶ 𝐸 :   المعادلة التالٌة 2℞نعتبر فً  143𝑥 − 195𝑦 = 52   
 2℞ تقبل حلولا فً  𝐸 و استنتج أن المعادلة  . 143 و 195حدد القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 

  .2℞ فً  𝐸 أوجد الحل العام للمعادلة  .     حل خاص لـ  1−;1− علما أن   .

;   𝑘𝜖ℕ∀ :  بٌن أن  . 5 و أولً مع العدد ∗ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن    𝑛4𝑘 ≡ 1  5 .   
𝑥 عددٌن صحٌحٌن طبٌعٌٌن غٌر منعدمٌن بحٌث  𝑦 و 𝑥لٌكن  ≡      4 .   
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0,50ٌ  
 ة

3 

( ْ 5,5 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

( ْ 4,5 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ   

 . متصلة على ٌمٌن الصفر 𝑔بٌن أن الدالة 

= 𝑓𝑛 𝑥   :    بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝑓𝑛نعتبر الدالة  . ∗ℕ من 𝑛لٌكن  𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
  

,𝒪  فً المستوى المنسوب إلى م م م 𝑛  المنحنى الممثل للدالة  𝒞𝑛 لٌكن   𝑖 , 𝑗  .  

lim: أحسب النهاٌتٌن التالٌتٌن   𝑓𝑛 𝑥    و  lim  𝑓𝑛 𝑥    

   .∞−  بجوار   𝒞𝑛 أدرس الفرع اللانهائً للمنحنى  

∶  بٌن أن  𝑦 = 𝑥  مقارب مائل لـ   𝒞𝑛   بجوار  +∞ .  

  . 𝐷  و  𝒞𝑛 و حدد الوضع النسبً لـ 

 . ثم ضع جدول تغٌراتها 𝑓𝑛أدرس تغٌرات الدالة 

,𝒪   فً المعلم   𝒞3 أنشئ المنحنى   𝑖 , 𝑗   ) نؤخذ   :𝑓3 −0,6 ≈ ≈ 𝑓3 −1,5  و  0 0.   

𝑛بٌن أنه إذا كان   ≥   فإن  3
𝑒

𝑛
< ln𝑛.   

𝑛بٌن أنه إذا كان   ≥ = 𝑓𝑛 𝑥  فإن المعادلة  3 𝑦𝑛  تقبل بالضبط حلٌن 0   𝑥𝑛  و 

𝑥𝑛:  بحٌث  ≤ − ln 𝑛  و  
−𝑒

𝑛
≤ 𝑦𝑛 ≤ 0.   

lim:أحسب النهاٌتٌن    𝑦𝑛    و   lim   𝑥𝑛    

;0  الدالة المعرفة على 𝑔لتكن    :    بما ٌلً  ∞+
𝑔 𝑥 = −1 − 𝑥 ln 𝑥   ;   ∀𝑥 > 0

𝑔 0 = −1                                    
    

𝑛∀ :  تحقق أن  ≥ 3   ;   𝑔  
−1

𝑥𝑛
 =

ln 𝑛

𝑥𝑛
   

lim:استنتج النهاٌة التالٌة    
ln 𝑛

𝑥𝑛
     

  :     بما ٌلً  0,1  المعرفة على 𝐹نعتبر الدالة 
𝐹 𝑥 =

1

𝑥
−

ln 1+2𝑥 

2𝑥2
  ;   ∀ 𝑥 𝜖  0,1 

𝐹 0 = 1                                             

  

,0  من 𝑡بٌن أنه مهما ٌكن  .  0,1  عنصرا من 𝑥لٌكن  𝑥  لدٌنا   :
1

1+2𝑥
≤

1

1+2𝑡
≤ 1 

= 𝐹 𝑥:  بٌن أن  .  0,1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن 
2

𝑥2
 ∫  

𝑡

1+2𝑡
 

𝑥

0
𝑑𝑡   

:  بٌن أن 
1

1+2𝑥
≤ 𝐹(𝑥) ≤  . متصلة على ٌمٌن الصفر 𝐹ثم استنتج أن الدالة   . 1

;   𝑥 𝜖  0,1 ∀:  بٌن أن    ∫  
2𝑡

1+2𝑡
 

𝑥

0
𝑑𝑡 =

𝑥2

1+2𝑥
+ 2 ∫  

𝑡

1+2𝑡
 

2𝑥

0
𝑑𝑡   

= 𝐹′ 𝑥:  بٌن أن  .  0,1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن 
−4

𝑥3
 ∫  

𝑡

1+2𝑡
 

2𝑥

0
𝑑𝑡   

;   𝑥 𝜖  0,1 ∀:  بٌن أن    
−4

3
≤ 𝐹′(𝑥) ≤

−4

3 1+2𝑥 2
   

;   𝑥 𝜖  0,1 ∀:  بٌن أن    
−4

3
≤

𝐹 𝑥 −𝐹(0)

𝑥
≤

−4

3 1+2𝑥 2
   

  .0 قابلة للاشتقاق على ٌمٌن الصفر و حدد العدد المشتق على الٌمٌن فً 𝐹استنتج أن الدالة 

 ص

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑛𝑥 ≡ 𝑛𝑦   5 .   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  استنتج أن    𝑛𝑥 ≡ 𝑛𝑦   10 .   

,     عددٌن صحٌحٌن طبٌعٌٌن غٌر منعدمٌن بحٌث ٌكون 𝑦 و 𝑥لٌكن  𝑦  حلا للمعادلة  𝐸 .  

  0,25ٌ . لهما نفس رقم الوحدات فً نظمة العد العشري 𝑛𝑦 و 𝑛𝑥 ، العددان ∗ℕ من 𝑛بٌن أنه مهما ٌكن 
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

 الجزءان الأول و الثانً مستقلان

𝐼 من المجال  𝑏 و 𝑎لكل  =  1; 𝑎:    ، نضع  ∞+ ⊥ 𝑏 =   𝑎 +  𝑏 − 1 
2

.   

  .𝐼 قانون تركٌب داخلً فً ⊥بٌن أن 

  .𝐼 تبادلً و تجمٌعً فً ⊥بٌن أن القانون 

 . وجب تحدٌده 𝐼 ٌقبل عنصرا محاٌدا فً ⊥بٌن أن القانون 

, ℳ2 ℝ نذكر أن    .  حلقة واحدٌة  ×,+

𝐸بٌن أن  =    𝑥 =  2 𝑥 − 1 
0 1

   ;   𝑥 𝜖 ℝ∗   جزء مستقر من  ℳ2 ℝ ,×  

= 𝜑 𝑥:   بما ٌلً  ×,𝐸  نحو  ×,∗ℝ  المعرف من 𝜑نعتبر التطبٌق  . 𝑀 𝑥    

   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل تقابلً من  𝜑بٌن أن التطبٌق 

   . ×,𝐸 استنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة  

𝐻بٌن أن المجموعة   =    2𝑛 2𝑛+1 − 2
0 1

   ;   𝑛 𝜖 ℞    زمرة جزئٌة من   𝐸,× .   

 :بٌن أن 
𝑝−𝑎

𝑞−𝑏
 =  

𝜔−𝑎

𝜔−𝑏
  𝑒

4𝑖𝜋

3     

 :  نفترض أن 
𝜔−𝑎

𝜔−𝑏
 = 𝑒

2𝑖𝜋

 . متوازي أضلاع 𝐴𝑃𝑄𝐵بٌن أن الرباعً   . 3

 .الجزءان الأول و الثانً مستقلان 
,  𝑢,    المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣  .  

∶  𝐸 :   المعادلة التالٌة ℂنعتبر فً المجموعة    𝑧2 − 4  1 +
2

3
𝑖 𝑧 +

5

3
+ 4𝑖 = 0   

𝑧1تحقق أن العدد العقدي   = 1 +
2

3
𝑖 حل للمعادلة   𝐸 .  

𝑧2 هو    بٌن أن الحل الثانً للمعادلة  = 3 1.   

  .𝜔 و 𝑏 و 𝑎:  مختلفة مثنى مثنى ألحاقها على التوالً Ω و 𝐵 و 𝐴نعتبر ثلاث نقط 

 و زاوٌته Ω الدوران الذي مركزه 𝑟لٌكن 
π

3
𝑃:  نضع  .   = 𝑟(𝐴)  و  𝐵 = 𝑟 𝑄 .   

  .𝑄 لحق النقطة 𝑞 و العدد العقدي 𝑃 لحق النقطة 𝑝لٌكن العدد العقدي 

𝑝:  بٌن أن  = 𝜔 + 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑎 − 𝜔   و  𝑞 = 𝜔 + 𝑒
−𝑖𝜋

3  𝑏 − 𝜔 .   

 :بٌن أن 
1−𝑒

𝑖𝜋
3

1−𝑒
−𝑖𝜋

3

 = 𝑒
4𝑖𝜋

3     

arg:  بٌن أن   
𝑏−𝑎

𝑝−𝑎
 ≡

𝜋

2
  2𝜋  .   ًو استنتج أن الرباع𝐴𝑃𝑄𝐵 مستطٌل . 
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( ْ 3,0 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

( ْ 7,5 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

( ْ 2,5 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ   
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 ة

 ج

 د

1 

 أ 2
 ة
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𝑥 → −∞ 𝑥 → +∞ 

 . عدد أولً 503تحقق أن العدد 

7502:  بٌن أن  ≡ 72008:  ثم استنتج أن   .  503  1 ≡ 1  503 .   

∶ 𝐸 :   المعادلة التالٌة 2℞نعتبر فً  49𝑥 − 6𝑦 = 1.   

 . مبرزا مراحل الحل  𝐸  المعادلة 2℞ ، حل فً  𝐸  حل خاص للمعادلة  1,8 علما أن 

𝑁:  نضع  = 1 + 7 + 72 + ⋯+ 72007.   

72006 بٌن أن الزوج   ,𝑁  حل للمعادلة   𝐸 .  

  .2012 ٌقبل القسمة على العدد  𝑁 استنتج أن

𝑁بٌن أن   ≡ 𝑁  و   4  0 ≡ 0  503 .   

   . 𝐹 1أحسب  

;0  قابلة للاشتقاق على 𝐹بٌن أن الدالة  ;0  من 𝑥  لكل 𝐹′(𝑥)و احسب    .  ∞+ +∞ .  

𝑥∀  :  استنتج أن  > 0    ;   𝐹 𝑥 = 0.   

 ∀𝑥 > 0   ;   𝐹 𝑥 =  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
  ln 𝑥 −  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 ∶   بٌن أن 

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 =

𝜋

2
− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥   ∶   بٌن أن  

 ∀ 𝑥 > 0   ;  ln 𝑥 =
2

𝜋
 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡  ∶   بٌن أن  

𝐹 𝑥 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡  ∶ ;0   بما ٌلً     نعتبر الدالة العددٌة 𝐹 المعرفة على  ∞+

> 𝑒 علما أن   lim:     ، أحسب النهاٌة 0,6   𝑢𝑛    

;0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال 𝑔لتكن  = 𝑔 𝑥:   بما ٌلً  ∞+ ln 1 + 𝑥 −
𝑥

1+𝑥
   

;0  على المجال  𝑔أدرس تغٌرات الدالة  +∞ .   

;0  على المجال  𝑔 𝑥استنتج إشارة  +∞ .  

= 𝑓 𝑥:   بما ٌلً ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝑓لتكن  𝑒𝑥 ln 1 + 𝑒−𝑥 .   
lim:بٌن أن   𝑓(𝑥) = lim  و   0  𝑓(𝑥) = 1    

𝑓:   لدٌنا 𝑥بٌن أنه لكل عدد حقٌقً  ′ 𝑥 = 𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥 .   

  .𝑓ضع جدول تغٌرات الدالة 

,𝒪  فً نفس المعلم 𝑓− و 𝑓 المنحنٌٌن الممثلٌن على التوالً للدالتٌن  ′𝒞  و  𝒞 أنشئ  𝑖 , 𝑗  .  

  . 𝒞  قٌمة مقربة لأفصول نقطة الإنعطاف الوحٌدة للمنحنى 0,7−نقبل أن 
;   𝑥 𝜖  −1,0 ∀:  بٌن أن    0 < 𝑓 ′ 𝑥 < 𝑔(𝑒).   

+ 𝑥 بٌن أن المعادلة   𝑥 = 1−و أن   . ℝ فً 𝛼  تقبل حلا وحٌدا 0 < 𝛼 < 0.   

  :    المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ نعتبر المتتالٌة العددٌة  
𝑢𝑛+1 = −𝑓 𝑢𝑛   ;   ∀𝑛𝜖ℕ
𝑢0 = 0                                 

    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    −1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 0.   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن     𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑔 𝑒  𝑢𝑛 − 𝛼 . 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  استنتج أن     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔 𝑒  
𝑛

.   

𝑓 

𝑔 
𝑛∞ 
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 الإمتحــــــاٌ الوطني الموحد 
 لييل ظهادة البكالوريـــــــــــــا

 2013الدورة العــــــــــــادية  
 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مــــادة الريــــــــــــــاضيات
 العلوو الرياضـــــــــــية أ و ب

 أربع شاعـــــــات: مدة الإنجاز 
 9: المعــــــــــــــــــــــــــــــامل 
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, ℞ َزكش أٌ   . زهمخ ٔازذٚخ رجبدنٛخ ٔ كبيهخ  ×, +

( ْ 3,5 ): اٌخّشٌٓ الأٚي   

 

;  𝑥,𝑦 𝜖℞2 ∀:   انًؼشف ثًب ٚهٙ ∗ ثمبٌَٕ انزشكٛت انذاخهٙ ℞َضٔد    𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 2 

 . رجبدنٙ ٔ ردًٛؼٙ ∗ثٍٛ أٌ انمبٌَٕ 

 . رمجم ػُصشا يسبٚذا ٚزى رسذٚذِ  ∗, ℞ : ثٍٛ أٌ 

 . صيشح رجبدنٛخ  ∗, ℞ : ثٍٛ أٌ 

; 𝑥,𝑦 𝜖℞2 ∀:  انًؼشف ثـ ⊺ ثمبٌَٕ انزشكٛت انذاخهٙ ℞َضٔد   𝑥 ⊺ 𝑦 = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6 

;   ℞𝑥𝜖∀ :     انًؼشف ثًب ٚهٙ ℞ َسٕ ℞ يٍ 𝑓ٔ َؼزجش انزطجٛك    𝑓 𝑥 = 𝑥 + 2 

  . ⊺, ℞  َسٕ  ×, ℞  رشبكم رمبثهٙ يٍ 𝑓ثٍٛ أٌ انزطجٛك 

,𝑥  ∀:    ثٍٛ أٌ  𝑦, 𝑧  𝜖 ℞3  ;    𝑥 ∗ 𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ⊺ 𝑧 ∗  𝑦 ⊺ 𝑧  

 . زهمخ رجبدنٛخ ٔ ٔازذٚخ  ⊺, ∗, ℞ : إسزُزح يٍ كم يب سجك أٌ 

𝑥   :ثٍٛ أٌ  ⊺ 𝑦 = 𝑥   إرا ٔفمظ إرا كبٌ    2 = 𝑦  أٔ  2 = 2.   

 . كبيهخ  ⊺, ∗, ℞ اسزُزح أٌ انسهمخ 

 (ػهم اندٕاة  ) خسى ؟  ⊺, ∗, ℞ ْم 

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

 . ػذدا ػمذٚب غٛش يُؼذو 𝑎نٛكٍ 

  :  𝑧 انًؼبدنخ راد انًدٕٓل ℂَؼزجش فٙ انًدًٕػخ 

1− :   ْٕ   رسمك أٌ يًٛض انًؼبدنخ  + 𝑖 3 
2
𝑎2.   

  . 𝐸  انًؼبدنخ ℂزم فٙ 

,  𝑂,𝑢 انًسزٕٖ انؼمذ٘ يُسٕة إنٗ يؼهى يزؼبيذ يًُظى  𝑣    

𝑎  ٔ  𝑏:   انزٙ أنسبلٓب ػهٗ انزٕانٙ 𝐴 ٔ 𝐵 ٔ 𝑀َؼزجش انُمظ  = 𝑎𝑒
𝑖𝜋

3  ٔ  𝑧.   

 ٔ صأٚزّ 𝑀 انذٔساٌ انز٘ يشكضِ 𝑟نٛكٍ 
𝜋

3
𝐴1:  َضغ  .  = 𝑟−1 𝐴   ٔ  𝐵1 = 𝑟 𝐵    

 ( 𝑟 ْٕ انذٔساٌ انؼكسٙ نهذٔساٌ 1−زٛث  )

 . ػهٗ انزٕانٙ 𝐴1 ٔ 𝐵1 نسمٙ 𝑎1 ٔ 𝑏1نٛكٍ 

 . يزسبٔ٘ الأضلاع 𝑂𝐴𝐵رسمك أٌ انًثهث 

𝑎1:  ثٍٛ أٌ  =  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧  ٔ  𝑏1 =  

−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧   

 .  يزٕاص٘ أضلاع 𝑂𝐴1𝑀𝐵1ثٍٛ أٌ انشثبػٙ  

 𝐸 ∶ 2𝑧2 −  3 + 𝑖 3 𝑎𝑧 +  1 + 𝑖 3 𝑎2 = 0 
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0,75ٌ  

( ْ 3) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

3 

 . يزذأسح 𝑀 ٔ 𝑂 ٔ 𝐴 ٔ 𝐵 يسزمًٛٛخ إرا ٔ فمظ إرا كبَذ انُمظ 𝑀 ٔ 𝐴1 ٔ 𝐵1ثٍٛ أٌ انُمظ 

( ْ 10 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

𝑥∀ :    ثٍٛ أٌ  > 1   ;    𝑥 −  𝑥  𝑥 ≤ 𝑔 𝑥 − ln 2 ≤  𝑥 −  𝑥   𝑥  

𝑥∀  :    رسمك أٌ  > 1   ;    
1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 = ln 2 

𝑥∀  :    رسمك أٌ  > 1   ;   𝑔 𝑥 − ln 2 =  
 𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

𝑥∀  :    ثٍٛ أٌ  > 1   ;   𝑔 𝑥 − ln 2 =   
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 

0,50ٌ  

 

  
𝑔 𝑥 =  

1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡  ;    ∀𝑥 > 1 

𝑔 1 = ln 2                                           

  

  
 𝑥 =

𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
  ;    ∀𝑥 > 1 

 1 = 1                                 

;1  انًؼشفخ ػهٗ انًدبل َؼزجش انذانخ     : ثًب ٚهٙ  ∞+

  .1 يزصهخ ػهٗ انًٍٛٛ فٙ ثٍٛ أٌ انذانخ 

𝑥∀ : ثٍٛ أٌ  > 1  ; ln 𝑥 < 𝑥 − ;1  رُبلصٛخ لطؼب ػهٗ انًدبل  ثى اسزُزح أٌ 1 +∞ .  

𝑥∀ :  اسزُزح أٌ  ≥ 1   ;   0 < (𝑥) ≤ 1.   

.  lim  ثى ضغ خذٔل رغٛشاد انذانخ                 أزست   
𝑥→+∞

 𝑥  
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 الثاني الجزء

 الأول الجزء

II 

II 3 

1 

1 

1 

1 
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2 

1 

1 

 𝑔   انًُسُٗ انًًثم نهذانخ     ٔ نٛكٍ   

,𝑂 فٙ يؼهى يزؼبيذ يًُظى   𝑖 , 𝑗  .   

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 

;1  انًؼشفخ ػهٗ انًدبل 𝑔َؼزجش انذانخ انؼذدٚخ   : ثًب ٚهٙ  ∞+

𝑀 ≠ 𝐵  و  𝑀 ≠ 𝐴 ٌثٍٛ أٌ                               َفزشض أ       : 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
= − 

𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
 ×

𝑎

𝑏
 

                1 الأكجش لطؼب يٍ 𝑛انٓذف يٍ انزًشٍٚ ْٕ انجسث ػٍ الأػذاد انصسٛسخ انطجٛؼٛخ 

∶ ℜ :     انزبنٛخ  ℜ ٔ انزٙ رسمك انخبصٛخ   3𝑛 − 2𝑛 ≡ 0  𝑛 .   

  .𝑛 أصغش لبسى أٔنٙ يٕخت نهؼذد 𝑝ٔ نٛكٍ  .  ℜ  ٚسمك انخبصٛخ 𝑛َفزشض أٌ 

3𝑛:  ثٍٛ أٌ  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝    ٌثى اسزُزح أ    𝑝 ≥ 5.  

2𝑝−1:  ثٍٛ أٌ  ≡ 1 𝑝   ٔ  3𝑝−1 ≡ 1 𝑝 .   

𝑎𝑛:  ثسٛث                        ثٍٛ أَّ ٕٚخذ صٔج   − 𝑏 𝑝 − 1 = 1.   

𝑝  ػهٗ 𝑎 ثبلٙ ٔ خبسج انمسًخ الألهٛذٚخ نهؼذد 𝑟 ٔ 𝑞نٛكٍ  − 1 .  

𝑟𝑛:   ثسٛث 𝑘ثٍٛ أَّ ٕٚخذ ػذد صسٛر طجٛؼٙ غٛش يُؼذو  = 1 + 𝑘 𝑝 − 1 .   

  . ℜ  ٔ ٚسمك انخبصٛخ 1 أكجش لطؼب يٍ 𝑛إسزُزح يٍ كم يب سجك أَّ لا ٕٚخذ ػذد صسٛر طجٛؼٙ 

,𝑎   من  2℞ 𝑏  

  𝑞𝜖℞  0  و ≤ 𝑟 < 𝑝 − 1 ∶ 𝑎   حٌث   = 𝑞 𝑝 − 1 + 𝑟 ∶   ٌعنً  
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  .1 لبثهخ نلإشزمبق ػهٗ انًٍٛٛ فٙ 𝑔اسزُزح أٌ انذانخ 

;1  لبثهخ نلإشزمبق ػهٗ انًدبل 𝑔ثٍٛ أٌ  𝑥∀ : ٔ أٌ  .  ∞+ > 1  ;  𝑔′ 𝑥 =
1

2
  𝑥    

𝑥∀ :  اسزُزح أٌ  ≥ 1   ;   0 < 𝑔′ 𝑥 ≤
1

2
  .𝑔  ثى ضغ خذٔل رغٛشاد انذانخ 

𝑘:  ثٍٛ أٌ انذانخ  ∶ 𝑥 ⟼ 𝑔 𝑥 − 𝑥 + ;1   رمبثم يٍ 1 ;∞−   َسٕ   ∞+ ln 2 .  

;1  يٍ انًدبل 𝛼اسزُزح أَّ ٕٚخذ ػذد زمٛمٙ ٔزٛذ  1:  ثسٛث      ∞+ + 𝑔 𝛼 = 𝛼.   

𝑛∀ :   ثٍٛ أٌ  ≥ 0   ;   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼  

 .  رضاٚذٚخ لطؼب 𝑢𝑛 𝑛≥0 ثٍٛ أٌ انًززبنٛخ  

lim :    اسزُزح يشح ثبَٛخ أٌ 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

𝑛∀  :    ثٍٛ أٌ  ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

  𝑢0 − 𝛼  

𝑛∀  :    ثٍٛ أٌ  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
  𝑢𝑛 − 𝛼  

lim :    ٔ أٌ .    يزمبسثخ 𝑢𝑛 𝑛≥0 اسزُزح أٌ انًززبنٛخ  
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

   .     أَشئ انًُسُٗ   
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 

lim :          ٔ أٌ                           :  ثٍٛ أٌ 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)

𝑥
= 0 0,75ٌ  

0,75ٌ  

0,50ٌ  

 0,50ٌ  
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0,50ٌ  
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   :      انًؼشفخ ثًب ٚهٙ 𝑢𝑛 𝑛≥0 َؼزجش انًززبنٛخ انؼذدٚخ  
𝑢𝑛+1 = 1 + 𝑔 𝑢𝑛   ;    ∀𝑛 ≥ 0 

1 ≤ 𝑢0 < 𝛼                                    
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( ْ 3,5 ): اٌخّشٌٓ الأٚي   
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( ْ 3) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

 

 . مستقلان فٌما بٌنهما 𝐼𝐼 و 𝐼الجزءان  

 . كرات سوداء لا ٌمكن التمٌٌز بٌنها باللمس 4 كرات حمراء و 3ٌحتوي صندوق على 

 الذي 𝑋 كرات من الصندوق و نعتبر المتغٌر العشوائً 4نسحب عشوائٌا بالتتابع و بإحلال 

 .ٌساوي عدد الكرات السوداء المسحوبة من الصندوق 

  .𝑋حدد قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

  .𝑋 الأمل الرٌاضً للمتغٌر العشوائً  𝐸 𝑋أحسب 

 :ننجز التجربة العشوائٌة التالٌة فً ثلاث مراحل كالآتً 

 .نسحب كرة من الصندوق ، نسجل لونها و نعٌدها إلى الصندوق  : المرحلة الأولى

 . كرات لها نفس لون الكرة المسحوبة فً المرحلة الأولى 5نضٌف إلى الصندوق  : المرحلة الثانٌة

  كرات من الصندوق الذي أصبح ٌحتوي على3نسحب بالتتابع و بدون إحلال  : المرحلة الثالثة

 . كرة بعد المرحلة الثانٌة 12                       

𝐺 من المجال  𝑦 و 𝑥لكل  = 𝑥 :  نضع  1,2  ∗ 𝑦 =
2 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
 

     (        ℝ , +,∙) M3         فضاء متجهً حقٌقً و نضع                 و أن    :𝐴 =  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 .    

𝐴3:  تحقق أن  = 𝒪 ثم استنتج أن  𝐴      قاسم للصفر فً الحلقة  

𝐴2 :    تحقق أن  − 𝐴 + 𝐼  𝐴 + 𝐼 = 𝐼.   

,𝑀 𝑎:    نضع ℝ من 𝑏 و 𝑎لكل  𝑏 = 𝑎 ∙ 𝐼 + 𝑏 ∙ 𝐴 .                                  

𝐸:   و نعتبر المجموعة  =    𝑀 𝑎, 𝑏    /    𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ2     

,𝐸 بٌن أن   . فضاء متجهً حقٌقً و حدد أساسا له  ∙,+

𝐴 ثم استنتج أن المصفوفة   + 𝐼   ًٌتم تحدٌده                          تقبل مقلوبا ف  .     (        ℝ , +,×) M3  

  .𝐺 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗بٌن أن 

+ℝ نذكر أن  
∗    زمرة تبادلٌة  ×,

+ℝ  تشاكل تقابلً من 𝑓بٌن أن 
∗   . ∗,𝐺  نحو  ×,

 .  زمرة تبادلٌة و حدد عنصرها المحاٌد  ∗,𝐺 استنتج أن  

𝑓 𝑥 =
𝑥 + 2

𝑥 + 1
+ℝ المعرف من 𝑓و نعتبر التطبٌق  

 : بما ٌلً 𝐺 نحو ∗

 

0,50ٌ  

 

 

0,75ٌ  

0,50ٌ  

 
𝒪:   حلقة واحدٌة صفرها                     نذكر أن    =  

0 0 0
0 0 0
0 0 0

𝐼: و وحدتها     =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

         (        ℝ , +,×) M3   

0,50ٌ  
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(3,5ْ ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

( ْ 8,25 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

𝑝 𝐸:   بٌن أن  ∩ 𝑁 =
12

55
  

   𝑝 𝐸أحسب 

 . قد تحقق 𝐸 علما أن الحدث 𝑅أحسب احتمال الحدث 

  .1 عددا عقدٌا ٌخالف 𝑎لٌكن 

𝑎نؤخذ   = 𝑒𝑖𝜃  0  حٌث < 𝜃 < 𝜋.   

𝑎:   بٌن أن  − 1 = 2 sin  
𝜃

2
  𝑒

𝑖 
𝜃+𝜋

2
 

  

  .𝑧2 و 𝑧1استنتج الشكل المثلثً لكل من 

,  ℴ,𝑢 المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم   𝑣  .   

> ℜ   𝑎نفترض أن     . 𝐵′ 1 و  𝐶 𝑖 و  𝐵 −𝑖 و  𝐴 𝑎  و نعتبر النقط 0

  .𝑎 على التوالً بدلالة  𝐴𝐵  و  𝐴𝐶  منتصفً القطعتٌن 𝐾 و 𝐽حدد لحقً كل من 

 و قٌاس زاوٌته 𝐽 الدوران الذي مركزه 𝑟1لٌكن 
𝜋

2
 و قٌاس زاوٌته 𝐾 الدوران الذي مركزه 𝑟2و  .

𝜋

2
 

′𝐶:  نضع  = 𝑟1 𝐶   و  𝐴′ = 𝑟2 𝐴 .                                                                            

′𝑎:  بٌن أن  . ′𝐴 لحق ′𝑎 و ′𝐶 لحق ′𝑐و لٌكن  = 𝑧1  و  𝑐′ = 𝑧2.   

 أحسب  
𝑎 ′−𝑐 ′

𝑎−1
  .′𝐴′𝐵′𝐶 ارتفاع فً المثلث  ′𝐴𝐵   ثم استنتج أن المستقٌم  

,0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال 𝑓لتكن   :    بما ٌلً  ∞+
 
𝑓 𝑥 =

1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2

𝑓 0 = 1                        

  

lim  ثم أحسب    0 متصلة على الٌمٌن فً النقطة 𝑓بٌن أن الدالة 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

lim (                             ٌمكنك استعمال النتٌجة   ) 0 على الٌمٌن فً النقطة 𝑓أدرس قابلٌة اشتقاق 
𝑥→0+

𝑥 ln 𝑥 2 = 0 

,0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓بٌن أن الدالة   : و أن مشتقتها معرفة بـ  .  ∞+

 ∀𝑥 > 0   ;   𝑓 ′ 𝑥 =
−𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥 

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2

 

𝐸 .  𝑧2    هما حلً المعادلة                                                                             :    بٌن أن  =
 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
𝑧1   و    =

 𝑎 − 1  1 + 𝑖 

2
 

   = 𝐸 جمٌع الكرات المسحوبة فً المرحلة الثالثة سوداء    .  

 :نعتبر الأحداث التالٌة 

    = 𝑁 الكرة المسحوبة فً المرحلة الأولى سوداء    .  

    = 𝑅 الكرة المسحوبة فً المرحلة الأولى حمراء    .  

  .𝑓ضع جدول تغٌرات الدالة 
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 : التالٌة 𝑧 المعادلة ذات المجهول ℂنعتبر فً المجموعة 

 𝐸 ∶ 2 𝑧2 − 2 𝑎 − 1 𝑧 +  𝑎 − 1 2 = 0 

𝑒 
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𝑛∀    :تحقق أن  ≥ 1   ;   𝑣𝑛 = 𝑛2 ln arctan 𝑛  − ln arctan 𝑛 + 1     

𝑣𝑛  و                              :            نضع 𝑛لكل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  = ln 𝑢𝑛  𝑢𝑛 =  
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

𝑛2

 

 :       باستعمال مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة بٌن أن 

 ∀𝑛 ≥ 1  ,  ∃ 𝑐 𝜖   𝑛 ;𝑛 + 1      ;   𝑣𝑛 =
−𝑛2

 1 + 𝑐2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

𝑛∀  :   بٌن أن  ≥ 1   ;   
−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
< 𝑣𝑛 <

−𝑛2

 1 +  1 + 𝑛 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

lim :    أحسب النهاٌة 
𝑛∞

𝑢𝑛  

,0  من المجال 𝑥لكل  = 𝜑 𝑥:   نضع  ∞+ 𝑥 − 𝐹(𝑥).   

= 𝜑 𝑥 ، المعادلة  ℕ من 𝑛بٌن أنه لكل  𝑛 تقبل حلا وحٌدا  𝛼𝑛  0  فً المجال, +∞ .   

 (من أجل ذلك ٌمكن استعمال مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة  )

,0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال 𝐹لتكن  = 𝐹 𝑥 :     بما ٌلً  ∞+  𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 

,ℴ  فً معلم متعامد ممنظم  𝐹المنحنى الممثل للدالة           و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .    
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

,𝑒  على المجال                        حدد دالة أصلٌة للدالة +∞ .  𝑥 ⟼
1

𝑥 ln 𝑥
 

𝑡∀  :بٌن أن  ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 <  1 +  𝑡 ln 𝑡 2 <  2 𝑡 ln 𝑡 

lim :         و أن                                  :استنتج أن 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥)

𝑥
= 0 lim

𝑥→+∞
𝐹(𝑥) = +∞ 

  . ٌقبل نقطتً انعطاف المطلوب تحدٌد أفصول كل واحدة منهما            بٌن أن
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

≈ 𝐹 1نؤخذ من أجل ذلك   )              أنشئ  𝐹  و  0,5  
1

𝑒
 ≈ 0,4  )  

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

𝜑.  lim  ثم ادرس تغٌرات الدالة                                  :بٌن أن 
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) = +∞ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝛼𝑛 ≥ 𝑛    ثم أحسب   lim
𝑛∞

𝛼𝑛  

𝑛∀  :    بٌن أن  ≥ 1   ;   0 <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<
𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛) 

lim :     أحسب النهاٌة 
𝑛∞

 
𝛼𝑛
𝑛
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( ْ 1,75 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ   

𝑡∀  :بٌن أن  ≥ 𝑒   ;   
1

 2
ln ln 𝑥 <  

1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  
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( ْ 3,0 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

𝑎𝑛:   نضع ∗ℕ من 𝑛لكل  = 333⋯ 3     
𝑛  𝑓𝑜𝑖𝑠

1.   

,ℂ نذكر أن   , ℳ2 ℝ   جسم تبادلً و أن   ×,+   حلقة واحدٌة  ×,+

𝒪صفرها   =  
0 0
0 0

𝐼  و وحدتها    =  
1 0
0 1

 .   

,𝑀 𝑎:   نضع ℝ من 𝑏 و 𝑎لكل  𝑏 =  
𝑎 𝑎 − 𝑏
𝑏 𝑎 + 𝑏

          .  

𝐸:  و نعتبر المجموعة التالٌة  =   𝑀 𝑎, 𝑏   ;    𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ  .   

, ℳ2 ℝ  زمرة جزئٌة للزمرة  𝐸بٌن أن  + .   

𝐽2أحسب   = 𝐽 × 𝐽  حٌث  𝐽 =  
1 1
0 1

    ×, ℳ2 ℝ  جزء غٌر مستقر من  𝐸  ثم استنتج أن  

𝐴:   المعرف بما ٌلً ∗  قانون التركٌب الداخلً  ℳ2 ℝنعرف على   ∗ 𝐵 = 𝐴 × 𝑁 × 𝐵  

𝑁:  حٌث  =  
1 −1
0 1

  . ℳ2 ℝ مصفوفتٌن من 𝐵 و 𝐴  و حٌث   

 الذي ٌربط كل عدد عقدي غٌر  ℳ2 ℝ نحو ∗ℂالمعرف من 𝜑 و نعتبر التطبٌق 

𝑎 منعدم  + 𝑖𝑏   بالمصفوفة   𝑀 𝑎, 𝑏 حٌث   :𝑎 و 𝑏عددان حقٌقٌان  

   . ∗, ℳ2 ℝ   نحو   ×,∗ℂ  تشاكل من  𝜑بٌن أن 

∗𝐸نضع   = 𝐸 −  𝒪  .   بٌن أن  :𝜑 ℂ∗ = 𝐸∗.   

 .  زمرة تبادلٌة  ∗,∗𝐸 بٌن أن  

;  𝐴,𝐵,𝐶  𝜖 𝐸2  ∀:  بٌن أن    𝐴 ∗  𝐵 + 𝐶 = 𝐴 ∗ 𝐵 + 𝐴 ∗ 𝐶.   

,𝐸 استنتج مما سبق أن    .  جسم تبادلً  ∗,+

∶ 𝐸  :     التالٌة 𝑧 المعادلة ذات المجهول ℂنعتبر فً المجموعة    𝑧2 −  2 𝑒𝑖𝜃  𝑧 + 𝑒2𝑖𝜃 = 0 

,  𝑢,    المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣  .  

,𝜃 𝜖  0:   عددا حقٌقٌا بحٌث 𝜃لٌكن 
𝜋

2
 \  

𝜋

4
    

=∆ هو    تحقق أن ممٌز المعادلة    2 𝑖 𝑒𝑖𝜃  
2

.   

  .ℂ فً المجموعة  𝐸  حلً المعادلة 𝑧1 و 𝑧2أكتب على الشكل المثلثً 

𝑒  و  1− و 1:  التً ألحاقها على التوالً هً 𝐴 و 𝑇2 و 𝑇1 و 𝐽 و 𝐼نعتبر النقط 
𝑖 𝜃+

𝜋

4
 

 

𝑒و  
𝑖 𝜃−

𝜋

4
 

  2𝑒𝑖𝜃   و  

 . أولٌان 𝑎1 و 𝑎2تحقق أن العددٌن 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    3 𝑎𝑛 + 7 = 10𝑛+1.   

;   𝑘𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    1030𝑘+2 ≡ 7  31 .   

;   𝑘𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    3 𝑎30𝑘+1 ≡    .𝑎30𝑘+1 ٌقسم  31ثم استنتج أن العدد   .  31  0

𝑛 ، إذا كان  ∗ℕ من 𝑛بٌن أنه لكل  ≡ 𝑎𝑛𝑥  فإن المعادلة   30  1 + 31𝑦 = 1  

   .2℞لا تقبل حلولا فً  
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0,50ٌ  

I 

 د

2 

( ْ 8,0 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 

0,50ٌ  

 
0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 

 

0,50ٌ  

0,25ٌ  

 0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

1,00ٌ  

1,00ٌ  

0,50ٌ  
0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 

,0  المعرفة على المجال 𝑓نعتبر الدالة    :   بما ٌلً  ∞+
𝑓 𝑥 =

−𝑥 ln 𝑥

1+𝑥2
  ;   ∀𝑥 > 0

𝑓 0 = 0                            
  

;0  متصلة على المجال 𝑓بٌن أن الدالة   .و متصلة على ٌمٌن الصفر  .  ∞+

,0  متصلة المجال 𝑓فٌما ٌلً نقبل أن  +∞ .  

,0  على المجال 𝑓(𝑥)أدرس إشارة  +∞ .  

+𝑥𝜖ℝ∀ :  بٌن أن 
∗    ;   𝑓  

1

𝑥
 = −𝑓 𝑥 .   

,0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓بٌن أن الدالة  +∞ .  

𝑓 بحٌث   0,1  من 𝛼بٌن أنه ٌوجد  ′ 𝛼 = 0.   

𝑓:  استنتج أن  ′  
1

𝛼
 = 0.   

;0  المعرفة على المجال 𝐹نعتبر الدالة العددٌة  = 𝐹 𝑥:   بما ٌلً  ∞+ ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

0
𝑑𝑡   

,𝒪  فً م م م 𝐹 المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .  

;𝑡 𝜖  1 ∀:  تحقق أن   +∞   ;   
1

2
≤

𝑡2

1+𝑡2
≤ 1.   

𝑥∀:  بٌن أن  ≥ 1  ;   𝐹 1 −
1

2
 ln 𝑥 2 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝐹 1 −

1

4
 ln 𝑥 2   

= 𝐹 𝑥:  لاحظ أن  ) ∫ 𝑓(𝑡)
1

0
𝑑𝑡 − ∫  

𝑡2

1+𝑡2
 

𝑥

1

ln 𝑡

𝑡
𝑑𝑡  ) 

limأحسب النهاٌتٌن    
𝐹 𝑥 

𝑥
lim   و     𝐹 𝑥  ثم اعط تؤوٌلا هندسٌا للنتائج المحصل علٌها  . 

,0  قابلة للاشتقاق على  𝐹بٌن أن الدالة  ,0  من 𝑥 لكل 𝐹′(𝑥)  ثم احسب  ∞+ +∞ .  

,0  على المجال 𝐹أدرس تغٌرات الدالة  +∞ .  

𝑡 ∀ :   بٌن أن   > 0    ;   −𝑡 ln 𝑡 ≤
1

𝑒
   

𝑡 ∀ :  بٌن أن  ≥ 0   ;  𝑓(𝑡) ≤
1

𝑒
   

𝑥 ∀ :  استنتج أن  > 0   ;  𝐹(𝑥) < 𝑥.   

 . متعامدان  𝑇1𝑇2  و  𝒪𝐴 بٌن أن المستقٌمٌن 

 . نقط مستقٌمٌة 𝐴 و 𝑘 و 𝒪بٌن أن  .  𝑇1𝑇2  منتصف القطعة 𝑘لٌكن 

𝑇1  هو واسط القطعة    استنتج أن المستقٌم  2 .   

 و قٌاس زاوٌته 𝑇1 الدوران الذي مركزه 𝑟لٌكن 
𝜋

2
  .𝑟اعط الصٌغة العقدٌة للدوران   .

𝑏  هو  𝑟 بالدوران  𝐼 صورة النقطة 𝐵تحقق أن لحق النقطة  =  2 𝑒𝑖𝜃 + 𝑖.  

  . 𝐵𝐶  هً منتصف القطعة 𝐴بٌن أن النقطة 
  .  𝑣−  بالازاحة التً متجهتها 𝐴 صورة النقطة 𝐶حدد لحق النقطة 

 . متعامدان  𝐴𝐵  و  𝐼𝐽 بٌن أن المستقٌمٌن 

0,25ٌ  

 

 

0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

  :   المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ نعتبر المتتالٌة العددٌة  
𝑢𝑛+1 = 𝐹 𝑢𝑛   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

𝑢0 𝜖  0,1                          
  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑢𝑛  𝜖  0,1 .   

 .  تناقصٌة قطعا ثم استنتج أنها متقاربة 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ بٌن أن المتتالٌة  

lim:حدد النهاٌة التالٌة    𝑢𝑛    

,0  المعرفة على المجال  𝑔نعتبر الدالة    :    بما ٌلً  ∞+
𝑔 𝑥 =

1

𝑥2
 𝑒
− 

1

𝑥
 
  ;   ∀ 𝑥 > 0

𝑔 0 = 0                              

    

,0  متصلة على المجال 𝑔بٌن أن الدالة  +∞ .  

 . متصلة على ٌمٌن الصفر 𝑔بٌن أن الدالة 

 . غٌر متصلة فً الصفر 𝑔بٌن أن الدالة 

( ْ 2,0 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ   

 ة
 أ

 ج

 أ 3
 ة
 ج
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𝑇 𝑂𝐴 

𝑥 → +∞ 𝑥 → +∞ 
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0,25ٌ  

 
lim:أحسب النهاٌة التالٌة   𝐿 𝑥    

,0  متصلة على المجال 𝑔نقبل فً هذا السإال أن  +∞ .  

 .  متقاربة و حدد نهاٌتها 𝑆𝑛 𝑛≥1 استنتج أن المتتالٌة  

 :      نضع 1 أكبر أو ٌساوي 𝑛و لكل عدد صحٌح طبٌعً 

𝑆𝑛 = 𝑛   
1

1
 

2

𝑒−𝑛 +  
1

2
 

2

𝑒−
𝑛
2 +  

1

3
 

2

𝑒−
𝑛
3 + ⋯+  

1

𝑛 − 1
 

2

𝑒
− 

𝑛
𝑛−1

 
  

 ∀ 𝑛 ≥ 1   ;   𝑆𝑛 =
1

𝑛
 𝑔 

𝑘

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=0

   ∶  بٌن أن   

,0  متصلة على المجال 𝐿بٌن أن الدالة  +∞ .  
0,25ٌ  

 

0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 

,0  من المجال  𝑥لكل عدد حقٌقً  = 𝐿 𝑥:    نضع  ∞+ ∫ 𝑔(𝑡)
𝑥

0
𝑑𝑡.   

,0  من المجال  𝑥  لكل  𝐿 𝑥أحسب   +∞ .   0,25ٌ  

 

 أ 2
 ة
 ج
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𝑥 → 0+ 
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 الامتحـــــــاٌ الوطني الموحد 
 لييل ظهادة البكالوريـــــــــــــا

 2014الدورة الإشتدراكيــــة  
 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي
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   051:الصفحة -     2014 نسخة  –  http://www.professeurbadr.blogspot.com -  بدر الدين الفاتحي  الأستاذ   اقتراح الأجوبة من

( ْ 2,0 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 1,0 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,75 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

( ْ 7,25 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

.  على كرة سوداء و كرتٌن بٌضاوٌن 𝑊ٌحتوي الصندوق  . 𝑊 و 𝑉 و 𝑈نعتبر ثلاثة صنادٌق 

 . على كرتٌن سوداوٌن و كرتٌن بٌضاوٌن𝑉 و 𝑈و ٌحتوي كل صندوق من الصندوقٌن 

 ، إذا كانت هذه الكرة بٌضاء 𝑊نسحب كرة من الصندوق : " ننجز التجربة العشوائٌة التالٌة 

أما إذا كانت هذه الكرة سوداء فنضعها فً .  ثم نسحب منه تآنٌا كرتٌن 𝑈نضعها فً الصندوق 

 . ثم نسحب منه تآنٌا كرتٌن 𝑉الصندوق 

  ؟ 𝑈ما هو احتمال أن ٌتم السحب من الصندوق 

 ما هو احتمال الحصول على كرتٌن بٌضاوٌن فً نهاٌة التجربة ؟

 . المتغٌر العشوائً الذي ٌساوي عدد الكرات البٌضاء المحصل علٌها فً نهاٌة التجربة 𝑋لٌكن 

  .𝑋حدد قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

𝑏𝑛نضع  .  عددا طبٌعٌا غٌر منعدم 𝑛لٌكن  = 2 ∙ 10𝑛 + 𝑐𝑛  و  1 = 2 ∙ 10𝑛 − 1.   

𝑏𝑛:  بٌن أن  ∧ 𝑐𝑛 = 𝑐𝑛 ∧   أولٌان فٌما بٌنهما 𝑐𝑛 و 𝑏𝑛  ثم استنتج أن 2

𝑥𝑛 أوجد زوجاً   ,𝑦𝑛  ٌحقق  2℞  من 𝑏𝑛𝑥𝑛 + 𝑐𝑛𝑦𝑛 = 1.   

∗𝐽:  حٌث   .  ⊥,∗𝐽   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل من  𝑓بٌن أن  = 𝐽 −  0 .   

𝐽نضع   =  −1; 1 .   

𝑎:    نضع  𝐽 من المجال 𝑏 و 𝑎لكل عنصرٌن  ∗ 𝑏 =
𝑎+𝑏

1+𝑎𝑏
   

,𝑎  ∀:  تحقق أن  𝑏  𝜖 𝐽2  ;   1 + 𝑎𝑏 >   .𝐽 قانون تركٌب داخلً فً ∗ثم استنتج أن   . 0

 . تبادلً و تجمٌعً ∗بٌن أن القانون 

 .  تقبل عنصرا محاٌدا وجب تحدٌده  ∗,𝐽 بٌن أن المجموعة  

 .  زمرة تبادلٌة  ∗,𝐽 بٌن أن  

= 𝑓 𝑥:    بما ٌلً  ℝ المعرف على 𝑓نعتبر التطبٌق 
𝑒𝑥−1

𝑒𝑥+1
   

  .𝐽 نحو ℝ تقابل من 𝑓بٌن أن الدالة 

 ( غٌر مطلوب 𝑔تحدٌد  ) 𝑓 التقابل العكسً للتطبٌق 𝑔لٌكن 
𝑥:   نضع 𝐽 من 𝑦 و 𝑥لكل  ⊥ 𝑦 = 𝑓 𝑔 𝑥 × 𝑔 𝑦  .   

  .𝐽 فً ∗ توزٌعً بالنسبة للقانون ⊥  زمرة تبادلٌة و نقبل أن  ×,∗ℝ نذكر أن  
 .  جسم تبادلً  ⊥,∗,𝐽 بٌن أن  

𝑧2حل فً مجموعة الأعداد العقدٌة المعادلة  + 𝑖 = < ℛ𝑒 𝑎 الحل الذي ٌحقق 𝑎لٌكن  . 0 0 

1حدد معٌار و عمدة العدد العقدي  . + 𝑎.  

cos:  استنتج أن   
𝜋

8
 =

 2+ 2

2
   

1 :  تحقق أن  + 𝑎  1− 𝑎 = 1 + 𝑖  1   ثم استنتج الشكل المثلثً للعدد − 𝑎 .   
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 ة

1 

( ْ 7,5 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ  ;0  الدالة المعرفة على 𝑓لتكن   = 𝑓 𝑥:   بما ٌلً  ∞+
− ln 𝑥

 𝑥
   

(6\ث   

0,25ٌ  
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0,50ٌ  

1,00ٌ  

0,75ٌ  

 0,50ٌ  
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0,50ٌ  

0,75ٌ  

 0,50ٌ  

,  𝑢,    فً المستوى العقدي المنسوب إلى م م م م  𝑣   .  نعتبر النقط𝐴 و 𝐵 و 𝑀 و 𝑀′ 

′𝑧و نفترض أن   . ′𝑧 و 𝑧 و 𝑎− و 𝑎التً ألحاقها على التوالً  + 𝑖 = 0.   

⊥ ′𝒪𝑀 :  بٌن أن  . 𝑧 مرافق   النقطة التً لحقها هو 𝑁لتكن   𝒪𝑁 .   

′𝑧:  بٌن أن  − 𝑎 = 𝑖  
𝑧−𝑎

𝑎𝑧
 .   

𝑧   بٌن أنه إذا كان ≠ ′𝑧  فإن  − ≠ −𝑎 .   و بٌن أن  : 
𝑧 ′−𝑎

𝑧 ′+𝑎
 = − 

𝑧−𝑎

𝑧+𝑎
    

 .   تنتمً إلى الدائرة المحٌطة بالمثلث    ′𝑀بٌن أن .  غٌر مستقٌمٌة 𝑀 و 𝐵 و 𝐴نفترض أن 

,𝒪  فً م م م 𝑓  المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن   𝑖 , 𝑗   .  بحٌث  : 𝑖  =  𝑗  = 1𝑐𝑚.   
lim: أحسب النهاٌتٌن   𝑓(𝑥) lim  و    𝑓(𝑥) ثم اعط تؤوٌلا هندسٌا للنتٌجتٌن المحصل علٌهما . 

𝑓أحسب   ′(𝑥) لكل  𝑥  0  من; ;0  على المجال 𝑓  ثم استنتج تغٌرات الدالة  ∞+ +∞ .  
;0  المعرفة على 𝑔𝑛 نعتبر الدالة ∗ℕ من 𝑛لكل  = 𝑔𝑛 𝑥:   بما ٌلً  1 𝑓 𝑥 − 𝑥𝑛   

;0  تناقصٌة قطعا على المجال 𝑔𝑛بٌن أن الدالة  1 .  

!∃:   لدٌنا ∗ℕ من 𝑛استنتج أنه لكل   𝛼𝑛  𝜖  0; 1   ;   𝑓 𝛼𝑛 =  𝛼𝑛 
𝑛.   

𝑙نضع   .   تزاٌدٌة قطعا ثم استنتج أنها متقاربة 𝛼𝑛 𝑛≥1 بٌن أن المتتالٌة   = lim   𝛼𝑛    

0:  تحقق أن  < 𝛼1 ≤ 𝑙 ≤ 1.   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  تحقق أن     𝛼𝑛 = 𝑛 .   حٌث  : 𝑥 =
−1

2
+

ln − ln 𝑥 

ln 𝑥
   

𝑙بٌن أن   = 1.   

 𝑙𝑖𝑚  𝛼𝑛:  استنتج أن 
𝑛 = 0   

∫أدرس إشارة التكامل   𝑓(𝑡)
1

𝑥
𝑑𝑡 لكل  𝑥  من ℝ+

∗.   

+𝑥𝜖ℝ∀ :  باستعمال المكاملة بالأجزاء بٌن أن 
∗    ;   ∫ 𝑓(𝑡)

1

𝑥
𝑑𝑡 = 4 − 4 𝑥 + 2 𝑥 ln 𝑥 

 و المستقٌمات  𝒞  مساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن المنحنى 𝑐𝑚2استنتج بـ 

𝑥:  التً معادلاتها على التوالً هً  = 𝑥  و  1 = 𝑒2  و  𝑦 = 0.   

𝑛 بحٌث  𝑘 و 𝑛بٌن أنه لكل عددٌن صحٌحٌن طبٌعٌٌن  ≥ 1  و  2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1.   

= lim 𝑢𝑛:  استنتج أن  4   

1

𝑛
𝑓  
𝑘 + 1

𝑛
 ≤  𝑓(𝑥)

𝑘+1
𝑛

𝑘
𝑛

𝑑𝑥 ≤
1

𝑛
𝑓  
𝑘

𝑛
  ∶  لدٌنا  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    𝑓(𝑡)
1

1
𝑛

𝑑𝑡 ≤ 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛
𝑓  

1

𝑛
 +  𝑓(𝑡)

1

1
𝑛

𝑑𝑡 ∶  بٌن أن  

𝑢𝑛 :     نضع 𝑛لكل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  =
1

𝑛
 𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑘=𝑛

𝑘=1

 

;0  المعرفة على  𝑔نعتبر الدالة العددٌة  = 𝑔 𝑥:    بما ٌلً  ∞+ ∫  𝑒−𝑡
2
 

1

 𝑥
𝑑𝑡.   

= 𝑘 𝑥:   نضع ℝ من 𝑥لكل  ∫  𝑒−𝑡
2
 

𝑥

1
𝑑𝑡   

;0  من 𝑥تحقق أنه لكل  = 𝑔 𝑥:   لدٌنا  ∞+ −𝑘  𝑥 .   

;0  متصلة على المجال 𝑔بٌن أن الدالة  ;0  و قابلة للاشتقاق على المجال   ∞+ +∞ .   

;0  من  𝑥  لكل 𝑔′(𝑥)أحسب   ;0  تناقصٌة قطعا على المجال  𝑔  ثم استنتج أن  ∞+ +∞   

. 

 . قابلة للاشتقاق على الٌمٌن فً الصفر و اعط تؤوٌلا هندسٌا للنتٌجة المحصل علٌها 𝑔استنتج أن 

 ∀ 𝑥 𝜖 ℝ+
∗     ;     

𝑔 𝑥 − 𝑔(0)

𝑥
<
−1

2 𝑥
 𝑒−𝑥   ∶  بٌن أن  

II 

I 

 أ 2

3 

1 

2 

 أ 3
 ة
 ج

 د
 أ 4

 ة

> 𝑔𝑛 𝛼𝑛+1:   لدٌنا ∗ℕ من 𝑛بٌن أن لكل  0 0,50ٌ  

 ج

 د

II 

2 

 أ
 ة

 ج

 أ

 ة

 ج

 أ 1

 ة

 ج

 أ 2

𝑧𝑧′ + 𝑖 = 0 
𝑂 

𝑎 

𝑧 

𝐴𝐵𝑀 

𝑥 → +∞ 𝑥 → 0+ 

𝑛∞ 

𝑛∞ 

1 

 ة
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( ْ 3,0 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,0 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

, ℳ2 ℝ نذكر أن   , ℳ2 ℝ   حلقة واحدٌة و   ×,+  .  فضاء متجهً حقٌقً  ∙,+

𝐼:  نضع  =  
1 0
0 1

𝐽  و    =  
1 3
1 −1

    

𝐸:  و نعتبر المجموعة التالٌة  =   𝑀 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 + 𝑏 3𝑏
𝑏 𝑎 − 𝑏

   ;    𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ2     

,𝐸 بٌن أن   , ℳ2 ℝ   فضاء متجهً جزئً من   ∙,+ +,∙    
,𝐼 بٌن أن   𝐽  ًأساس للفضاء المتجه  𝐸.  

    ×, ℳ2 ℝ    جزء مستقر من𝐸  و استنتج أن 𝐽2   𝐸بٌن أن  

,𝐸 بٌن أن    .  حلقة تبادلٌة و واحدٌة  ×,+
,𝑎 بٌن أن العنصر   𝑏       ًقاسم للصفر ف 𝐸  إذا و فقط إذا كان 𝑎2 − 4𝑏2 = 0.   

  . 𝐸  حلً المعادلة 𝑧0 و 𝑧1لٌكن 

∙ 𝑧0 :  بٌن أن   𝑧1 = + arg 𝑧0:  و أن   . 1 arg 𝑧1 ≡
𝜋

3
  2𝜋 .   

𝑧0نضع   = 𝑒𝑖𝜃 حٌث  𝜃 𝜖 ℝ .  بٌن أن  :𝑎 = 2 cos  𝜃 −
𝜋

6
  𝑒

𝑖𝜋

6.   

𝑧0استنتج أنه إذا كان   = 𝑖 1:    فإن + 𝑖𝑎 − 𝑎2 − 𝑖𝑎3 + 𝑎4 + 𝑖𝑎5 = 0   

𝑧0نفترض فً هذا السإال أن   =
 2

2
 1 + 𝑖 .   

cosثم استنتج قٌمتً  .  على شكلٌه المثلثً و الجبري 𝑧1أكتب العدد   
𝜋

12
sin  و     

𝜋

12
 .   

 . على شكلٌه المثلثً و الجبري 𝑎أكتب العدد 

′𝑧حٌث    .  ′𝑀′ 𝑧  بالنقطة   𝑧  الذي ٌربط كل نقطة  𝑅نعتبر التحوٌل  = 𝑖𝑧 +  2 𝑒
−𝑖

6 .  

𝑎  حٌث   𝑐   و   𝑏   و   𝑎         و نعتبر النقط = 𝑒
𝑖𝜋

𝑏  و  12 = 𝑒
𝑖𝜋

𝐶  و 4 = 𝑅 𝐵 .    

 . دوران محددا مركزه و زاوٌته 𝑅بٌن أن 

𝑐 :  تحقق أن  − 𝑎 = 𝑖 𝑏 − 𝑎 .   

= 𝑅 𝐶نضع   𝐷 .   بٌن أن𝐴 منتصف القطعة  𝐵𝐷 .  

 :  التالٌة 𝑧 المعادلة ذات المجهول ℂو نعتبر فً المجموعة .  عددا عقدٌا 𝑎لٌكن 

 𝐸   ∶   𝑧2 − 𝑎𝑧 +
1

2
+
𝑖 3

2
= 0 

27𝑥بٌن أن مجموعة حلول المعادلة   − 31𝑦 =  2℞  فً 1

31𝑘    هً   − 8; 27𝑘 − 7   ;   𝑘 𝜖 ℞ .   

𝐸:  نعتبر المجموعة التالٌة  =  0,1,2,⋯ ,30 .   

27𝑎 الذي ٌحقق  𝐸 من 𝑎حدد العدد الوحٌد  ≡ 1  31 .   

27𝑛  بباقً قسمة العدد  𝐸 من 𝑛 الذي ٌربط كل عنصر 𝐸 نحو 𝐸 التطبٌق من 𝑓لٌكن  + 4   

  .31على 

0,50ٌ  
0,50ٌ  

0,50ٌ  
0,75ٌ  

 
0,75ٌ  

 

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,75ٌ  

 
0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

1,00ٌ  

0,50ٌ  

1 
 ة
 أ

 أ 2

 ج

 أ 2
 ة

 أ 3
 ة

 أ
 ة

 ج

I 

II 1 

𝜖 

𝑀 

𝑀 𝑧  
𝜋 

𝐶 𝑐 𝐵 𝑏 𝐴 𝑎  و و 
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0,50ٌ  

 ج

3 

( ْ 10 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

 

0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

0,25ٌ  

 0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

0,25ٌ  

 0,50ٌ  

0,25ٌ  

 

0,50ٌ  

0,25ٌ  

 
1,00ٌ  

 أ 2
 ة

 ج

 أ 1
 ة

 أ 2

 ة

 أ 4

 ة

 ج

 د

 ٘ـ

 أ 5

 ة

 ج

6 

𝑥 → +∞ 𝑥 → +∞ 

  .𝐸 نحو 𝐸 تطبٌق تباٌنً من 𝑓بٌن أن 

  .𝐸 نحو 𝐸 تطبٌق شمولً من 𝑓بٌن أن 

  .𝑓−1 تقابل و حدد تقابلة العكسً 𝑓استنتج أن 

  .𝑓ضع جدول تغٌرات الدالة 

,𝒪   فً المعلم  𝒞𝑓 أنشئ المنحنى   𝑖 , 𝑗  .  

∀ 𝑥 𝜖  −1,0 ∪  0, +∞   ;   𝑓 ′ 𝑥 =
 𝑥 + 1 𝑔(𝑥)

𝑥2
 𝑒

ln 𝑥+1 
𝑥   ∶  بٌن أن  

,𝒪  فً م م م 𝑓 المنحنى الممثل للدالة  𝒞𝑓 و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .  

∪ 𝑥 𝜖  −1,0 ∀:بٌن أن   0, +∞   ;   𝑓 𝑥 = 𝑒
 𝑥+1 ln  𝑥+1 

𝑥     

  .1− فً الصفر و على ٌمٌن العدد 𝑓أدرس اتصال الدالة 

lim:أحسب النهاٌتٌن التالٌتٌن   
𝑓(𝑥)

𝑥
lim   و    𝑓(𝑥)    

  .∞+  بجوار  𝒞𝑓 استنتج الفرع اللنهائً للمنحنى  

lim:  بٌن أن    
𝑓 𝑥 −𝑓 −1 

𝑥+1
 =  .  ثم اعط تؤوٌلا هندسٌا للنتٌجة المحصل علٌها ∞+

𝑓:   قابلة للاشتقاق فً الصفر و أن 𝑓استنتج أن الدالة  ′ 0 =
𝑒

2
   

= 𝑔 𝑥:   المعرفة بما ٌلً 𝑔أدرس تغٌرات الدالة  𝑥 − ln 1 + 𝑥 .   

𝑥 ∀ :  و استنتج أن  > −1   ;   𝑔(𝑥) ≥ 0.   

,1−  الدالة العددٌة المعرفة على المجال 𝑓لتكن  : الجزء الأول  :     بما ٌلً  ∞+

  𝑓 𝑥 =  𝑥 + 1  𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥   ;   𝑥 𝜖  −1,0 ∪  0; +∞ 

𝑓 −1    𝑒𝑡  𝑓 0 = 𝑒                                                   

  

∀ 𝑥 𝜖  −1,0 ∪  0, +∞   ;   𝑓 𝑥 − 𝑥 = 𝑥  𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥 − 1 + 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  ∶  بٌن أن  

∀ 𝑥 𝜖  
−1

2
, +∞   ;     

𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 = ln 1 + 𝑥 − 𝑥 +
1

2
𝑥 ∶  بٌن أن  

∀ 𝑡 𝜖  
−1

2
, +∞   ;   

𝑡2

1 + 𝑡
≤ 2𝑡2   ∶  بٌن أن  

∀ 𝑥 𝜖  
−1

2
, +∞   ;      

𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
2

3
 𝑥 3   ∶  بٌن أن  

lim
𝑥→0

 
ln 1 + 𝑥 − 𝑥

𝑥2
 =

−1

2
    ∶  استنتج أن  

𝑥 →  −1 + 

2 

I 
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2 

 أ

1 

,0  المعرفة على المجال  𝐹نعتبر الدالة  : الجزء الثاني = 𝐹 𝑥 :      بما ٌلً  ∞+  𝑓(𝑥𝑡)
1

0

𝑑𝑡 

;   +𝑥𝜖ℝ∀ :  بٌن أن    𝑓(𝑥) ≥ 𝑥.   

𝑥∀ :  استنتج أن  ≥ 0   ;   𝐹 𝑥 ≥
𝑥

2
   

   lim𝐹(𝑥):  أحسب النهاٌة التالٌة 

;0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐹بٌن أن الدالة  +∞ .   

;𝑥 𝜖  0 ∀:  بٌن أن  +∞   ;   𝑒 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)   

∗ℝ تزاٌدٌة على  𝐹استنتج أن الدالة 
+.   

𝑢𝑛:    المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛≥1 نعتبر المتتالٌة   : الجزء الثالث = ∫ 𝑓  
𝑡

𝑛
 

1

0
𝑑𝑡   

 .  تناقصٌة 𝑢𝑛 𝑛≥1 بٌن أن المتتالٌة  

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑢𝑛 ≥ 𝑒.   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  استنتج أن    𝑢𝑛 ≤ 𝑓  
1

𝑛
    

    lim 𝑢𝑛:أحسب النهاٌة التالٌة 

∀ 𝑥 𝜖  0, +∞   ;   𝐹 𝑥 =
1

𝑥
 𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡  ∶  بٌن أن  

∀ 𝑥 𝜖  0, +∞   ;   𝐹′ 𝑥 =
1

𝑥
 𝑓 𝑥 − 𝐹(𝑥)   ∶  ثم بٌن أن  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑢𝑛 = 𝑛 𝑓 𝑡 

1
𝑛

0

𝑑𝑡   ∶  بٌن أن  

0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 0,25ٌ  

 0,50ٌ  

0,25ٌ  

 

0,50ٌ  

0,25ٌ  

 
 

0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 
0,25ٌ  

 0,25ٌ  

 0,25ٌ  

 

1 

 ة
 أ

 ج

2 

 ة

 ج

 د

 أ

 أ

 ة

 ج

𝑥 → +∞ 

𝑛∞ 

 ة

II 

III 
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 2008مديية بني مــــــــــلال  
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( ْ 2,0 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 2,75 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 5,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

= 𝑓 𝑥:   بما ٌلً  1,2  المعرفة على المجال 𝑓نعتبر الدالة العددٌة  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  𝑥 + 2    

𝑓أحسب  ′(𝑥) لكل 𝑥 ثم حدد منحى تغٌرات الدالة  .  1,2  من𝑓  على  

;𝑥 𝜖  1 ∀:  تحقق أن  2   ;    𝑓 ′(𝑥) ≤
1

6 3
   

;𝑥 𝜖  1 ∀:  بٌن أن  2   ;   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 ≤ 𝑥   

= 𝑥 استنتج أن المعادلة   𝑥   تقبل حلا وحٌدا 𝛼 1  فً المجال; 2 .  

  :     المتتالٌة العددٌة المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ لتكن  
𝑢𝑛+1 = 𝑓 𝑢𝑛   ;   ∀𝑛𝜖ℕ
𝑢0 = 2                              

  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑢𝑛  𝜖  𝛼, 2 .   

 .  تناقصٌة 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ بٌن أن المتتالٌة  

;   𝑛𝜖ℕ∀  :بٌن أن      𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

6 3
 𝑢𝑛 − 𝛼    

 .  متقاربة و احسب نهاٌتها 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ بٌن أن المتتالٌة  

  . 𝐹 حل المعادلة التفاضلٌة 

  . 𝐸  حل خاص للمعادلة التفاضلٌة 𝑓بٌن أن الدالة 
+ℝ دالة عددٌة معرفة على 𝑦لتكن 

  𝐸  تكون حلا للمعادلة التفاضلٌة 𝑦 ، بٌن أن الدالة ∗

𝑦 إذا و فقط إذا كانت الدالة   − 𝑓  حلا للمعادلة   𝐹 .  

  . 𝐸 استنتج صٌغة الحل العام للمعادلة 

,0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن   : و نعتبر المعادلتٌن التفاضلٌتٌن التالٌتٌن   .  ∞+

  
 𝐸 ∶  𝑦′′ + 2𝑦′ + 2𝑦 =  𝑥 + 1 2 ln 𝑥 −

1

2
𝑥2 +

3

2
 𝐹 ∶  𝑦′′ + 2𝑦′ + 2𝑦 = 0                                           

  

+ℝ المعرفة على  𝑓نعتبر الدالة العددٌة 
= 𝑓 𝑥 :      بما ٌلً ∗   𝑡 ln 𝑡 

𝑥

1

𝑑𝑡 

 .  متقاربة و احسب نهاٌتها ∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ بٌن أن المتتالٌة  

∀ 𝑡 𝜖 ℝ\ −1    ;    
𝑡3 + 𝑡

𝑡 + 1
= 𝑡2 − 𝑡 + 2 −

2

𝑡 + 1
   ∶  تحقق أن  

𝐼 =
1

2
 

𝑥

1 +  𝑥 − 1

2

1

𝑑𝑥   ∶  أحسب التكامل التالً  

𝑢𝑛 =
1

𝑛 𝑛
  

𝑛 + 𝑘

 𝑛 +  𝑘
 

𝑛

𝑘=1

   ∶ ∗𝑢𝑛 nϵℕ  المعرفة بما ٌلً    نعتبر المتتالٌة 
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3 

 أ

2 

( ْ 5,0 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

 ْ 4,75 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ 

) 

−1 :  تحقق أن  ∘ 𝑟  𝐴 = 𝐶  ثم حدد الصٌغة العقدٌة للتطبٌق   −1 ∘ 𝑟  . 

  .0 تقبل حلا تخٌلٌا صرفا   بٌن أن المعادلة 

< 𝔗𝑚 𝑧1 بحٌث   𝐸  الآخرٌن للمعادلة 𝑧1 و 𝑧2حدد الحلٌن  0.   

𝑧1  التً من أجلها ٌكون العدد  𝑛 الأعداد ℕحدد فً المجموعة  − 𝑧0 
𝑛 عددا حقٌقٌا سالبا  . 

,  𝑢,     المنسوب إلى م م م م   فً المستوى العقدي  𝑣    نعتبر النقط ، 𝐴 𝑖          

𝐵 2و   + 3𝑖   و  𝐶 2 − 3𝑖  .   و لٌكن𝑟 الدوران الذي مركزه 𝐵 و زاوٌته 
𝜋

4
.  

  .𝑟 بالدوران 𝐴 صورة ′𝐴حدد لحق النقطة 

 . مستقٌمٌة 𝐶 و 𝐵 و ′𝐴بٌن أن النقط 

  .′𝐴 إلى 𝐶 و ٌحول 𝐵 الذي مركزه حدد الصٌغة العقدٌة للتحاكً 

 :    التالٌة  𝐸  المعادلة ℂنعتبر فً مجموعة الأعداد العقدٌة 

 𝐸  ∶   𝑧3 −  4 + 𝑖 𝑧2 +  13 + 4𝑖 𝑧 − 13𝑖 = 0 

;   𝑥 𝜖 ℝ ∀ :  بٌن أن    𝑥 + 1 ≤ 𝑒𝑥   

𝑡∀ :  استنتج أن  > 0   ;   
1

𝑡
− 𝑡 ≤

1

𝑡
𝑒−𝑡

2
≤

1

𝑡
   

𝑥 ∀ : بٌن أن  > 0   ;  ln 2 −
3

2
𝑥2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ln 2   

𝑓𝑑ثم حدد  .  على ٌمٌن الصفر 𝑓أدرس اتصال و قابلٌة اشتقاق الدالة 
′ 0 .   

;0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝑓بٌن أن الدالة  +∞ .   

𝑥 ∀ : ثم بٌن أن  > 0   ;   𝑓 ′ 𝑥 =
𝑒−4𝑥2

𝑥
 1 − 𝑒3𝑥2

    

lim:  نقبل أن  ) . 𝑓ضع جدول تغٌرات الدالة   𝑓(𝑥) = 0  ) 

;0  تقابل من المجال 𝑓بٌن أن الدالة   . ٌتم تحدٌده 𝐽 نحو مجال  ∞+

  𝑓−1  و  𝑓  المنحنٌٌن الممثلٌن على التوالً للدالتٌن   𝒞𝑓−1   و   𝒞𝑓 أنشئ  

,𝒪 فً م م م  𝑖 , 𝑗   .  حٌث  : 𝑖  =  𝑗  = 2 𝑐𝑚.   

;0  المعرفة على المجال  𝑓نعتبر الدالة العددٌة   :      بما ٌلً  ∞+

  
𝑓 𝑥 =   

1

𝑡
 𝑒−𝑡

2
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡  ;   ∀ 𝑥 > 0

𝑓 0 = ln 2                                            
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 الامتحـــــــاٌ الأبيض الموحد 
 لييل ظهادة البكالوريـــــــــــــا

 2010مديية كلنيــــــــــــــه  
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( ْ 3,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 2,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   
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𝒫 𝑂 

𝑀:  نعتبر المجموعة التالٌة  =   𝐴𝑛 =  
2𝑛 0 2𝑛

0 1 0
2𝑛 0 2𝑛

   ;   𝑛 𝜖 ℞     

 . مجموعة غٌر فارغة 𝑀بٌن أن 
   . ×, ℳ3 ℝ  جزء مستقر فً  𝑀بٌن أن 

  .𝑀 فً ×حدد العنصر المحاٌد للضرب 
  .𝑀 تبادلً فً ×هل 

𝐴𝑚 أحسب    
𝑛 لكل  𝑚 و 𝑛 من ℕ .   و استنتج 𝐴2 

3.   

,     منسوب إلى م م م م   المستوى العقدي  𝑒1    , 𝑒2      .  نعتبر𝐴 و 𝐵 ذواتا اللحقٌن 𝑎 1 و 

   . 𝑎 𝜖 ℂ\ 1على التوالً حٌث  

  بالنقطة   𝑧   و التً تربط كل نقطة   𝒫 \ 𝐵  الدالة المعرفة على  𝑓لتكن 

𝑀′ 𝑧′  حٌث    :𝑧′ =
𝑧−𝑎

𝑧−1
   

 : التالٌة    سوف ٌكون حلا للمعادلة 𝑧 فإن 𝑓    صامدة بالتحوٌل  𝑧 بٌن أنه إذا كانت  

 𝐺  ∶   𝑧2 − 2𝑧 + 𝑎 = 0                                                                                

   . 𝐺 حدد على الشكل المثلثً حلً المعادلة  

𝑎نفترض أن   = 1 + 𝑒𝑖𝜃  حٌث  
𝜋

2
< 𝜃 <

3𝜋

2
.   

𝑎فً هذا السإال نفترض أن   =   نقطة من المستوى  𝑧 و لتكن    . 1−

𝑧حٌث   ≠   .𝑓  بالتحوٌل  𝑀 𝑧   هً صورة   ′𝑀′ 𝑧  و 1

       𝑒1    ,𝐵𝑀 :  بٌن أن 
          +  𝑒1    ,𝐵𝑀′                  

 ≡ 0  2𝜋 .   

⟺  𝑧′𝜖 𝑖ℝ:  بٌن التكافإ التالً     𝑧 = 1   

  .𝐵 من الدائرة المثلثٌة المحرومة من النقطة 𝑀 صورة ′𝑀اقترح طرٌقة لإنشاء النقطة 

𝑥بٌن أن   ≡ 𝑦 ≡ 3𝑧2  و   3  0 ≡ 0  9 .   
𝑥:  استنتج أن  ≡ 𝑦 ≡ 𝑧 ≡ 0  3    

𝑎𝑚 نضع  ∗ℕ من 𝑚لكل  = 𝑚2 𝑚2 − 1 .   
𝑎𝑚:  بٌن أن  ≡ 0  3 .   

𝑎𝑚:  بٌن أن  ≡ 0  4 .   

𝑎𝑚:  استنتج أن  ≡ 0  12 .   

 .مستقلة فٌما بٌنها  (4و  (3و  (2و  (1الأسئلة 

𝑎2:   لدٌنا ℞ من 𝑎بٌن أن لكل  ≡ 𝑎2  أو   3  1 ≡ 0  3    

,𝑎  ∀:                                استنتج أن  𝑏  𝜖 ℞2  ;   𝑎2 + 𝑏2 ≡ 0  3 .   

𝑥2 ثلاثة أعداد نسبٌة بحٌث  𝑧 و 𝑦 و 𝑥لتكن  + 𝑦2 = 3𝑧2   

⟹  𝑎 ≡ 𝑏 ≡ 0  3  

𝑀 𝑧  

𝑀 𝑧  𝐺 

𝑀 𝑧   𝒫  
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 ة

2 

I 

( ْ 8,75 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

𝒞𝑚 و لٌكن   ,𝒪  فً المستوى المنسوب إلى م م م 𝑚  المنحنى الممثل للدالة   𝑖 , 𝑗   . 

=  𝑖 حٌث    𝑗  = 2 𝑐𝑚.   

𝑚 عددان حقٌقان بحٌث  ′𝑚 و 𝑚لٌكن  < 𝑚′ .    أدرس الوضع النسبً لــ 𝒞𝑚    ′𝒞𝑚   و   

𝒞𝑚   بٌن أن جمٌع المنحنٌات   .    ;   𝑚 𝜖 ℝ   تمر من نقطة ثابثة  𝐴 ٌتم تحدٌدها . 

𝑚بٌن أنه إذا كان   ≤   .ℝ تناقصٌة قطعا على 𝑓𝑚  فإن 0

𝑚نفترض فً هذا السإال أن   > 0.   

  .𝛽𝑚 و 𝛼𝑚 مع تحدٌد 𝛼𝑚 عند النقطة 𝛽𝑚 تقبل مطرافا 𝑓𝑚بٌن أن 

𝐼𝑚 مجموعة النقط   Γ لتكن   𝛼𝑚 ,𝛽𝑚 ∗ℝ فً  𝑚  عندما ٌتغٌر  
+.   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   التالٌة 𝑔  هو المنحنى الممثل للدالة  Γ بٌن أن     𝑔 𝑥 = 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  تحقق أن    𝑔 𝑥 = −2 − 𝑓1 𝑥 .   

∶ 𝐷     متماثلان بالنسبة للمستقٌم  𝒞1   و   Γ و استنتج أن   𝑦 = −1 . 
  . 𝐷   و المستقٌم  𝒞2 حدد تقاطع المنحنى  

   . Γ   و   𝒞−1   و   𝒞2   و   𝒞1 أنشئ فً نفس المعلم المنحنٌات  
   𝐷   و   𝒞2   مساحة الحٌز من المستوى المحصور المحصور بٌن  𝑐𝑚2أحسب بـ  

𝑥و المستقٌمٌن ذوا المعادلتٌن   = 𝑥  و  0 = ln 3.   

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑚  𝑥   و   lim
𝑥→+∞

𝑓𝑚  𝑥 

𝑥
lim   و  

𝑥→+∞
𝑓𝑚  𝑥  ∶  أحسب النهاٌات التالٌة  

       :                                                                                               بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝑓𝑚 نعتبر الدالة 𝑚لكل عدد حقٌقً  : الجزء الأول

𝑓𝑚  𝑥 = 2𝑚 𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 2𝑚 

  : الجزء الثاني

→ 𝑥استنتج أن الدالة    
𝑔(𝑥)

𝑥
+ℝ  تزاٌدٌة قطعا على  

∗.   

 . متصلة و قابلة للاشتقاق على ٌمٌن الصفر 𝐺استنتج أن 

+ℝ قابلة للاشتقاق على  𝐺بٌن أن الدالة 
∗.   

  .𝐺إعط جدول تغٌرات الدالة 

 ∀ 𝑥 > 0   ;   0 <
𝑔 𝑥 + 1

𝑥
< 𝑔′ 𝑥    ∶  بٌن أن  

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝑥 𝑔′ 𝑥 − 𝑔 𝑥 > 1  ∶  استنتج أن  

 :    بما ٌلً +ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝐺لتكن 
  
𝐺 𝑥 =   

𝑔(𝑡)

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡  ;   ∀ 𝑥 > 0

𝐺 0 = − ln 2                                    

  

 : من الجزء الثانً، بٌن أن  (1باستعمال السإال 

 ∀ 𝑥 > 0   ;   0 < 𝐺 𝑥 + ln 2 ≤ 𝑔 2𝑥 − 𝑔 𝑥  

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝐺 𝑥 ≥ 𝑔 𝑥   
1

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡   ∶  بٌن أن  

 ∀ 𝑥 > 0    ;    𝐺′ 𝑥 =
𝑔 2𝑥 − 𝑔 𝑥 

𝑥
   ∶  و بٌن أن  
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𝐺 𝑥 

𝑥
= +∞

lim
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𝐺 𝑥 = +∞
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 :و استنتج أن 
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( ْ 3,0 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 4,0 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   
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𝑎 

,𝑎  ∀:  تحقق أن  𝑏, 𝑐,𝑑  𝜖 ℝ4  ;   𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑 = 𝑀 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 ;𝑎𝑑 + 𝑏𝑐    

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من المجموعة  𝐸بٌن أن 

 .  زمرة تبادلٌة  ×,𝑈 و نذكر أن   . 1 مجموعة الأعداد العقدٌة التً معٌارها 𝑈لتكن 

𝑓 𝑎:   بما ٌلً 𝐸 نحو 𝑈 التطبٌق المعرف من 𝑓و لٌكن  + 𝑖𝑏 = 𝑀 𝑎, 𝑏    

   . ×,𝐸   نحو   ×,𝑈  تشاكل تقابلً من  𝑓بٌن أن 

 .  زمرة تبادلٌة  ×,𝐸 استنتج أن  

   .𝑛  بدلالة  𝐴𝑛أكتب  

𝑋4  المعادلة  𝐸حل فً المجموعة   = 𝐴.   

ℳ2 ℝ  2  هً مجموعة المصفوفات المربعة من الرتبة ،                                          

, ℳ2 ℝ نذكر أن   𝐼  حلقة واحدٌة وحدتها   ×,+ =  
1 0
0 1

                                  

𝒪و صفرها   =  
0 0
0 0

 :  نعتبر المجموعة التالٌة   .  

𝐸 =   𝑀 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎

   ;   𝑎2 + 𝑏2 = 1  𝑒𝑡   𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ2   

𝐴1:نضع  = 𝐴   و    𝐴 =  

−1

2

 3

2

− 3

2

−1

2

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :و نضع         𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 × 𝐴    

,  𝑢,    فً المستوى العقدي المنسوب إلى م م م م  𝑣    نعتبر النقط ، 𝐴 𝑖𝑎   و  𝐵 𝑢              

𝜔 حٌث   𝐸 𝜔  و   𝐷 𝑣2  و   𝐶 𝑣 و     =
𝑢2+𝑎

1−𝑖
 

 . نقط مستقٌمٌة 𝐶 و 𝐵 و 𝒪  بحٌث تكون  𝑀 𝑎حدد مجموعة النقط  

 بدوران زاوٌته 𝐴 هً صورة 𝐶بٌن أن 
2

 . و حدد مركزه 

= 𝑎 فٌما ٌلً نفترض أن   𝑎2  و  1 +  2 + 𝑖 𝑎 + 1 ≠ 0.   

𝐴     بٌن أن 𝐴  و  ≠ ≠ 𝐸  و  𝐷 ≠ 𝐸.   

  .𝐸   مثلث قائم الزاوٌة و متساوي الساقٌن فً النقطة       بٌن أن 

 .  نقط متداورة 𝐸  و  𝐷  و  𝐴  و  𝒪بٌن أن  

=∆ هو    تحقق أن ممٌز المعدلة  −2 𝑎 + 𝑖 2.   

𝑢 بحٌث  𝑣 و 𝑢 هما   استنتج أن حلً المعادلة  =  1 + 𝑎   و  𝑣 = 1 − 𝑎   

 :   المعادلة التالٌة ℂ و نعتبر فً      𝜖 ℂ\ 1,−1 لٌكن  
 𝐸 ∶   𝑖 𝑧2 +  1 − 𝑖  1 + 𝑖𝑎 𝑧 +  𝑎2 − 1 = 0 

𝐸 ∆ =  −2𝑖 𝑎 + 𝑖 2  

𝐸 𝑣 = 1 − 𝑎   𝑢 = 𝑖 1 + 𝑎  و 

𝑂 

𝜋 

𝐷 
𝐴𝐷𝐸 
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1 

2 

I 

( ْ 2,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

( ْ 9,5 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

  :     المعرفة بما ٌلً 𝑎𝑛 𝑛≥0 نعتبر المتتالٌة  
𝑎𝑛+1 = 1 +  𝑎𝑛 − 1 2  ;   ∀ 𝑛 ≥ 0
𝑎0 = 17                                               

  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑎𝑛  𝜖 ℕ∗   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑎𝑛 ≡ 7  10    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑎𝑛 = 22𝑛+2
+ 1   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  استنتج أن    𝑎𝑛+4 =  𝑎𝑛 − 1 16 + 1   

3616:  بٌن أن  ≡ 36  100    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  استنتج أن    𝑎4𝑛+2 ≡ 37  100    

;0  متصلة على المجال  𝑓بٌن أن الدالة   .  و متصلة على ٌمٌن الصفر  ∞+

;0  متصلة على المجال  𝑓فٌما ٌلً نقبل أن  +∞ .   

;0   على  𝑓(𝑥)إعط جدول إشارة   +∞ .   

 . على الٌمٌن فً الصفر 𝑓أدرس قابلٌة اشتقاق الدالة 

;0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝑓بٌن أن  𝑓ثم احسب    .  ∞+ ′(𝑥) لكل  𝑥 0  من; +∞ .  
  .𝑓إعط جدول تغٌرات الدالة 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :   المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛≥1 نعتبر المتتالٌة     𝑢𝑛 =
𝑒𝑛−1

𝑛𝑛
   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  تحقق أن    𝑢𝑛 = 𝑒 𝑓 𝑛 −1 .   

= lim 𝑢𝑛  تناقصٌة قطعا و بٌن أن  𝑢𝑛 𝑛≥1 بٌن أن المتتالٌة   0   

= 𝑥 بٌن أن المعادلة   . ∗ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن  𝑢𝑛 تقبل حلا وحٌدا  𝑛 1  فً المجال, 𝑒   

 .  متقاربة و حدد نهاٌتها 𝑣𝑛 𝑛≥1 بٌن أن المتتالٌة   .

,𝒪  فً م م م 𝐹  المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن   𝑖 , 𝑗  .  

,0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐹بٌن أن  ,0  من 𝑥 لكل 𝐹′(𝑥)و احسب   .  ∞+ +∞ .  

= 𝐹 0:  استنتج أن 
−3

4
   

  .𝐹إعط جدول تغٌرات الدالة 

= 𝑥 بٌن أن المعادلة   ;0  فً المجال 𝛼تقبل حلا وحٌدا       0 4و أن   .  ∞+ < 𝛼 < 5  

   .∞+  بجوار   𝒞 أدرس الفرع اللانهائً للمنحنى   .

 .  و حدد نقطة انعطافه  𝒞 أدرس تقعر المنحنى  

 .  و المماس له عند نقطة الانعطاف  𝒞 أرسم المنحنى  

;0  المعرفة على المجال 𝐹نعتبر الدالة العددٌة  : الجزء الثاني = 𝐹 𝑥 :     بـ  ∞+  𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡 

∀ 𝑥 𝜖  0; +∞    ;    𝐹 𝑥 =
3

4
 𝑥2 − 1 −  

𝑥2

2
 ln 𝑥   ∶   بٌن أن   

;0  المعرفة على المجال  𝑓نعتبر الدالة العددٌة   :الجزء الأول  :    بما ٌلً  ∞+

  
𝑓 𝑥 = 𝑥 − 𝑥 ln 𝑥    ;   ∀ 𝑥 > 0

𝑓 0 = 0                                      
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 الامتحـــــــاٌ الأبيض الموحد 
 لييل ظهادة البكالوريـــــــــــــا

 2010مديية فـــــــــــــــــاط  
 

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الامتحانات

  مــــادة الريــــــــــــــاضيات
 ظعبة العــلوو الرياضية أ و ب
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( ْ 3,0 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 4,0 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

   ℳ3 ℝ جزء مستقر بالنسبة لضرب المصفوفات فً 𝐺بٌن أن 
𝑈:  نعتبر المجموعة  =   𝑧 𝜖 ℂ  ;    𝑧 = 1     

   . ×,∗ℂ   زمرة جزئٌة للزمرة   ×,𝑈 بٌن أن  

𝜑 𝑒𝑖𝜃:    بما ٌلً 𝐺 نحو 𝑈 المعرف من 𝜑نعتبر التطبٌق   = 𝑀𝜃 

   . ×,𝐺   نحو   ×,𝑈  تشاكل تقابلً من  𝜑بٌن أن 

 .  زمرة تبادلٌة  ×,𝐺 إستنتج أن  
 𝑀𝜃 أحسب  

 𝑀𝜃   و  1−
𝑛  مع   𝜖 ℕ∗   

, ℳ3 ℝ نذكر أن    :  المعرفة بما ٌلً 𝐺  حلقة واحدٌة ، و نعتبر المجموعة  ×,+

𝐺 =   𝑀𝜃 =  
1 0 0
0 cos𝜃 − sin𝜃
0 sin 𝜃 cos𝜃

   ;   𝜃 𝜖 ℝ   

,  𝑢,    المستوى منسوب إلى م م م م  𝑣   .  و لكل𝑧 من ℂ\ 𝑖   نضع 𝜑 𝑧 = 𝑖  
𝑧−2𝑖

𝑧−𝑖
    

𝑧𝐴 ذواتا اللحقٌن  𝐵 و 𝐴نعتبر النقطتٌن  = 2𝑖  و  𝑧𝐵 = 𝑖ًعلى التوال    

 . نقطة من المستوى العقدي  𝑀 𝑧و لتكن 

;   𝑧 𝜖 ℂ\ 𝑖 ∀: بٌن أن     𝜑 𝑧  =
𝐴𝑀

𝐵𝑀
   

,𝑧 𝜖 ℂ\ 𝑖 ∀  : بٌن أن  2𝑖   ;  arg 𝜑 𝑧  ≡   𝐵𝑀       ,𝐴𝑀       
          

 +
𝜋

2
   2𝜋  

 و شعاعها 𝐵  التً مركزها  𝒞   تنتمً إلى الدائرة   𝑧 بٌن أنه إذا كانت النقطة  
1

2
 

 .  تنتمً إلى دائرة ٌتم تحدٌدها   𝑀′ 𝜑 𝑧فإن النقطة  

  .𝑀 انطلاقا من النقطة ′𝑀أنشئ النقطة 

 :    المعرفتٌن بما ٌلً 𝐹 و 𝐸حدد طبٌعة كل من المجموعتٌن 
𝐹 =   𝑀 𝑧   ;   𝜑 𝑧  𝜖 𝑖ℝ     و    𝐸 =   𝑀 𝑧   ;    𝜑 𝑧  = 1  

 :  بٌن أن 

  

∀ 𝑧 𝜖 ℂ\ 𝑖    ;    arg 𝜑 𝑧 − 𝑖 ≡ − arg 𝑧 − 𝑖   2𝜋 

∀ 𝑧 𝜖 ℂ\ 𝑖    ;     𝜑 𝑧 − 𝑖 =
1

 𝑧 − 𝑖 
                             

  

= 𝜑 𝑧 المعادلة  ℂحل فً  𝑧 .   لٌكن𝑢 و 𝑣  الحلٌن حٌث ℛ  𝑢 = 1.   

,𝜖 ℂ\ 𝑖,𝑢 لٌكن   𝑣      و نعتبر النقط 𝑀 𝑧   و  𝑀′ 𝜑 𝑧    و  𝐶 𝑢   و  𝐷 𝑣 .   

                    𝑀′𝐷         ,𝑀′𝐶 :  استنتج أن 
 ≡ 𝜋 +  𝑀𝐷       ,𝑀𝐶       

          
   2𝜋    

.  مستقٌمٌة كذلك 𝐷 و 𝐶 و 𝑀 و ′𝑀 مستقٌمٌة فإن النقط 𝐷 و 𝐶 و 𝑀بٌن أنه إذا كانت النقط 

 . متداورة 𝐷 و 𝐶 و 𝑀 و ′𝑀 غٌر مستقٌمٌة فإن النقط 𝐷 و 𝐶 و 𝑀و إذا كانت النقط 

 
𝜑 𝑧 − 𝑢

𝜑 𝑧 − 𝑣
 = − 

𝑧 − 𝑢

𝑧 − 𝑣
   ∶  بٌن أن   
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1 
2 

( ْ 2,0 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

0,50ٌ  

 

𝑧نضع   = 𝑖 + 𝑒𝑖𝜃  حٌث  𝜃 𝜖  
−𝜋

2
;
𝜋

2
 .   

   .𝜃  بدلالة   𝜑 𝑧حدد معٌار و عمدة العدد العقدي  

( ْ 7,0 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ   

 

0,50ٌ  
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0,50ٌ  

= 𝜑 𝑥:   بما ٌلً +ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝜑لتكن   𝑥 ∙ 𝑒−𝑥   

 .ثم اعط تؤوٌلا هندسٌا للنتٌجة المحصل علٌها .  على ٌمٌن الصفر 𝜑أدرس قابلٌة اشتقاق الدالة 
limأحسب النهاٌة        𝑥     و ادرس تغٌرات الدالة  . 

∶  𝐸  المعادلة   +ℝلنحل فً    𝜑 𝑥 = 𝑥.  

+ℝ المعرفة على 𝜓من أجل ذلك نعتبر الدالة العددٌة 
= 𝜓 𝑥:   بما ٌلً ∗ ln 𝑥 + 2𝑥  

𝑥 ∀ :   بٌن التكافإ التالً  > 0   ;   𝜑 𝑥 = 𝑥  ⟺   𝜓 𝑥 = 0   

= 𝑥 بٌن أن المعادلة   ∗ℝ فً  𝛼 تقبل حلا وحٌدا     0
𝐼 ٌنتمً إلى 𝛼و أن   . + =  

2

5
,

1

2
   

⊃ 𝐼 بٌن أن   . 𝐼     ثم بٌن أن   : ∀𝑥𝜖𝐼   ;    𝜑′ 𝑥  ≤
1

8
.   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑢𝑛  𝜖 𝐼.   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ثم بٌن أن     𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

8
 𝑢𝑛 − 𝛼 . 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  استنتج أن     𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤  
1

8
 
𝑛
 𝑢0 − 𝛼 .   

   .𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ ثم احسب نهاٌة المتتالٌة  

𝑢𝑛  بحٌث ٌكون لدٌنا  𝑛حدد أصغر عدد صحٌح طبٌعً  − 𝛼 < 10−4.   

 :     المتتالٌة العددٌة المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ لتكن  
  
𝑢𝑛+1 = 𝜑 𝑢𝑛   ;   ∀ 𝑛 𝜖 ℕ
𝑢0 𝜖 𝐼                                    

  

+𝑡𝜖ℝ∀ :  بٌن أن 
∗    ;  ln 𝑡 ≤ 𝑡 − 1.   

 . متصلة على ٌمٌن الصفر 𝑓بٌن أن 

 . على ٌمٌن الصفر ثم اعط تؤوٌلا هندسٌا للنتٌجة المحصل علٌها 𝑓أدرس قابلٌة اشتقاق الدالة 

lim: أحسب النهاٌة التالٌة   𝑓(𝑥)   

  .+ℝ على 𝑓أدرس تغٌرات الدالة 

,𝒪  فً م م م 𝑓  المنحنى الممثل للدالة  𝒞𝑓 لٌكن   𝑖 , 𝑗  .  

  .1  عند النقطة ذات الأفصول  𝒞𝑓  للمنحنى   𝑇 أكتب معادلة المماس 
  . 𝒞𝑓  و المنحنى  𝑇 أرسم فً نفس المعلم المستقٌم 

 :    بما ٌلً +ℝنعتبر الدالة العددٌة المعرفة على  : الجزء الأول

  
𝑓 𝑥 =

𝑥

𝑥 − ln 𝑥
  ;   ∀ 𝑥 > 0

𝑓 0 = 0                                  

  

∶  𝐸 :   التالٌة  𝐸  المعادلة 2℞نعتبر فً    3𝑥 − 5𝑦 = 13   
  .𝐸 المعادلة 2℞حل فً 

,𝑥 حدد الحلول  𝑦  للمعادلة  𝐸   التً تحقق 
𝑥

𝑦
 𝜖 𝐸.   

5𝑘 :   لدٌنا ℞ من 𝑘بٌن أن لكل  + 1 ∧  3𝑘 − 2 =  𝑘 − 5 ∧ 13   

 :   النظمة التالٌة 2℞حل فً 
3𝑥 − 5𝑦 = 13
𝑥 ∧ 𝑦 = 13   

    

( ْ 4,0 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   
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;𝑥 𝜖  1 ∀:  استنتج أن  +∞   ;   𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 ln 𝑥.   

  1 +
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡  1    و + ln 𝑡 
𝑥

1

𝑑𝑡 ∶ 𝑥  أحسب التكاملٌن   >  لٌكن  0

 ∀ 𝑡 𝜖 ℝ+
∗    ;   𝑡 ≥ 1  ⟹   

𝑡

𝑡 − ln 𝑡
≤ 1 + ln 𝑡   ∶  بٌن أن   

 ∀ 𝑥 𝜖  1; +∞    ;   𝑥 +
 ln 𝑥 2

2
− 1 ≤ 𝐹(𝑥)   ∶  بٌن أن   

اعط تؤوٌلا هندسٌا للتكامل     

. 

  
𝑡

𝑡 − ln 𝑡
 𝑑𝑡

𝑒

1

 

,𝑥 𝜖  1 ∀:  بٌن أن  +∞   ;   𝑓(𝑥) ≥ lim:  ثم استنتج أن 1  𝐹(𝑥) = +∞   

−1

2
≤ lim

𝑥→0+
𝐹(𝑥) ≤ 0  ∶  ثم استنتج أن   

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,25ٌ  

 0,25ٌ  

 0,50ٌ  

0,25ٌ  

 

 

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,25ٌ  

 

  .𝐹أدرس منحى تغٌرات الدالة 

  .𝑥  تبعا لقٌم المتغٌر الحقٌقً 𝐹(𝑥)حدد إشارة  

+ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝐹لتكن  : الجزء الثاني
= 𝐹 𝑥 :     بما ٌلً ∗   

𝑡

𝑡 − ln 𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

∀ 𝑥 𝜖 0,1   ;   0 ≤
𝑥

𝑥 − ln 𝑥
≤ 𝑥  ∶  بٌن أن  

∀ 𝑥 𝜖 0,1   ;   
𝑥2 − 1

2
≤ 𝐹(𝑥) ≤ 0  ∶  استنتج أن  

 .  متتالٌة متقاربة و حدد نهاٌتها 𝑣𝑛 𝑛≥1 بٌن أن    0,50ٌ

𝑥 عددا حقٌقٌا حٌث  𝑥لٌكن  ≥  :      المعرفة بما ٌلً 𝑣𝑛 𝑛≥1 و نعتبر المتتالٌة    . 1

 ∀ 𝑛 ≥ 1   ;   𝑣𝑛 = 1 +  
ln 𝑥

𝑥
 

1

+  
ln 𝑥

𝑥
 

2

+ ⋯+  
ln 𝑥

𝑥
 
𝑛
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,0 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   
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2 
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3 

 أ 4

𝑂 

,𝑓 𝑀 𝑎:   بما ٌلً ℂ نحو 𝐸 المعرف  من 𝑓نعتبر التطبٌق  𝑏  = 𝑎 + 𝑏 + 𝑖𝑏   
   . ×,ℂ   نحو   ×,𝐸  تشاكل تقابلً من  𝑓بٌن أن التطبٌق 

  .2  مجموعة المصفوفات المربعة من الرتبة  ℳ2 ℝلتكن  

,𝐸 بٌن أن    .  زمرة تبادلٌة  +

   . ×, ℳ2 ℝ   جزء مستقر من المجموعة   ×,𝐸 بٌن أن  

,𝐸 بٌن أن    .  حلقة تبادلٌة و واحدٌة  ×,+

𝐼:  نضع  =  
1 0
0 1

𝒪  و    =  
0 0
0 0

 .                  

𝐸 :     المعرفة بـ 𝐸ونعتبر المجموعة  =   𝑀 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 𝑏
−2𝑏 𝑎 + 2𝑏

   ;    𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ2   

  .2008 قاسم أولً للعدد 251بٌن أن العدد 
∶  𝐸 :    التالٌة  𝐸  المعادلة 2℞نعتبر فً    2008 𝑥 + 120𝑦 = 8.  

  .2℞ قابلة للحل فً  𝐸 بٌن أن المعادلة 

  . 𝐸  المعادلة ℂحل فً 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  نضع    𝑢𝑛 = 888⋯ 88       
𝑛  𝑓𝑜𝑖𝑠

   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑢𝑛 =
8

9
 10𝑛 − 1    

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑢𝑛 ≡ 0  2008   ⟺   10𝑛 ≡ 1  251    

;   𝑘𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    10𝑘 ≡ 1  251    

 . فقط 8 ٌقبل مضاعفا ٌكتب فً نطمة العد العشري بالرقم 2008استنتج أن العدد 

,  𝑢,    المستوى منسوب إلى م م م م  𝑣   .  لٌكن𝑎 ًعددا عقدٌا و نعتبر ف ℂ المعادلة 

∶  𝐸 : التالٌة 𝑧ذات المجهول    𝑧2 − 𝑎 𝑧 +  
1

2
+ 𝑖

 3

2
 = 0   

  𝑀2          و    𝑀1       و     𝐴       : و نعتبر النقط التالٌة  .  𝐸  حلً المعادلة 𝑧1  و 𝑧2لٌكن 

+ arg 𝑧1:  بٌن أن  . arg 𝑧2 ≡
𝜋

3
  2𝜋  .   و أن  : 𝑧1 ∙  𝑧2 = 1.   

𝑧1نضع   = 𝑒𝑖𝜃 حٌث  𝜃 ًعدد حقٌق . 

  .𝑧2 الشكل المثلثً للعدد العقدي 𝜃استنتج بدلالة 

𝑎:  بٌن أن  = 2 cos  𝜃 −
𝜋

6
 𝑒

𝑖𝜋

6   

𝑧1:  نفترض فً هذا السإال أن  =
 2

2
 1 + 𝑖  .   و نعتبر فً المستوى التحوٌل𝐹 

= 𝑓 𝑧:   بما ٌلً ℂ نحو ℂ المعرف من 𝑓المرتبط بالتطبٌق   
 3

2
−

1

2
𝑖 𝑧   

  .𝐹حدد طبٌعة و عناصر التحوٌل 
= 𝐹 𝑀1:  بٌن أن  𝑀2.   

 .    𝑀1𝐴𝑀2استنتج طبٌعة الرباعً  

 𝑧2   𝑎   𝑧1  

𝑂 
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( ْ 10 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   
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,𝑎 بٌن أن كل مصفوفة   𝑏   من  𝐸∗ = 𝐸 −  . و حدده ∗𝐸  تقبل مقلوبا فً  0 

,𝐸 استنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة   +,× .   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    𝑀 0,1  
𝑛

= 𝑀 −2 
𝑛+1

2  sin 
 𝑛 − 1 𝜋

4
  ;  2 

𝑛
2 sin  

𝑛𝜋

4
   ∶  بٌن أن  

= 𝜑 𝑥:    بما ٌلً  ℝ المعرفة على 𝜑نعتبر الدالة العددٌة   2 − 𝑥 𝑒𝑥 − 2   

 . ثم ضع جدول تغٌراتها 𝜑أدرس تغٌرات الدالة 

= 𝜑 𝑥بٌن أن  ;1  ٌنتمً إلى 𝛼  تقبل حلا وحٌدا 0 1,59  و أن   ∞+ < 𝛼 < 1,60.   

,𝒪  فً م م م 𝑓  المنحنى الممثل للدالة  𝒞𝑓 و لٌكن   𝑖 , 𝑗   .   حٌث 𝑖  =  𝑗  = 2 𝑐𝑚.   

 . فً الصفر 𝑓أدرس اتصال الدالة 

limبٌن أن    𝑓(𝑥) = lim  ثم احسب النهاٌة التالٌة  0  𝑓(𝑥)    

 . فً الصفر 𝑓أدرس قابلٌة اشتقاق الدالة 

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  و أن  . ∗ℝ قابلة الاشتقاق على 𝑓بٌن أن الدالة    𝑓 ′ 𝑥 =
𝑥  𝜑 𝑥 

 𝑒𝑥−1 2
 

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥   و   lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥    ∶   أحسب النهاٌتٌن  

 :    بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝑓نعتبر الدالة 
  𝑓

 𝑥 =
𝑥2

𝑒𝑥 − 1
  ;   ∀ 𝑥 ≠ 0

𝑓 0 = 0                               

  

= 𝑓 𝛼:  بٌن أن  𝛼 2 − 𝛼  ثم ضع جدول تغٌرات الدالة  𝑓.  

    𝒞𝑓 أدرس الفروع اللانهائٌة للمنحنى  

,𝒪   فً المعلم  𝒞𝑓 أنشئ المنحنى   𝑖 , 𝑗  .  

lim:    ثم احسب النهاٌة التالٌة  𝐺 𝑥أحسب    𝐺 𝑥   

   .+ℝ تزاٌدٌة على  𝐹بٌن أن الدالة 

𝑡 𝜖  ln ∀:  بٌن أن  2 ;  +∞   ;   𝑓 𝑡 ≤ 2 𝑡2 𝑒−𝑡   

  .+ℝ مكبورة على 𝐹استنتج أن الدالة 
lim:   و نضع ∞+ تقبل نهاٌة عند 𝐹نقبل أن الدالة   𝐹 𝑥 = 𝐿 𝜖 ℝ   

𝐺 𝑥 =   𝑡2 𝑒−𝑡 
𝑥

0

𝑑𝑡     و     𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡  ∶  لكل  𝑥  من  +ℝ  نضع   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗  ,  ∀𝑥𝜖ℝ∗   ;   
1

𝑒𝑥 − 1
=

𝑒−𝑛𝑥

𝑒𝑥 − 1
+  𝑒−𝑝𝑥

𝑝=𝑛

𝑝=1

  ∶  بٌن  أن   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗  ,  ∀𝑥𝜖ℝ+   ;    𝑓 𝑡  𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝐹 𝑥 − 𝐼𝑝 𝑥 

𝑝=𝑛

𝑝=1

  ∶  بٌن  أن   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗  ,  ∀𝑥𝜖ℝ∗   ;   0 ≤  𝑓 𝑡  𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
𝛼 2 − 𝛼 

𝑛
  ∶  بٌن  أن   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;   𝐼𝑛 𝑥 =  𝑡2 𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡  ∶  أحسب التكامل  التالً   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;   lim
𝑥→+∞

𝐼𝑛 𝑥   ∶  حدد النهاٌة التالٌة   

ℕ∗ من 𝑛 لكل + →  𝑥  تقبل نهاٌة عند ∞    𝑓 𝑡  𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 ∶   استنتج أن الدالة 

 ة
 ج

 د

I 

2 

1 

3 

II 

1 II 

2 

 أ 3

 ة

IV 

 ج

4 

III 

1 III 

2 

 أ 3

 أ 1

 ة

 ج

 د

 أ 2

 ة

𝑀 𝑎, 𝑏  

𝑥 → +∞ 𝑥 → −∞ 

𝑥 → +∞ 

𝑥 → +∞ 

 ة
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 .  متقاربة ∗𝐿𝑛 𝑛𝜖ℕ بٌن أن المتتالٌة  

′𝐿  متقاربة و أن نهاٌتها هً  ∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ بٌن أن المتتالٌة   =
𝐿

2
.   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;    𝐿𝑛 = lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑡  𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡  ∶    نضع   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;   𝐿 − 𝐿𝑛 = 2  1 +
1

23
+

1

33
+ ⋯+

1

𝑛3
   ∶  بٌن  أن   

   𝑢𝑛 = 1 +
1

23
+

1

33
+ ⋯+

1

𝑛3
  ∶ ∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ   المعرفة بما ٌلً   نعتبر المتتالٌة  
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 3,0 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

  عددٌن نسبٌٌن و غٌر منعدمٌن 𝑏 و 𝑎لٌكن 

𝑎:  بٌن الاستلزام التالً  ∧ 𝑏 = 1  ⟹   𝑎 ∧  𝑏 𝑎 + 𝑏  = 1   

 ∗℞ نعتبر فً  
∶ 𝐸 :    المعادلة التالٌة 2  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 − 31𝑥 = 0.   

,𝑥 و لٌكن   𝑦  حلا للمعادلة   𝐸   نضع 𝑑 = 𝑥 ∧ 𝑦.   

,𝑎 بٌن أنه ٌوجد  𝑏  من  ℞∗ 
𝑎 بحٌث  2 ∧ 𝑏 = 𝑎 31 و  1 − 𝑑𝑎 = 𝑏𝑑 𝑎 + 𝑏 .   

  .𝑑 ٌقسم العدد 𝑎استنتج أن العدد 
𝑎2  غٌر منعدم بحٌث  𝑐بٌن أنه ٌوجد عدد صحٌح طبٌعً  + 𝑏2 + 𝑎𝑏 = 31    

 ∗℞ حل فً   .
   . 𝐸   المعادلة  2

𝐴:  نضع  =  
2 0
−1 1

𝐽  و    =  
1 1
1 1

𝑘  و    =  
1 −1
−1 1

 .   

𝐴2أحسب   − 3𝐴 + 2𝐼 ثم استنتج أن  𝐴  ًتقبل مقلوبا ف  ℳ2 ℝ ,×  وجب تحدٌده  . 

𝐽  و  𝑘2  و  𝐽2أحسب   × 𝑘  و  𝑘 × 𝐽.   

  .𝑘 و 𝐽  بدلالة المصفوفتٌن  𝑀 𝑎أحسب  

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸بٌن أن 

= 𝑓 𝑎:   المعرف بما ٌلً 𝐸 نحو ∗ℝ من 𝑓نعتبر التطبٌق  𝑀 𝑎 .   

   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل تقابلً من  𝑓بٌن أن 

   . ×,𝐸   فً   𝑀 𝑎  ثم حدد مقلوب المصفوفة   ×,𝐸 استنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة  

, ℳ2 ℝ فً الحقلة الواحدٌة   𝐼  التً وحدتها   ×,+ =  
1 0
0 1

   

𝒪و صفرها   =  
0 0
0 0

 :  ، نعتبر المجموعة المعرفة بما ٌلً  

𝐸 =   𝑀 𝑎 =
1

2
 
𝑎 +

1

𝑎
𝑎 −

1

𝑎

𝑎 −
1

𝑎
𝑎 +

1

𝑎

   ;   𝑎 𝜖 ℝ∗   

 .  تقبل حلا حقٌقٌا وجب تحدٌده  𝐸 بٌن أن  

  . 𝐸  المعادلة  ℂ حل فً 

,  𝑢,    المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣   .  و لٌكن𝑟  التطبٌق الذي ٌربط كل نقطة  𝑧   

𝑧1  بحٌث   𝑀1 𝑧1بالنقطة   =  
 2

2
+ 𝑖

 2

2
 𝑧 .   و التطبٌق    الذي ٌربط كل نقطة 

𝑧2      بحٌث 𝑀2 𝑧2بالنقطة   =  2 .   

 :     التالٌة 𝑧 ذات الجهول  𝐸  المعادلة ℂنعتبر فً مجموعة الاعداد العقدٌة 

 𝐸 ∶   𝑧3 +  5 + 𝑖 𝑧2 +  10 + 2𝑖 𝑧 + 8 = 0 
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0,50ٌ  

 

 ة

( ْ 3,0 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

( ْ 7,0 ) : اٌخبِظاٌخّشٌٓ   
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 أ 2

 ة

 أ 3
 ة

 أ 4
 ة

 أ 1
 ة

2 

 أ 3

 ة

 ج

 أ 4

  .𝑔أدرس تغٌرات الدالة 

= 𝑥 بٌن أن المعادلة   ;0  فً 𝛼تقبل حلا وحٌدا     0 1:  و بٌن أن   .  ∞+ < 𝛼 < 2  

+ℝ  على  𝑔(𝑥)استنتج إشارة   .
∗.   

,𝒪  فً م م 𝑓 المنحنى الممثل للدالة  𝒞 و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .  

;0  قابلة الاشتقاق على المجال 𝑓بٌن أن الدالة  𝑓 و احسب   ∞+ ′(𝑥) لكل  𝑥 من ℝ+
∗.  

;0  على المجال  𝑓أدرس تغٌرات الدالة  = 𝛼   و بٌن أن   ∞+
1

4𝛼2 1+𝛼2 
.   

  .1 عند النقطة التً أفصولها  𝒞  للمنحنى  𝑇 اعط معادلة المماس 
𝑥 ∀ :  بٌن أن  > 0   ;  ln 𝑥 ≤ 𝑥 − 1.   

;0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال  𝑔لتكن  = 𝑔 𝑥 :     بما ٌلً  ∞+
1

𝑥2
+ 1 − 4 ln 𝑥 

;0  المعرفة على المجال 𝑓نعتبر الدالة  :     بما ٌلً  ∞+

. 

𝑓 𝑥 =
ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
 

 . و اعط عناصرهما الممٌزة  و 𝑟حدد طبٌعة كل من التطبٌقٌن 

𝐹نضع   =  ∘ 𝑟.   

= 𝑀 بٌن أنه إذا كانت   𝑀′  فإن المثلث    𝒪𝑀𝑀′ قائم الزاوٌة و متساوي الساقٌن  . 

  .𝑀 انطلاقا من النقطة ′𝑀اقترح طرٌقة لإنشاء النقطة 

  :  بما ٌلً 𝐴𝑛 𝑛𝜖ℕ  عددا صحٌحا طبٌعٌا ، و نعرف النقط 𝑛لٌكن 
𝐴𝑛+1 = 𝐹 𝐴𝑛        

𝑎𝑓𝑓 𝐴0 = −1 + 𝑖
     

,  𝒪,𝑢 ضع فً المعلم  𝑣   النقط 𝐴0 و 𝐴1 و 𝐴2 و 𝐴3 و 𝐴4.  

 . مستقٌمٌة 𝐴𝑛 و 𝐴0 و 𝒪 التً ٌكون من أجلها تكون النقط 𝑛ما هً قٌم العدد الصحٌح الطبٌعً 

′𝑧 فإن  𝐹  بالتطبٌق 𝑀(𝑧)  هً صورة  𝑀′(𝑧′)بٌن أنه إذا كانت   =  1 + 𝑖 𝑧.   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑈𝑛 =
1

2
 𝑒2 − 

2𝑘

𝑘!

𝑘=𝑛

𝑘=0

     ∶  بٌن أن  

lim
𝑛∞

  
2𝑘

𝑘!

𝑘=𝑛

𝑘=0

     ∶   و استنتج قٌمة النهاٌة  

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    2 𝐼𝑛+1 =  𝑛 + 1  𝐼𝑛 − 1.   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    
1

𝑛+1
≤ 𝐼𝑛 ≤

𝑒2

𝑛+1
. 

   lim 𝑛𝐼𝑛    𝑒𝑡   lim 𝐼𝑛:   استنتج النهاٌتٌن التالٌتٌن 

𝑈𝑛:   نضع ∗ℕ من 𝑛لكل  =  
2𝑛

𝑛 !
 𝐼𝑛   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    
2𝑛−1

𝑛 !
≤ 1 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  استنتج أن    𝑈𝑛 ≤
2𝑒2

𝑛+1
   

   lim 𝑈𝑛:  استنتج النهاٌة التالٌة 

𝐼𝑛 :    نعتبر التكامل التالً 𝑛لكل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  =   1 − 𝑥 𝑛  𝑒2𝑥
1

0

𝑑𝑥 

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑈𝑛+1 = 𝑈𝑛 −
2𝑛

 𝑛 + 1 !
    ∶  بٌن أن  

I 

I 1 أ 
 ة

 ج

 أ 2
 ة

 أ 3
 ة

𝐹 

𝑛∞ 

𝑛∞ 𝑛∞ 

𝑔 

𝑓 
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0,50ٌ  

  . 𝑇   و المماس  𝒞 أدرس الوضع النسبً للمنحنى  

,𝒪  فً المعلم     و   أرسم  𝑖 , 𝑗    حٌث  𝑓 𝛼 ≈ 𝛼  و  0,04 ≈ 1,45  

=  𝑗 و   =  𝑖 و     10 1.   

;0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐹بٌن أن الدالة  = 𝐹′ 𝑥:  و أن   .  ∞+
 1−𝑥2 ln 𝑥

 1+𝑥2 2
   

  .𝐹ضع جدول تغٌرات الدالة 

;0  المعرفة على 𝐹نعرف الدالة العددٌة  = 𝐹 𝑥 :     بما ٌلً  ∞+  𝑓(𝑡)
𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝐹 𝑥 =
1

2
 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

𝑥
 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  +  

𝑥 ln 𝑥

1 + 𝑥2
     ∶  بٌن أن  

lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) lim    و    
𝑥→0+

𝐹 𝑥     ∶  استنتج النهاٌتٌن التالٌتٌن  

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝑓 𝑥 −
1

4
 𝑥 − 1 ≤  𝑥 − 1  

4 −  1 + 𝑥2 2

4 1 + 𝑥2 2
 : استنتج أن   
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 الامتحـــــــاٌ الأبيض الموحد 
 لييل ظهادة البكالوريـــــــــــــا

 2007مديية إىسكـــــــــــاٌ  
 

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الامتحانات

  مــــادة الريــــــــــــــاضيات
 ظعبة العــلوو الرياضية أ و ب

 9: المعــــــــــــــــــــــــــــــامل 
 أربع شاعـــــات: مدة الانجــاز 
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 2,75 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 4,0 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

 . أولً 2003بٌن العدد 

∶  𝐸 :    التالٌة  𝐸   المعادلة 2℞حل فً     123𝑥 + 2003𝑦 = 1    

𝑘0 123:   بحٌث 𝑘0استنتج عددا صحٌحا معلوما   ≡ 1  2003 .   

123𝑥:   عدد نسبً 𝑘بٌن التكافإ التالً حٌث  ≡ 456 2003  ⟺ 𝑥 ≡ 456𝑘0 2003    

123𝑥:   مجموعة حلول المعادلة التالٌة ℞حدد فً  . ≡ 456 2003  

1:   ٌحقق 𝑛بٌن أنه ٌوجد عدد طبٌعً وحٌد  ≤ 𝑛 < 123𝑛  و  2003 ≡ 456 2003 .   

1 عددا صحٌحا طبٌعٌا بحٌث  𝑎لٌكن  ≤ 𝑎 < 2003.   

𝑎𝑚:   بحٌث 𝑚بٌن أنه ٌوجد عدد صحٌح طبٌعً  ≡ 1  2003 .   

𝑎𝑥: المعادلة التالٌة ℞حل فً   . ℞ 𝑏 𝜖لٌكن   ≡ 𝑏  2003     
2 !2002 :  استنتج أن  ≡ 1  2003    

,  𝑢,    المستوى العقدي منسوب إلى م م م م  𝑣   .  لتكن𝑀 و 𝑁 و 𝑃 ثلاث نقط مختلفة 

  .𝑝 و 𝑛 و 𝑚ألحاقها على التوالً 

𝑖:   إذا وفقط إذا كان 𝑁بٌن أن المثلث         قائم الزاوٌة فً   
𝑝−𝑛

𝑚−𝑛
  𝜖 ℝ∗   

;𝜖 ℂ∗\ −1 لٌكن    . على التوالً 𝑃 و 𝑁 و 𝑀 ألحاق 𝑧4 و 𝑧2 و 𝑧    و نعتبر فٌما ٌلً  1

 . مختلفة مثنى مثنى 𝑃 و 𝑁 و 𝑀تحقق من أن النقط 

  Γ  تنتمً إلى المنحنى 𝑀 إذا وفقط إذا كانت النقطة 𝑁بٌن أن المثلث       قائم الزاوٌة فً 

∶ Γ :  الذي معادلته   𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥 =  .  محروما من نقطتٌن وجب تحدٌدهما 0

 . و عناصره الممٌزة  Γ حدد طبٌعة المنحنى 
   Γ أنشئ المنحنى  

,𝐸 استنتج أن    .  حلقة  ×,+

𝐸:    نعتبر المجموعة التالٌة    =   𝑀 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 −𝑏

3𝑏 𝑎 − 2𝑏
   ;    𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ2     

,𝐸 بٌن أن    .  زمرة تبادلٌة  +

   . ×,𝐸   جزء مستقر فً  ∗𝐸بٌن أن  

   . ×,∗ℂ   نحو   ×,∗𝐸  تشاكل تقابلً من  𝜑بٌن أن 

,𝐸 بٌن أن    .  جسم تبادلً  ×,+

∀  𝑎, 𝑏, 𝑐,𝑑  𝜖 ℝ4  ;   𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑 = 𝑀 𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑 ;𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑   بٌن أن: 

∗𝐸نضع   = 𝐸\ 𝑀 0,0   و نعتبر التطبٌق  𝜑 ًالمعرف بما ٌل    : 𝜑 ∶   𝐸∗  →  ℂ∗                                         

𝑀 𝑎, 𝑏   →    𝑎 − 𝑏 + 𝑖 𝑏 2
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1 

 ة

2 

I 

( ْ 9,75 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

𝑥∀ :  باستعمال مبرهنة المتوسط بٌن أن  ≥ 1   ∃cϵ 1, 𝑥2  ∶ 𝐹 𝑥 =  𝑥2 − 1 𝑓(𝑐) 

𝑥∀ :  بٌن أن  ≥ 1    ;    𝑥2 − 1 𝑓(1) ≤ 𝐹 𝑥 ≤  𝑥2 − 1 𝑓(𝑥2)   

lim:  و استنتج النهاٌة التالٌة   𝐹 𝑥   

limحدد النهاٌة     
𝐹(𝑥)

𝑥
  ∞+  بجوار  𝒞𝐹   و استنتج الفرع اللانهائً للمنحنى   

 . و اعط جدول تغٌراتها 𝐹حدد الدالة المشتقة للدالة 

  .1  عند النقطة التً أفصولها  𝒞𝐹 اعط معادلة نصف المماس للمنحنى  

   . 𝒞𝐹 أنشئ المنحنى  

 .  تزاٌدٌة قطعا ∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ بٌن أن المتتالٌة  

   . lim 𝑢𝑛 ثم حدد النهاٌة  𝑛  بدلالة 𝑢𝑛استنتج  

,1  المعرفة على المجال 𝐹نعتبر الدالة  : الجزء الثالث = 𝐹 𝑥 :    بما ٌلً  ∞+  𝑓(𝑡)
𝑥2

1

𝑑𝑡 

𝑢𝑛 :      المعرفة بما ٌلً ∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ نعتبر المتتالٌة   : الجزء الرابع =   
𝑓(𝑡)

𝑡3
 

1

1
𝑛

𝑑𝑡 

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑢𝑛 =   1 −
𝑒𝑡

1 + 𝑒𝑡
 

𝑛

1

𝑑𝑡  بٌن أن: 

= 𝑓 𝑥    ، بٌن أن المعادلة  ∗𝜖 ℕ لٌكن   𝑛 تقبل حلا وحٌدا  𝛼𝑛  ًف ℝ+
∗.   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝛼𝑛 > 𝑛 .    و استنتج النهاٌةlim 𝛼𝑛    

  .∗ℝ على 𝑔أدرس تغٌرات الدالة 

  .∗ℝ على 𝑔(𝑥)استنتج إشارة 

,𝒪  فً م م م 𝑓 المنحنى الممثل للدالة  𝒞𝑓 و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .  

lim:  أحسب النهاٌتٌن التالٌتٌن   𝑓(𝑥) lim    و     𝑓(𝑥)   

 . متصلة فً الصفر 𝑓بٌن أن الدالة 

 . فً الصفر ثم اعط تؤوٌلا هندسٌا للنتٌجة 𝑓أدرس اشتقاق الدالة 

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :   و أن ∗ℝ قابلة للاشتقاق على 𝑓بٌن أن    𝑓 ′ 𝑥 =
𝑔(𝑥)

 1+𝑒
1
𝑥 

2   

  .𝑓اعط جدول تغٌرات الدالة 

𝑦بٌن أن المستقٌم  =
1

2
𝑥 −

1

4
  .∞−  و بجوار ∞+ بجوار   𝒞𝑓   مقارب مائل للمنحنى 

,𝒪   فً م م م  𝒞𝑓 أنشئ   𝑖 , 𝑗  .  

= 𝑔 𝑥 :  كما ٌلً ∗ℝ المعرفة على 𝑔نعتبر الدالة العددٌة  :  الجزء الأول 1 +  1 +
1

𝑥
 𝑒

1
𝑥  

 : بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝑓نعتبر الدالة العددٌة  : الجزء الثاني
  
𝑓 𝑥 =

𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥

  ;   ∀ 𝑥 ≠ 0

𝑓 0 = 0                              
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 2,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

𝑝 عددا أولٌا بحٌث  𝑝لٌكن  ≥ 𝑝  و  5 ≠ 2011.   
∗ℕنعتبر فً المجموعة   × ℕ∗ المعادلة التالٌة    : 𝐸  ∶    𝑝𝑥 + 𝑦𝑝−1 = 2011.   

 . عدد أولً 2011تحقق أن العدد 

,𝑥 نفترض أن   𝑦  حل للمعادلة   𝐸 .  

  .𝑦 لا ٌقسم العدد 𝑝بٌن أن العدد 

  .𝑝 ثم حدد قٌم العدد 2010 ٌقسم العدد 𝑝استنتج أن 
,𝑥 حدد الزوج   𝑦   فً حالة  𝑝 = 67.   

∗ℕحل فً   × ℕ∗ المعادلة   𝐸   فً الحالة 𝑝 = 5.   

   .𝐼 𝜖 𝐵  و  𝐼 𝜖 𝐴:  تحقق أن 
𝑀𝑎  ∀:  بٌن أن  ,𝑀𝑏  𝜖 𝐴2  ;   𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 = 𝑀𝑎+𝑏.   

 .  زمرة تبادلٌة  ×,𝐴 بٌن أن  

𝐸:  نعتبر المجموعة  التالٌة  =   𝑀𝑎 =  
𝑒𝑎 𝑎𝑒𝑎

0 𝑒𝑎
   ;   𝑎 𝜖 ℞  .   

   . ×,𝐴   زمرة جزئٌة للزمرة   ×,𝐸 بٌن أن  

𝑀𝑎لكل    𝜖 𝐴  نضع   𝑀𝑎 
0 = 𝐼  و   𝑀𝑎 

−𝑛 =   𝑀𝑎 
−1 𝑛  

;   𝑛𝜖ℕ∀ و       𝑀𝑎 
𝑛+1 =  𝑀𝑎 

𝑛 × 𝑀𝑎.    

 𝑀𝑎  صٌغة  𝑘 و 𝑎حدد بدلالة 
𝑘  حٌث   𝜖 ℞.     

   .  ×, ℳ2 ℝ بٌن أن      جزء مستقر من  

 ℳ2 ℝ  نذكر أن  2 هً مجموعة المصفوفات المربعة من الرتبة ،  ℳ2 ℝ ,   حلقة  ×,+

𝐼واحدٌة وحدتها المصفوفة   =  
1 0
0 1

, ℳ2 ℝ و أن    .   .   فضاء متجهً حقٌقً  ×,+

𝐴 : نعتبر المجموعتٌن التالٌتٌن  =   𝑀𝑎 =  
𝑒𝑎 𝑎𝑒𝑎

0 𝑒𝑎
   ;   𝑎 𝜖 ℝ   

𝐵 =   𝑁𝑏 =  
1 ln 𝑏
0 1

   ;   𝑏 𝜖 ℝ+
∗    

+ℝ بٌن أن  
∗   . ×,𝐵 ثم استنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة .   متشاكلتان تقابلٌا  ×,𝐵   و   ×,

𝐴هل المجموعة   ∪ 𝐵 فً ×   مستقرة بالنسبة للضرب ℳ2 ℝ  ؟ و علل الجواب . 

  . 𝐸  المعادلة ℂحل فً 

𝑚نؤخذ فً هذا السإال   =  1 + 𝑖  و لٌكن  𝑧1 و 𝑧2 حلً المعادلة  𝐸   بحٌث  𝑧1 <  𝑧2    

 . على الشكل المثلثً 𝑧2 و 𝑧1أكتب كلا من 

 ، ثم استنتج على الشكل الجبري الجذرٌن 2  هو جذر مكعب للعدد  𝑧1− تحقق من أن  

  .𝑧2المكعبٌن الآخرٌن للعدد 

 :   المعادلة التالٌة ℂ عددا عقدٌا غٌر منعدم ، و نعتبر فً 𝑚لٌكن 

 𝐸  ∶   𝑧2 −  3𝑚 − 2𝑖 𝑧 + 2𝑚2 − 4𝑚𝑖 = 0 
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0,50ٌ  

1 

 ة

3 

( ْ 11) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   
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,  𝑢,      منسوب إلى م م م م  𝒫 المستوى العقدي   𝑣   .  لتكن𝐴 و 𝐵 و 𝐶 النقط التً ألحاقها 

𝑚 و 2𝑚 و 𝑖: على التوالً  − 2𝑖 .  و نفترض أن العدد𝑚 لٌس تخٌلٌا صرفا . 

 . غٌر مستقٌمٌة 𝐶 و 𝐵 و 𝐴بٌن أن النقط 
  متساوي الساقٌن و قائم 𝐵𝐶𝐷 بحٌث ٌكون المثلث  𝐷  ، ننشئ النقطة 𝐴𝐵𝐶خارج المثلث  

  .𝐷 لحق النقطة 𝑑و لٌكن  . 𝐷الزاوٌة فً 

 .  مربعا 𝐴𝐵𝐷𝐶 لكً ٌكون الرباعً  𝑚حدد 

𝑑 =
3𝑚 + 𝑖𝑚 − 2 − 2𝑖

2
𝑑     أو      =

3𝑚 − 𝑖𝑚 + 2 − 2𝑖

2
  ∶   بٌن أن   

  .ℝ من 𝑥 لكل (𝑥)′ و احسب ℝ قابلة للاشتقاق على 𝑔بٌن أن 

  .𝑔ضع جدول تغٌرات الدالة 

limأحسب النهاٌتٌن    𝑔(𝑥)  و  lim  
𝑔(𝑥)

𝑥
  .∞+  استنتج طبٌعة الفرع اللانهائً بجوار 

𝐼 =   
2 ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡  ∶   احسب التكامل التالً   

 ∀𝑥 ≥ 1   ;   𝑔 𝑥 − 𝑔 1 =  ln 𝑥 2 +  
1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2
 

𝑥

1

𝑑𝑡  ∶    استنتج أن  

 ∀𝑥 ≥ 0   ;  ln 1 + 𝑥 ≤ 𝑥  ∶     بٌن أن  

 ∀𝑥 ≥ 1   ;   0 ≤  
1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2
 

𝑥

1

𝑑𝑡 ≤
1

2
  ∶    استنتج أن  

 . فردٌة 𝜑تحقق أن الدالة 

 . و قابلٌة اشتقاقها فً الصفر 𝜑أدرس اتصال الدالة 

;   ∗𝑡𝜖ℝ∀ :  بٌن أن    𝜑′(𝑡) =
1

𝑡2
 𝑓 𝑡2    

= 𝜑  𝛼:   و بٌن أن 𝜑استنتج جدول تغٌرات الدالة 
2 𝛼

1+𝛼
  

= 𝑔 𝑥:   بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝑔نعتبر الدالة العددٌة  ∫ 𝜑 𝑡 
𝑥

0
𝑑𝑡   

 . دالة زوجٌة 𝑔بٌن أن 

𝜑   :   بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝜑نعتبر الدالة العددٌة 
 𝑡 =

ln 1 + 𝑡2 

𝑡
  ;   ∀ 𝑡 ≠ 0

𝜑 0 = 0                                    

  

  :الجزء الثاني

,𝒪   منحناها فً م م م  𝒞 و لٌكن   𝑖 , 𝑗  .  

  : الجزء الأول

lim:  أحسب النهاٌتٌن التالٌتٌن  𝑓(𝑥)  و  lim 𝑓(𝑥) و استنتج الفروع اللانهائٌة   . 

 . و ضع جدول تغٌراتها 𝑓أدرس تغٌرات الدالة 

= 𝑓 𝑥بٌن أن المعادلة   𝛼 بحٌث  𝛼 و 0  تقبل حلٌن 0 >         على     و استنتج إشارة    . 1

    𝒞 أنشئ المنحنى  

  .4 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر من أو ٌساوي 𝑛لٌكن 

= 𝑥 بٌن أن المعادلة  
1

𝑛
   . 0,1  فً المجال  𝑛   تقبل حلا وحٌدا 

 .و استنتج أنها متقاربة و حدد نهاٌتها .   تناقصٌة قطعا 𝑢𝑛 𝑛≥4 بٌن أن المتتالٌة  

;1−  المعرفة على المجال  𝑥 للمتغٌر الحقٌقً 𝑓نعتبر الدالة العددٌة   :     بما ٌلً  ∞+

𝑓 𝑥 =
2𝑥

1 + 𝑥
− ln 1 + 𝑥  

 أ

 ج

 أ
 ة
 ج

 د

 أ 2
 ة

 أ 1
 ة

 ج

 د

 أ 2
 ة
 ج

 3 أ

 ة

 ج

 د

 ٘ـ

𝑂 

𝑓 𝑥  

𝑥 → +∞ 𝑥 →  −1 + 

 −1, +∞  

𝑓 𝑢 

𝑔 

𝑥 → +∞ 𝑥 → +∞ 
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 ة

2 
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   . 0,1  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن 

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   
1

1 + 𝑥
=   −1 𝑘  𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

+
 −1 𝑛+1 ∙ 𝑥𝑛+1

1 + 𝑥
  ∶    بٌن أن  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;  ln 1 + 𝑥 =  
 −1 𝑘−1 𝑥𝑘

𝑘

𝑛+1

𝑘=1

+  −1 𝑛+1  
𝑡𝑛+1

1 + 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡  ∶    بٌن أن  

𝑓 𝑥 =   −1 𝑘−1  
2𝑘 − 1

𝑘
 

𝑛+1

𝑘=1

 𝑥𝑘 +
2 −1 𝑛+1𝑥𝑛+2

1 + 𝑥
+  −1 𝑛+2  

𝑡𝑛+1

1 + 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡  ∶    استنتج أن  

0 ≤  
𝑡𝑛+1

1 + 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 𝑥𝑛+2   ∶    بٌن أن  

lim
𝑛∞

  
𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 = 0  ∶     استنتج أن  

∀ 𝑥 𝜖  0,1    ;    𝑓 𝑥 = lim
𝑛∞

   −1 𝑘−1  
2𝑘 − 1

𝑘
  𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

   ∶    بٌن أن  

;   ∗𝑘𝜖ℕ∀ :  بٌن أن   ln 1 + 𝑘 − ln 𝑘 <
1

𝑘
   

;   ∗𝑘𝜖ℕ∀ :  استنتج أن    2 ln 𝑘 + 2 − 3 ln 1 + 𝑘 + ln 𝑘 < 𝑓  
1

𝑘
    

;   ∗𝑘𝜖ℕ∀ :  و أن     2 ln  
𝑘+2

𝑘+1
 − ln  

1+𝑘

𝑘
 < 𝑓  

1

𝑘
  

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  استنتج أن   ln  
 𝑛+2 2

4 𝑛+1 
 < 𝑆𝑛  ثم احسب النهاٌة  lim 𝑆𝑛    

𝑆𝑛 :      المعرفة بما ٌلً 𝑆𝑛 𝑛≥1 نعتبر المتتالٌة   : الجزء الثالث =  𝑓 
1

𝑘
 

𝑛

𝑘=1

 

  : الجزء الرابع

1 

1 

2 

3 

 أ 4

 ج

𝑛∞ 
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 6,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   
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,  𝑢,   المستوى منسوب إلى م م م م  𝑣   .  لٌكن𝑚 عنصرا من ℂ∗ فً نعتبر  وℂ  المعادلة 𝐸  

∶  𝐸 :   التالٌة 𝑧ذات المجهول    𝑧2 −  2 −  3 + 𝑖 𝑚𝑧 + 2 𝑖 −  3 𝑚2 = 0   

= ∆ هو    بٌن أن ممٌز المعادلة   2 +  3 − 𝑖 
2

 𝑚2.   

  . 𝐸  المعادلة ℂحل فً 

≡ arg 𝑧1 حٌث   𝐸  حلً 𝑧2 و 1لٌكن  arg 𝑚   2𝜋  .    أكتب
𝑧2

𝑧1
  على شكله الأسً 

. 
′𝑧  بحٌث  𝑀′(𝑧′)  بالنقطة        الذي ٌربط النقطة  𝐹نعتبر التطبٌق  = 𝑒

 
5𝑖𝜋

6
 
 𝑧.   

 .  و عناصره الممٌزة 𝐹حدد طبٌعة التطبٌق  
Ω 1 التً مركزها   𝒞 حدد صورة الدائرة  + 𝑖  بالتطبٌق 2  و شعاعها 𝐹.  

    بحٌث   𝑀𝑛 𝑧𝑛 نربط النقطة  𝑛لكل عدد صحٌح طبٌعً 
𝑀𝑛+1 = 𝐹 𝑀𝑛   ;    ∀𝑛𝜖ℕ 

𝑎𝑓𝑓 𝑀0 = 𝑖 = 𝑧0               
  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝑧𝑛 = 𝑒
𝑖 
𝜋

2
+

5𝜋𝑛

6
 

   

;  𝑛,𝑝  𝜖 ℕ2  ∀:  بٌن أن    𝑀𝑛 = 𝑀𝑝   ⟺   𝑛 ≡ 𝑝  12    

 ℳ2 ℝ  نذكر أن  2  هً مجموعة المصفوفات المربعة من الرتبة ،  ℳ2 ℝ ,   حلقة  ×,+

𝐼واحدٌة وحدتها المصفوفة   =  
1 0
0 1

, ℳ2 ℝ   و أن     .   فضاء متجهً حقٌقً  ∙,+

𝐽نضع   =  
0 −1
1 1

   .𝐼 𝜖 𝐸    و أن    𝜖 𝐸 تحقق أن    .  

, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸بٌن أن  +    

𝐽2:  تحقق أن  = 𝐽 − 𝐼.   

    ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من المجموعة  𝐸استنتج أن 

,𝐸 بٌن أن    .  حلقة تبادلٌة و واحدٌة  ×,+

𝑥2:   ، بٌن التكافإ التالً 𝑦 و 𝑥لكل عددٌن حقٌقٌٌن  + 𝑥𝑦 + 𝑦2   ⟺   𝑥 = 𝑦 = 0 

,𝑥 لٌكن   𝑦  𝜖 ℝ2∗  و نضع  ∆ = 𝑥2 + 𝑦𝑥 + 𝑦2 .   

,𝐸 استنتج أن    .  جسم تبادلً  ×,+

𝐹نضع   =  ℝ∗ 
 :    المعرف بما ٌلً ⊺ بقانون التركٌب الداخلً 𝐹  و نزود 2

,𝜑 𝑥:   بما ٌلً 𝐸 نحو 𝐹 المعرف من 𝜑و نعتبر التطبٌق  𝑦 = 𝑀 𝑥,𝑦    

   . ×,𝐸   نحو   ⊺,𝐹  تشاكل تقابلً من  𝜑بٌن أن التطبٌق 

   . ⊺,𝐹 استنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة  

∀  𝑥,𝑦  𝜖 𝐹  ;   ∀  𝑎, 𝑏  𝜖 𝐹  ;   𝑥, 𝑦 ⊺  𝑎, 𝑏 =  𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 ; 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 𝑏𝑦  

𝐸 =   𝑀 𝑥,𝑦 =  
𝑥 −𝑦
𝑦 𝑥 + 𝑦   ;    𝑥, 𝑦  𝜖 ℝ2    نعتبر المجموعة𝐸 التالٌة : 

,𝑀 𝑥:  أحسب الجداء التالً  𝑦 × 𝑀 
𝑥+𝑦

∆
 ;  

−𝑦

∆
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0,50ٌ  

2 

 ج

1 

( ْ 10  ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

∶  𝐸 :   التالٌة  𝐸   المعادلة 2℞حل فً المجموعة     12𝑥 − 5𝑦 = 3   

 منتمٌة إلى 𝑛 التً من أجلها تكون النقط 𝑛استنتج مجموعة الأعداد الصحٌحة الطبٌعٌة 

 .نصف المحور الحقٌقً الموجب 

∶ 𝑆 :   التالٌة  𝑆  النظمة ℞نعتبر فً     
𝑥 ≡ 0  12 

𝑥 ≡ 3  5   
    

𝑘0 لٌكن   , 𝑙0  حلا خاصا للمعادلة   𝐸 .  

𝑥0بٌن أن العدد   = 12𝑘0 = 5𝑙0 +   . 𝑆   حل خاص للنظمة 3

𝑥 إذا و فقط إذا كان   𝑆  حل للنظمة 𝑥بٌن أن  = 𝑥0  60 .   

   . 𝑆  النظمة  ℞حل فً 

𝑅𝑛:  حدد المجموعة التالٌة  =   𝑛 𝜖 ℕ   ;    𝑀𝑛 = 𝑀0   𝑒𝑡   𝑛 ≡ 3  5    

,0  المعرفة على 𝑓𝑛نعتبر الدالة  ;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :    بما ٌلً  ∞+   𝑓𝑛 𝑥 =  𝑥 − 1 𝑛 ln 𝑥   

,𝒪  فً م م م 𝑓𝑛  المنحنى الممثل لكل دالة  𝒞𝑛 و لٌكن   𝑖 , 𝑗  .  

,  ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  نضع  : الجزء الأول  ∀ 𝑥 > 0   ;   𝑔𝑛 𝑥 = 𝑛 ln 𝑥 + 1 −
1

𝑥
 

,0  على المجال  𝑔𝑛أدرس تغٌرات الدالة  +∞ .   

𝑥   و استنتج إشارة الكمٌة   𝑔𝑛 1أحسب   − 1 𝑔𝑛 𝑥   0   على المجال, +∞ .   

𝑥 ∀ :  بٌن أن  > 0   ;   𝑓𝑛
′ 𝑥 =  𝑥 − 1 𝑛−1 𝑔𝑛 𝑥    

,0  على المجال  𝑓𝑛أدرس تغٌرات الدالة  +∞    

   . 𝒞𝑛 أدرس الفروع اللانهائٌة للمنحنى  

   . 𝒞𝑛+1   و   𝒞𝑛 أدرس الوضع النسبً للمنحنٌٌن  

,𝒪   فً نفس المعلم   𝒞2   و   𝒞1 أنشئ   𝑖 , 𝑗  .   
    𝒞2   و  𝒞1 أحسب مساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن المنحنٌٌن  

𝑥و المستقٌمٌن ذوا المعادلتٌن   = 𝑥  و  1 = 𝑒.   

∪ 0,1  المعرفة على  𝐹نعتبر الدالة العددٌة  : الجزء الثاني  1;  :   بما ٌلً  ∞+

  
𝐹 𝑥 =   

𝑓1 𝑡 

 𝑡 − 1 4
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡     ;       
𝑥 > 0
𝑥 ≠ 1

 

𝐹 0 = 0                                                       

  

∀ 𝑥 𝜖  0,1   ;   2 ln 𝑥  
1

 𝑡 − 1 3
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ ln 𝑥 
1

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 ∶   بٌن أن 

 . على ٌمٌن الصفر 𝐹أدرس اتصال الدالة 

limأحسب النهاٌة التالٌة    𝐹 𝑥  و اعط تؤوٌلا هندسٌا لها  . 

ل النتٌجة هندسٌا .  على ٌمٌن الصفر 𝐹أدرس اشتقاق الدالة   .ثم أوِّ

lim:  استنتج النهاٌتٌن التالٌتٌن   𝐹 𝑥    و    lim  𝐹(𝑥)   

,1   و   0,1  على كل من المجالٌن  𝐹أدرس اشتقاق الدالة  +∞ .   

𝑥 ∀ :  لاحظ أن  ) . 𝐹إعط جدول تغٌرات الدالة  > 0   ;   𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 + 1 ≥ 0  ) 

,𝒪  فً م م م 𝐹أرسم منحنى الدالة  𝑖 , 𝑗  .  

 
1

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 ∶   احسب التكامل التالً    

∀ 𝑥 𝜖  0,1   ;   
 𝑥2 + 2𝑥 ln 𝑥

 𝑥2 − 1 2
≤ 𝐹(𝑥) ≤

 𝑥2 + 2𝑥 ln 𝑥

2 𝑥2 − 1 2
 ∶     استنتج  أن   

 ∀ 𝑥 > 1   ;   
 𝑥2 + 2𝑥 ln 𝑥

2 𝑥2 − 1 2
≤ 𝐹(𝑥) ≤

 𝑥2 + 2𝑥 ln 𝑥

 𝑥2 − 1 2
 ∶     بٌن  أن   
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;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن     𝑛 + 1  𝐼𝑛 = ln 2 − 𝐽𝑛+1   

𝐼𝑛  : الجزء الثالث =  𝑓𝑛 𝑡 
2

1

𝑑𝑡      𝐽𝑛 =  
 𝑡 − 1 𝑛

𝑡

2

1

𝑑𝑡   ∶   لكل  𝑛  من  ∗ℕ  نضع   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;     
 𝑡 − 1 𝑛+1

𝑡2

2

1

𝑑𝑡 =  𝑛 + 1  𝐽𝑛 −
1

2
  ∶    بٌن أن   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;     
1

2 𝑛 + 1 
≤ 𝐽𝑛 ≤

1

𝑛 + 1
  ∶     استنتج أن   

lim
𝑛∞

𝐽𝑛 lim     و    
𝑛∞

  𝑛 + 1  𝐼𝑛 lim    و   
𝑛∞

 𝐼𝑛     ∶      أحسب النهاٌات  التالٌة   
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( ْ 5,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   

( ْ 4,5 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

∶ 𝐸 :    المعادلة التالٌة ℂنعتبر فً     109𝑥 − 226𝑦 = 1    
   .2℞ قابلة للحل فً    و استنتج أن  . 226 و 109حدد القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 

141   هً مجموعة الأزواج    بٌن أن مجموعة حلول المعادلة  + 226         ;  68 + 109𝑘    

 . عدد نسبً 𝑘حٌث 

 . عدد أولً 227بٌن أن العدد 

 و عدد 226 أصغر من أو ٌساوي 𝑑استنتج أنه ٌوجد عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم وحٌد 

109𝑑:  بحٌث 𝑒صحٌح طبٌعً غٌر منعدم وحٌد  = 1 + 226𝑒 (  قٌمتً ٌجب تحدٌد𝑑 و 𝑒 ) 

𝐴:  نضع  =   0; 1; 2;⋯ ; 226  .   

 :   بما ٌلً 𝐴 نحو 𝐴 المعرفٌن من 𝑔 و 𝑓نعتبر التطبٌقٌن 

 𝑓(𝑎)  هو باقً القسمة الأقلٌدٌة للعدد 𝑎109 227  على العدد.  

 𝑔(𝑎)  هو باقً القسمة الأقلٌدٌة للعدد 𝑎141 227  على العدد.  
=  𝑔 𝑓 0:  تحقق أن  0   

;   𝑎 𝜖 𝐴\ 0 ∀:  بٌن أن    𝑎226 ≡ 1  227    

;   𝑎𝜖𝐴∀ :  بٌن أن    𝑓 𝑔 𝑎  = 𝑎 .   و بٌن أن  : ∀𝑎𝜖𝐴   ;   𝑔 𝑓 𝑎  = 𝑎   

  .𝑔 و 𝑓ماذا ٌمكن أن نستنتج بخصوص الدالتٌن 

,  𝑢,     منسوب إلى م م م م  𝒫 المستوى العقدي   𝑣   .  نعتبر النقطة𝐴  ذات اللحق 𝑎 =
2

 3
  

𝑧 ذات اللحق  𝑀نربط كل نقطة  . = 𝑥 + 𝑖𝑦  حٌث   𝑥, 𝑦  𝜖 ℝ2  بالنقطة  𝑀′ ذات اللحق  

𝑧′ =
 3

2
+ 𝑖𝑦 .    و نعتبر المجموعة𝐸 =   𝑀𝜖 𝒫   ;    3 𝑀𝐴 = 2𝑀𝑀′     

𝐸:  بٌن أن  =   𝑀 𝑥, 𝑦  𝜖  𝒫   ;    𝑥,𝑦  𝜖 ℝ2   𝑒𝑡   𝑥2 − 3𝑦2 = 1     

= 𝑓 𝑥:  نضع   
𝑥2−1

3
,  𝒪,𝑢  فً م م م 𝑓  المنحنى الممثل للدالة  𝒞𝑓   و   𝑣   .  

 . دالة زوجٌة 𝑓 و تحقق أن 𝑓 مجموعة تعرٌف الدالة 𝑓حدد 

  .1 على الٌمٌن فً النقطة ذات الأفصول 𝑓أدرس اشتقاق الدالة 

   .∞+  بجوار   𝒞𝑓 حدد مقارب المنحنى  

𝐸:  بٌن أن  =  𝒞𝑓 ∪  𝒞−𝑓  ثم أنشئ المجموعة   𝐸 .  

 . تجمٌعً ⊺بٌن أن القانون 

   . ⊺,𝒫  جزء مستقر من   ⊺,     بٌن أن 

   زمرة ، هل هً تبادلٌة ؟ ⊺,𝐸 بٌن أن  

𝑎 لكل نقطتٌن   + 𝑖𝑏       و 𝑐 + 𝑖𝑑      حٌث𝑎 و 𝑏 و 𝑐 و 𝑑 أعداد حقٌقٌة ، نضع   : 

𝑀 𝑎 + 𝑖𝑏  ⊺  𝑀 𝑐 + 𝑖𝑑 = 𝑀 𝑎𝑐 + 3𝑏𝑑 + 𝑖 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   
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 ج

1 

 

 ة

2 

( ْ 7,0 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

( ْ 3,0 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

  .𝑔اعط جدول تغٌرات الدالة 

;0  من 𝛼بٌن أنه ٌوجد عنصر وحٌد  = 𝑔 𝛼  بحٌث   ∞+   و أن  0
1

2
< 𝛼 < 1.   

;1−   على المجال  𝑔(𝑥)حدد إشارة   +∞ .   

;1−  المعرفة على 𝑥 الدالة العددٌة للمتغٌر الحقٌقً 𝑔لتكن  : الجزء الأول  :  بما ٌلً  ∞+

𝑔 𝑥 = 1 + 𝑥2 − 2𝑥  1 + 𝑥 ln 1 + 𝑥  
lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) lim    و   
𝑥→−1+

𝑔(𝑥)  ∶   أحسب النهاٌتٌن التالٌتٌن  

;1−  المعرفة على 𝑓نعتبر الدالة  : الجزء الثاني = 𝑓 𝑥 :  بما ٌلً  ∞+
ln 1 + 𝑥 

1 + 𝑥2
 

,      فً المستوى المنسوب إلى م م م 𝑓 المنحنى الممثل للدالة   و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .    2 𝑐𝑚     

;1−  على المجال  𝑓 الدالة المشتقة للدالة ′𝑓لتكن  +∞ .   

𝑓بٌن أن إشارة   ′(𝑥)  هً إشارة  𝑔(𝑥) 1−   على;   .𝑓  ثم اعط جدول تغٌرات الدالة  ∞+

𝛼:  و نؤخذ   .  𝒞 أنشئ  المنحنى   ≈ ≈ 𝑓 𝛼  و  0,7 0,4   

𝑡:  ٌمكن وضع  ) . 𝐼أحسب التكامل  =
𝜋

4
− 𝑥  ) 

  و محور  𝒞   مساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن المنحنى  𝑐𝑚2أحسب بالوحدة  

𝑥الأفاصٌل و المستقٌمٌن ذوا المعادلتٌن   = 𝑥  و  0 = 𝑡ٌمكنك وضع   )  1 = Arctan𝑥  ) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) lim    و   
𝑥→−1+

𝑓(𝑥)  ∶   أحسب النهاٌتٌن التالٌتٌن  

𝑓 𝛼 =
1

2𝛼 1 + 𝛼 
 ∶   بٌن أن  

𝐼  :الجزء الثالث =  ln 1 + tan 𝑥 

𝜋
4

0

𝑑𝑥 ∶   نعتبر التكامل التالً  

  .𝐼1أحسب التكامل 

;   ∗𝑝𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝐼𝑝+1 =
𝑒3

3
−  

𝑝+1

3
 𝐼𝑝   

   .𝐼3  و  𝐼2استنتج قٌمتً التكاملٌن  

𝐼𝑝 𝑝≥1 بٌن أن المتتالٌة  
 .  متقاربة 

:     نضع 𝑝لكل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم 

. 

𝐼𝑝 =  𝑥2 ln 𝑥 𝑝
𝑒

1

𝑑𝑥 

lim
𝑝→+∞

𝐼𝑝 = 0 ∶  بٌن أن  

𝐼𝑝 𝑝≥1 بٌن أن المتتالٌة  
 .  تناقصٌة 
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( ْ 3,5 ) : الأٚياٌخّشٌٓ   
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 أربع شاعـــــات: مدة الانجــاز 

 

 

   081:الصفحة -     2014 نسخة  –  http://www.professeurbadr.blogspot.com -  بدر الدين الفاتحي  الأستاذ   اقتراح الأجوبة من

( ْ 4,0 ) : اٌثبًٔاٌخّشٌٓ   

0,75ٌ  

 
0,50ٌ  

0,50ٌ  

 

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

 

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  
0,50ٌ  

𝑐 النقطتٌن ذواتا اللحقٌن  𝐷 و 𝐶و لتكن  = −𝑖  و  𝑑 = 2 +  3 1 − 2𝑖  ًعلى التوال  . 

   ؟𝐴𝐶𝐷  و  𝐴ما هً طبٌعة كل من المثلثٌن      

𝐸نضع   =    𝐷  و لتكن  𝐹 صورة 𝐷 بالإزاحة ذات المتجهة 𝐴𝐶       حدد لحقً النقطتٌن ، 𝐸     

 .  متساوي الأضلاع 𝐵𝐸𝐹ثم بٌن أن المثلث   . 𝐹و 

 .ٌتكون هذا التمرٌن من جزئٌن مستقلٌن 

∶ 𝐸𝜃 :   المعادلة ℂنعتبر فً  : الجزء الأول  𝑧2 − 2𝑖𝑧 −  1 + 𝑒2𝑖𝜃  = 0  ;     

  بارامتر حقٌقً من المجال  𝜃حٌث 
−𝜋

2
;
𝜋

2
 .   

 . على الشكل المثلثً 𝑧2 و 𝑧1 ثم اكتب الحلٌن  𝐸𝜃  المعادلة ℂحل فً 

  .𝑧2 و 1 النقطتٌن اللتٌن لحقاهما على التوالً 𝐵 و 𝐴لتكن 

 .  قائم الزاوٌة 𝒪𝐴𝐵 غٌر مستقٌمٌة و أن المثلث  𝐵 و 𝐴 و 𝒪بٌن أن النقط 

 .  متساوي الساقٌن 𝒪𝐴𝐵 التً من أجلها ٌكون المثلث  𝜃ما هً قٌمة البارامتر الحقٌقً 

𝑏 و 𝑎 اللتٌن لحقاهما على التوالً 𝐵 و 𝐴نعتبر النقطتٌن  : الجزء الثاني + 𝑖 

,𝑎 حٌث   𝑏  𝜖 ℝ2 و لٌكن  𝑟 الدوران الذي مركزه 𝐴 و زاوٌته 
𝜋

3
                 . 

  .𝑟 بالدوران 𝐵 هً صورة ′𝐵و النقطة 

  .𝑏 و 𝑎  بدلالة  ′𝑎𝑓𝑓 𝐵 ثم احسب  𝑟إعط الكتابة العقدٌة للدوران 

⟺   𝐵′𝜖  𝒪𝑦:  بٌن التكافإ التالً    𝑎 + 𝑏 =  3.   

  .𝑎  بدلالة  ′𝑎𝑓𝑓 𝐵ثم عبر فً هذه الحالة عن  

𝑎نفترض فٌما ٌلً أن   = 𝑏  و  3  = 0.   

,𝑥 لٌكن   𝑦  ϵ ℝ2 بٌن القاعدتٌن التالٌتٌن ،     : 

  
𝑒𝑖𝑥 − 𝑒𝑖𝑦 = 2𝑖 sin  

𝑥 − 𝑦

2
  𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
 

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  
𝑥 − 𝑦

2
  𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
 

  

𝐺نعتبر المجال   =  0,1 .   

𝐺 التطبٌق المعرف من  ∗لٌكن  × 𝐺 نحو  ℝ ًبما ٌل   :𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 − 𝐸 𝑎 + 𝑏    

  .𝑥    هو الجزء الصحٌح للعدد الحقٌقً  𝑥 حٌث  

  .𝐺 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗بٌن أن 

 . وجب تحدٌده 𝐺 ٌقبل عنصرا محاٌدا فً ∗بٌن أن 

 (ٌنبغً تحدٌده  ) ∗ بالنسبة للقانون ′𝑎 ٌقبل مماثلا 𝐺 من 𝑎بٌن أن كل عنصر 

∶ 𝐹 :   المعادلة التالٌة 𝐺   ، حل فً المجموعة  𝜖 ℕ∗\ 1 لٌكن   𝑥 ∗ 𝑥 ∗ ⋯∗ 𝑥         
𝑛  𝑓𝑜𝑖𝑠

=
1

𝑛
   

  .𝐺 تبادلً و تجمٌعً فً المجموعة ∗بٌن أن 

0,75ٌ  1 

3 

4 

5 

2 

 أ 3

1 

2 

 أ 3
 ة

𝑛 

𝐸 
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𝐵𝐶 
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4 

 ج

1 

( ْ 2,5 ) : اٌثبٌثاٌخّشٌٓ   

( ْ 10 ) : اٌشابعاٌخّشٌٓ   

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

 

0,50ٌ  

 0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

 

0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,50ٌ  

0,25ٌ  

 
0,50ٌ  

=  𝑥:    بما ٌلً ℝ الدالة العددٌة المعرفة على  لتكن  : الجزء الأول 𝑒𝑥 −  𝑥 + 1    

,0  على كل من المجالٌن  حدد منحى تغٌرات الدالة  ,∞−   و   ∞+ 0 .   

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2
+  (𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡  ∶   بٌن أن   

 ∀ 𝑥 𝜖 ℝ+
∗     ;    

1

2
≤
𝑒𝑥 −  𝑥 + 1 

𝑥2
≤

1

2
+
(𝑥)

𝑥
  ∶   بٌن أن   

 ∀ 𝑥 𝜖 ℝ+
∗     ;    0 ≤   𝑡 𝑑𝑡

𝑥

0

≤ 𝑥  𝑥   ∶    و بٌن أن  

 ∀ 𝑥 𝜖 ℝ−
∗     ;    

1

2
+
(𝑥)

𝑥
≤
𝑒𝑥 −  𝑥 + 1 

𝑥2
≤

1

2
    ∶   بٌن أن  

 ∀ 𝑥 𝜖 ℝ−
∗     ;    𝑥 (𝑥) ≤   𝑡 𝑑𝑡

𝑥

0

≤ 0     ∶    و بٌن أن   

lim
𝑥→0

 
𝑒𝑥 −  𝑥 + 1 

𝑥2
  ∶ lim   ,   ثم استنتج النهاٌة  

𝑥→0
 
(𝑥)

𝑥
  ∶  أحسب النهاٌة  

  .ℝ متصلة على 𝑓بٌن أن الدالة 

  .∞− و ∞+  بجوار  𝒞𝑓 أدرس الفرعٌن اللانهائٌٌن للمنحنى  

 . قابلة للاشتقاق فً الصفر 𝑓بٌن أن 

   .∗ℝو استنتج إشارتها على   . ℝ على 𝜑أدرس تغٌرات الدالة 

  .𝑓ضع جدول تغٌرات الدالة 

,𝒪   فً المعلم   𝒞𝑓 أرسم المنحنى   𝑖 , 𝑗   0  مبرزا المماس فً النقطة ذات الأفصول.  

 :   بما ٌلً ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝑓لتكن  : الجزء الثاني
  
𝑓 𝑥 =

𝑥

𝑒𝑥 − 1
  ;   ∀ 𝑥 ≠ 0

𝑓 0 = 1                               

  

 𝜑 𝑥 =  1 − 𝑥 𝑒𝑥 − 1  ∶ ;   ∗𝑥𝜖ℝ∀     حٌث    𝑓 ′ 𝑥 =
𝜑 𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 2
  ∶    بٌن أن  

∶ 𝐸 :    التالٌة  𝐸  المعادلة ℞نعتبر فً المجموعة    𝑎𝑥 ≡ 1  𝑝     

𝐴𝑝 عنصر من المجموعة  𝑎حٌث  =  1,2,⋯ ,  𝑝 − 𝑝  و    1 ≥  .  عدد أولً 3

  . 𝐸   حل للمعادلة 𝑎𝑝−2بٌن أن العدد  

 هو الحل 𝑟     و أن 𝜖 𝑝 بٌن أن   . 𝑝  على العدد 𝑎𝑝−1 باقً القسمة الأقلٌدٌة للعدد  𝑟لٌكن 

  .𝑝 فً المجموعة   الوحٌد للمعادلة 

𝑝:  فٌما ٌلً نعتبر أن  = 31   

𝑎 اللتان من أجلهما  𝑟حدد قٌمتً  = 𝑎  ثم  2 = 3.   

  :   المعادلتٌن التالٌتٌن ℞حل فً 
 𝐹1 ∶   2𝑥 ≡ 1  31 

 𝐹2 ∶   3𝑥 ≡ 1  31 
    

∶ 𝐹 استنتج مجموعة حلول المعادلة     6𝑥2 − 5𝑥 + 1 ≡   .℞  فً المجموعة  31  0

 أ 1
 ة

 أ 2

 ة

2 

3 

5 

1 

2 
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 أ 2

= 𝑥 بٌن أن المعادلة   1 𝑥 تقبل حلا وحٌدا    𝛼 ًف ℝ ٌنبغً تحدٌده . 

;   +𝑥𝜖ℝ∀ :  بٌن أن    𝑒2𝑥 − 2𝑥 𝑒𝑥 − 1 ≥ :    ثم استنتج أن 0
−1

2
≤ 𝑓 ′ 𝑥 < 0   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن     𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
 𝑢𝑛 − 𝛼  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  استنتج أن     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛
 1 − 𝛼   و حدد النهاٌة التالٌة  lim 𝑢𝑛  

𝑥 ∀ :  بٌن أن  ≥ 0   ;   0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 𝑓(𝑥) ثم استنتج أن    :lim𝐹(𝑥)  
𝑥 ∀ :  بٌن أن  ≤ 0   ;   𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 𝑓(𝑥)ثم استنتج النهاٌتٌن    :lim

𝐹 𝑥 

𝑥
  𝑒𝑡  lim  𝐹 𝑥   

,       فً م م م  𝒞𝐹  ثم ارسم المنحنى  𝐹ضع جدول تغٌرات الدالة الدالة  𝑖 , 𝑗  .  

ln:  نعطً  3 ≈ 𝐹 ln  و  1,1 3 ≈ 0,44.   

  :    المتتالٌة المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ لتكن  
𝑢𝑛+1 = 𝑓 𝑢𝑛   ;   ∀ 𝑛 𝜖 ℕ
𝑢0 = 1                                

  : الجزء الثالث    

 ∀ 𝑥 𝜖  0; +∞   ;   𝑓 ′ 𝑥 +
1

2
=
𝑒2𝑥 − 2𝑥 𝑒𝑥 − 1

2 𝑒𝑥 − 1 2
  ∶    بٌن أن  

= 𝐹 𝑥 :     بما ٌلً ℝ الدالة العددٌة المعرفة على 𝐹لتكن   : الجزء الرابع  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

𝐹   :     و أن ℝ قابلة للاشتقاق على 𝐹بٌن أن الدالة 
′ 𝑥 =

𝑥 3 − 𝑒𝑥 

𝑒2𝑥 − 1
   ;    ∀ 𝑥 𝜖 ℝ∗

𝐹′ 0 = 1                                        
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𝑓 

𝑛 → +∞ 

𝑥 → −∞ 𝑥 → −∞ 

𝑥 → +∞ 
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  :على المترشح أن يختار أحد الموضوعين التاليين

 امتحاٌ بكالـــــــــــــوريا 
 التعليه الثــــــــــــاىوي

 2014دورة جـــــــــواٌ  

  اختبار مادة الرياضـــــــيات
 ريــــــــــــــــاضيات: الععبة 

 7: المعــــــــــــــــــــــــــــــامل 
 أربع شاعات و ىصف: دةالم
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 الجمهورية الجسائرية الديموقراطية الشعبية

 الديـــــوان الوطني للامتحانــات و المســـابقات

  :الموضوع الأول

,𝑂 فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  𝑖 , 𝑗 ,𝑘    نعتبر النقط   :𝐴 2; ;𝐵 −1  و   1−;1 2; 4     

;𝐶 0;−2و   ;𝐷 1  و   3 2𝑥:   المعرف بالمعادلة الدٌكارتٌة  𝑃   و المستوي  2−;1 − 𝑦 + 2𝑧 + 1 = 0   

 :أجب بصحٌح أو خطؤ مع تبرٌر الإجابة فً كل حالة من الحالات التالٌة : المطلوب 

 .  تعٌن مستوٌا𝐶  و  𝐵  و  𝐴النقط    (1

  . 𝑃   محتوي فً المستوي  𝐴𝐶 المستقٌم    (2

 3)   𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 − 1 =   . 𝐴𝐶𝐷   هً معادلة المستوي 0

 4)    
𝑥 = 2𝑡                           
𝑦 = −2 + 3𝑡   ;     𝑡𝜖ℝ
𝑧 = 3 − 4𝑡                    

  .       هو تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  

 تساوي  𝑃  و المستوى 𝐷المسافة بٌن النقطة   (5
3

2
.  

;𝐸 −2;−1النقطة    (6   . 𝑃  على 𝐶  هً المسقط العمودي للنقطة  1

 و نصف القطر  𝐷سطح الكرة ذات المركز   (7
 6

2
∙       𝐴𝑀 من الفضاء التً تحقق  𝑀  هو مجموعة النقط  𝐶𝑀       = 0  

. 

𝐸   : 2013𝑥 نعتبر المعادلة   (1 − 1962𝑦 =  . عددان صحٌحان𝑦 و 𝑥حٌث  . 54

;𝑃𝐺𝐶𝐷 2013أحسب    (أ 1962 .   

 . تقبل حلولا𝐸استنتج أن المعادلة   (ب

𝑥:   فإن  𝐸  حلا للمعادلة  𝑥,𝑦 بٌن أنه إذا كانت الثنائٌة   (ج ≡ 0  6 .   

74  حٌث   𝑥0;𝑦0 استنتج حلا خاصا    (د < 𝑥0 <    . 𝐸   ثم حل المعادلة  80

  . 𝐸   حل للمعادلة  𝑥;𝑦  حٌث  𝑦 و 𝑥 إلى القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 𝑑نرمز بالرمز   (2

  ؟𝑑ما هً القٌم الممكنة للعدد   (أ

,𝑃𝐺𝐶𝐷 𝑎 حٌث  𝑏 و 𝑎عٌن قٌم العددٌن الطبٌعٌٌن   (ب 𝑏 = 671𝑎   و   18 − 654𝑏 = 18   

 ( نقاط 5 ): التمرين الأول 

 ( نقاط 5 ): التمرين الثاني 

 ( نقاط 4 ): التمرين الثالث 

𝑧 :    المعادلة التالٌة ℂحل فً مجموعة الأعداد المركبة   (1 − 1 − 2𝑖  𝑧2 − 2 1 +  3 𝑧 + 5 + 2 3 = 0  

2)   𝐴  ،  𝐵  ،  𝐶  و  𝐷  نقط فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس   𝑂,𝑢  , 𝑣   لاحقاتها على    

𝑧𝐴:  الترتٌب          = 1 + 2𝑖  ،  𝑧𝐵 = 1 +  3 + 𝑖  ،  𝑧𝐶 = 1 +  3 − 𝑖  و  𝑧𝐷 = 1 − 2𝑖.   

𝐴𝐵:  بٌن أن   (أ = 𝐶𝐷  و   𝐴𝐷   ٌوازي   𝐵𝐶 .   

 . تنتمً إلى دائرة ٌطلب تحدٌد مركزها و نصف قطرها𝐷 و 𝐴 ، 𝐵 ، 𝐶  قائم و أن النقط 𝐴𝐷𝐵بٌن أن المثلث    (ب

   .𝐴𝐵𝐶𝐷استنتج إنشاء الرباعً    (ج

   .𝐴𝐵𝐶𝐷  ثم استنتج طبٌعة الرباعً                                :  تحقق أن   (ب
𝑧𝐵 + 𝑧𝐷

2
≠
𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

2
 

 . ٌطلب تعٌٌن نسبته و زاوٌته 𝐵 بتشابه مباشر مركزه 𝐴 هً صورة 𝐷و استنتج أن  .                           :   بٌن أن (  أ (3
𝑧𝐷 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

=  3 𝑒
𝑖𝜋
2  

𝐶 
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 𝑔  (𝐼 الدالة العددٌة المعرفة على ℝ ًكما ٌل   :𝑔 𝑥 =  2 − 𝑥 𝑒𝑥 − 1   

  .𝑔أدرس تغٌرات الدالة   (1

= 𝑔 𝑥بٌن أن المعادلة    (2 1,2− حٌث  𝛽 و 𝛼  حلان ℝ  فً  0 < 𝛼 < 1,8  و  1,1− < 𝛽 < 1,9.   

  .ℝ  على  𝑔 𝑥استنتج إشارة    (3

   𝒞𝑓  المنحنى الممثل للدالة𝑓  فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  𝑂, 𝑖 , 𝑗  .   

 .  و فسر النتٌجتٌن هندسٌا∞+  و عند  ∞− عند  𝑓أحسب نهاٌة الدالة    (1

= 𝑓 𝛼بٌن أن    (3
1

𝛼−1
  . 𝑓 𝛽 و  𝑓 𝛼  و استنتج حصرا للعددٌن 

   . 𝒞𝑓  ثم ارسم المنحنى   𝑓 1أحسب   (4

= 𝑎 𝜆 حٌث   𝑎 𝜆 العدد 𝜆أحسب بدلالة  . 1 عدد حقٌقً أكبر أو ٌساوي 𝜆(   أ (5 ∫  𝑓 𝑥 − 1 
𝜆

1
𝑑𝑥.   

  .∞+ إلى 𝜆  عندما ٌإول  𝑎 𝜆أحسب نهاٌة    (ب

𝑓  (𝐼𝐼 الدالة العددٌة المعرفة على ℝ ًكما ٌل           : 𝑓 𝑥 =
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 − 𝑥
 

𝑓 . ثم شكل جدول تغٌراتها𝑓  و استنتج اتجاه تغٌر الدالة                              :    𝑥بٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً   (2 ′ 𝑥 =
𝑔 𝑥 

 𝑒𝑥 − 𝑥 2
 

  :الموضوع الثاني

 ( نقاط 6 ): التمرين الرابع 

 ( نقاط 5 ): التمرين الأول 

 ( نقاط 4,5 ): التمرين الثاني 

,0  معرفة على المجال 𝑓الدالة العددٌة  = 𝑓 𝑥:   كما ٌلً  ∞+
2𝑥2

𝑥+4
   

,𝑂  فً المستوى المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  𝑓المنحنى الممثل للدالة  𝑖 , 𝑗  كما هو مبٌن فً الشكل أدناه   

 . متزاٌدة تماما 𝑓بٌن أن الدالة   (1

 2)    𝑢𝑛   المتتالٌة العددٌة المعرفة بـ  𝑢0 = 𝑛  : 𝑢𝑛+1  و من أجل كل عدد طبٌعً 3 = 𝑓 𝑢𝑛 .   

𝑦:    المستقٌم الذي معادلته  ∆    = 𝑥.   

 𝑢4  و 𝑢0 ، 𝑢1 ، 𝑢2 ، 𝑢3 ، مثل على حامل محور الفواصل الحدود  ∆  و المستقٌم  𝒞𝑓 باستعمال المنحنى   (أ

 .دون حسابها 

 . و تقاربها  𝑢𝑛 ضع تخمٌنا حول اتجاه تغٌر المتتالٌة   (ب

𝑛  : 0برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً (  أ (3 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3.   

 .و استنتج أنها متقاربة .  متناقصة 𝑢𝑛 بٌن أن المتتالٌة   (ب

7𝑢𝑛+1أدرس إشارة العدد  (  أ (4 − 6𝑢𝑛 ًو استنتج أنه من أجل كل عدد طبٌع ،  𝑛  : 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
6

7
𝑢𝑛.   

𝑛  : 0برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً   (ب ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3  
6

7
 
𝑛

.   

   .∞+ إلى  𝑛  عندما ٌإول  𝑢𝑛 أحسب نهاٌة المتتالٌة    (ج

,  𝑂,𝑢 المستوى منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس   𝑣   .  𝐴 و 𝐵 النقطتان اللتان لاحقتاهما على الترتٌب   :

𝑎 = −2 + 6𝑖  و  𝑏 = −1 + 2𝑖.   
1أكتب العدد المركب    (1 + 𝑖 ًعلى شكل أس  . 

2)   𝑆 التحوٌل النقطً الذي ٌرفق بكل نقطة 𝑀 النقطة       لاحقتها 𝑀′  لاحقتها  𝑧′  حٌث  𝑧′ =  2 𝑒
𝑖𝜋

4      + 2.   

𝑑 حٌث 𝑑 النقطة ذات اللاحقة 𝐷   (أ = 2𝑖 .  جد لاحقة النقطة𝐷′ صورة 𝐷 بالتحوٌل 𝑆 . ماذا تستنتج ؟ 

′𝑧:  بٌن أن   (ب − 𝑑 =  2 𝑒
𝑖𝜋

4  𝑧 − 𝑑  و استنتج طبٌعة و عناصر التحوٌل  𝑆.  

3𝑥 المستقٌم ذو المعادلة   ∆ (   أ (3 + 5𝑦 = ;𝑀0 −3تحقق أن النقطة    . 11     l.      تنتمً إلى   4

 . التً إحداثٌاتها أعداد صحٌحة ∆ ثم عٌن نقط          

𝑀0   (ب
𝐵𝑀0 بٌن أن المستقٌمٌن   . 𝑆  بالتحوٌل 𝑀0  صورة  ′

′  .  متعامدان  𝐵𝐴   و   

4)   𝑥 و 𝑦  5−  عددان صحٌحان من المجال;   من المستوى بحٌث  𝑀 𝑥,𝑦  ، عٌن مجموعة النقط   5

g         ٌكون المستقٌمان 𝐵𝐴   و   𝐵𝑀′  حٌث .   متعامدان𝑀′ هً صورة 𝑀 بالتحوٌل 𝑆.  

𝑧 𝑧 

 ∆  
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,𝑂 الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس   𝑖 , 𝑗 ,𝑘    .   ∆   المستقٌم الذي ٌشمل النقطة 𝐴 1; 1; 3   

 .  شعاع توجٌه له  𝑢   1,2,−2و  

  :    المستقٌم المعرف بجملة المعادلتٌن  ∆   
𝑥 + 𝑧 = 0
𝑦 = 3       

    

  . ′∆  و  ∆ حدد تمثٌلا وسٌطٌا لكل من المستقٌمٌن   (1

 .  لٌسا من نفس المستوي  ′∆   و   ∆ بٌن أن    (2

3)   𝑃  2:   هً   بٌن أن معادلة المستوي  .  ∆  و ٌوازي  ′∆  المستوي الذي ٌشمل𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 3 = 0   

4)   1 + 𝑡 ; 1 + 2𝑡 ; 3 − 2𝑡      حٌث   ∆  نقطة كٌفٌة من المستقٌم 𝑡𝜖ℝ .  

  .𝑃 و المستوي 𝑀 المسافة بٌن 𝑑أحسب 

 ، ثم عٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم          𝑃  على المستوى 𝐴 المسقط العمودي للنقطة ′𝐴عٌن إحداثٌات النقطة (  أ (5

  . ∆  و ٌوازي ′𝐴 الذي ٌشمل  ′′∆   ت

;𝐵 1  ٌتقاطعان فً النقطة   ′′∆   و   ′∆ بٌن أن    (ب 3;−1 .   

= 𝑓 𝑡:   كما ٌلً ℝ الدالة العددٌة المعرفة على     ( أ (6 𝐵𝑀2 .   بٌن أن  :𝑓 𝑡 = 9𝑡2 − 24𝑡 + 20   

  . 𝑓 𝑡0 و 𝑡0  ٌطلب تعٌٌن  𝑓 𝑡0 تقبل قٌمة حدٌة صغرى  𝑓بٌن أن   (ب

𝑑:  تحقق أن   (ج =  𝑓 𝑡0    

1)   𝑓 0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال; = 𝑓 𝑥:   بـ  ∞+  1 + 2 ln 𝑥  −1 + ln 𝑥    

   𝒞𝑓  المنحنى الممثل للدالة  𝑓  فً المستوى المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  𝑂, 𝑖 , 𝑗  .   

  .𝑓أدرس تغٌرات الدالة   (أ

 .( أساس اللوغارٌتم النٌبري 𝑒حٌث  ) 𝑒 فً النقطة ذات الفاصلة  𝒞𝑓  للمنحنى  ∆ أكتب معادلة المماس   (ب

;0   على المجال   𝒞𝑓   مع حامل محور الفواصل ثم ارسم   𝒞𝑓 عٌن فواصل نقط تقاطع    (ج 𝑒2 .   

2)   𝑔  0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال; = 𝑔 𝑥:    بـ  ∞+ 1 − ln 𝑥   

   𝒞𝑔  تمثٌلها البٌانً فً المعلم السابق  . 

  .𝑔أدرس تغٌرات الدالة   (أ

,0   على المجال   𝒞𝑔     ثم أرسم   𝒞𝑔   و 𝒞𝑓 عٌن الوضع النسبً للمنحنٌٌن    (ب 𝑒2 .   

;0  المعرفة على المجال  نعتبر الدالة العددٌة   (3 =  𝑥:    بـ  ∞+ 𝑥 ln 𝑥 2 − 2𝑥 ln 𝑥 + 2𝑥   

⟼ 𝑥  و استنتج دالة أصلٌة للدالة   ′ 𝑥أحسب    (أ   ln 𝑥 2  0   على المجال; +∞ .   

− 𝑓 𝑥   :    أحسب العدد   (ب 𝑔 𝑥  
𝑒

1
𝑒

𝑑𝑥 

 ( نقاط 5 ): التمرين الثالث 

 ( نقاط 5,5 ): التمرين الرابع 

 

 𝓒𝒇  

𝑃 

‘ 

𝑀 

𝑓 
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MINISTERE DE L’EDUCATION 

Exercice 3) :  𝟒 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕𝒔  : 

1) Soit 𝑎 un entier tel que 𝑎 = 1 (𝑚𝑜𝑑10). 

a) Montrer que 𝑎9 + 𝑎8 + ⋯+ 𝑎 + 1 = 0  𝑚𝑜𝑑10  . 

b) En déduire que 𝑎10 = 1  𝑚𝑜𝑑 102  .( On pourra utiliser 𝑎10 − 1 =  𝑎 − 1  𝑎9 +⋯+ 𝑎 + 1  

) 2) Soit 𝑏 un entier. 

a) Déterminer les restes possibles de 𝑏4 dans la division euclidienne par 10. 

b) En déduire que  𝑏4 = 1  𝑚𝑜𝑑10   si et seulement si 𝑏 est premier avec 10. 

3) Soit 𝑏 un entier premier avec 10. 

a) Montrer que  𝑏40 = 1  𝑚𝑜𝑑 102   . 

b) Déterminer les deux derniers chiffres de 6742 . 

REPUBLIQUE TUNISIENNE  

Le sujet original comporte 4 pages , la page annexe 4/4 est à rendre avec la copie  

L’espace est muni d’un repère orthonormé direct  𝐴, 𝑖 , 𝑗 ,𝑘    . Soit 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 le cube tel que 

𝐴𝐵      = 6𝑖  , 𝐴𝐷      = 6𝑗  et 𝐴𝐸      = 6𝑘   . On désigne par 𝑃 le plan (𝐴𝐶𝐻) et par 𝑄 le plan (𝐸𝐺𝐵). 

Exercice 1) :  𝟒 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕𝒔  : 

1) a) Déterminer les composantes du vecteur 𝐴𝐶      ∧ 𝐴𝐻        . 
b)  En déduire une équation du plan 𝑃 

c)  Montrer que les plans 𝑃 et 𝑄 sont parallèles et donner une équation du plan Q 

2)   soit 𝑆 la sphère d’équation :  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥           − 2𝑧 = 0 

a) Déterminer le rayon de 𝑆 et les coordonnées de son centre 𝐼 
b) Soit 𝐽 le projeté orthogonal de 𝐴 sur le plan 𝑄, montrer que  𝐴𝐽  est un diamètre de 𝑆 

c) Montrer que la sphère 𝑆 est tangente à chacun des deux plans 𝑃 et 𝑄. 

3) Soit 𝑡 la translation de vecteur  𝑢  = 2𝑖 + 4𝑗 + 2𝑘     
a) Soit 𝐴’ et 𝐽’ les images respectives de 𝐴 et 𝐽 par t. Déterminer les coordonnées de 𝐴’ et 𝐽’ 
b) Déterminer 𝑆’ l’image de la sphère 𝑆 par 𝑡 
c) Montrer que  𝑆’ est tangente aux deux plans 𝑃 et 𝑄 et déterminer leurs points de contact 

A 

B 

C 

D 

O 

𝒌    

𝑨 

𝑩 𝑪 

𝑫 

𝑬 

𝑭 𝑮 

𝑯 

𝒊  
𝒋  

Exercice 2) :  𝟓 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕𝒔  : 

Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure ci-contre, 𝐴𝐵𝐶𝐷 est un losange de centre 𝑂 tel 

que   𝑂𝐴      ,𝑂𝐵      
         

 ≡
𝜋

2
  2𝜋   et  𝐴𝐶 = 3𝐵𝐷. 

1) Soit 𝑓 la similitude directe qui envoie 𝐴 en 𝐵 et 𝐶 en 𝐷. 

a) Déterminer le rapport et l’angle de 𝑓  

b) Monter que 𝑂 est le centre de 𝑓. 

2) a)   Soit 𝐷’ l’image de 𝐷 par 𝑓. Montrer que 𝐷’ est l’orthocentre du triangle 𝐴𝐵𝐷 et que 𝑂𝐴 = 9𝑂𝐷’ 
b) Soit 𝐵’ l’image de 𝐵 par 𝑓. Montrer que 𝐵𝐵’𝐷𝐷’ est un losange. 

3)   Soit  𝑔 = 𝑓 ∘ 𝑆 𝐴𝐶  
a) Déterminer la nature de 𝑔 

b) Déterminer les images des points 𝑂,𝐴,𝐵,𝐶 et 𝐷 par 𝑔 

c) Déterminer l’axe       de 𝑔 

d) La droite  ∆  coupe les droites (𝐴𝐵) , (𝐵𝐷’) , (𝐷𝐵’) et (𝐶𝐷) respectivement en 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 et 𝑄. 

Montrer que 𝑀𝑄 = 3𝑁𝑃. 

+ 2𝑦 

 ∆  
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  Exercice 4) :  𝟕 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕𝒔  : 

Soit 𝑓 la fonction définie sur  
−𝜋

4
 ;  

𝜋

2
  par  𝑓(𝑥) = ln 1 + tan 𝑥   et soit (𝒞) sa courbe 

représentative dans un repère orthonormé  𝑂, 𝑖 , 𝑗   . 

b) Calculer 𝑓’(𝑥) pour x appartenant à                . 

c) Dresser le tableau de variations de     . 

2) a) vérifier que les points  𝑂 ,𝐴  
𝜋

4
, ln 2  𝑒𝑡 𝐼  

𝜋

8
,

ln 2

2
    sont des points de  𝒞  .( tan 𝜋

8
 =  2 − 1 ) 

b) Montrer que  𝑓  
𝜋

4
− 𝑥 = ln 2 − 𝑓(𝑥)  pour tout 𝑥 𝜖  

−𝜋

4
 ;  

𝜋

2
     

g  ( On rappelle que  tan  
𝜋

4
− 𝑥 =

1−tan 𝑥

1+tan 𝑥
  ) 

c) Justifier alors le point 𝐼 est un centre de symetrie de la courbe  𝒞  . 

Dans l’annexe ci-jointe on a placé les points 𝐼 et 𝐴 dans le repère  𝑂, 𝑖 , 𝑗   . 
3)   Tracer la courbe   𝒞   dans le repère   𝑂, 𝑖 , 𝑗    en précisant sa tangente au point 𝑂. 

4)   On désigne par  𝒮1  la partie du plan limitée par la courbe  𝒞  , la droite (𝑂𝐴) et les droites 

d’équations  𝑥 = 0  . et  𝑥 =
𝜋

8
  . et on désigne par 𝒮2 la partie du plan limitée par la courbe   𝒞   , 

la droite (𝑂𝐴) et les droites d’équations  𝑥 =
𝜋

8
  𝑒𝑡  𝑥 =

𝜋

4
  . 

a) Justifier que les surfaces 𝒮1 et 𝒮2 ont la même aire  

5)  a) Montrer que la fonction 𝑓 réalise une bijection de l’intervalle   
−𝜋

4
 ;  

𝜋

2
   sur un intervalle 𝐽         

que l’on précisera . On note 𝑓−1 la réciproque de 𝑓. 

b) Justifier que 𝑓−1 est dérivable sur 𝐽 et donner l’expression de   𝑓−1 ′ 𝑥   pour 𝑥 appartenant à 𝐽 

1) a) Montrer que  lim𝑓 𝑥 = −∞  et  lim𝑓 𝑥 = +∞  . 
𝑥 →  

𝜋

2
 
−

 𝑥 →  
−𝜋

4
 

+

 

c) Donner la valeur de       
𝑒𝑥

1 +  𝑒𝑥 − 1 2
 

ln 2

0

𝑑𝑥 

b) Calculer alors       ln 1 + tan 𝑥 

𝜋
4

0

𝑑𝑥 
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𝑂 𝑖  

𝑗  

𝒍′𝒂𝒏𝒏𝒆𝒙𝒆 

𝐴 

𝐼 

 
−𝜋

4
 ;  
𝜋

2
  

𝑓 
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 التمرين الأول  1 أ 

 

 ∗  

 التمرين الأول  1 د 

  . 𝐸  حلا للمعادلة  𝑥,𝑦 لٌكن 
𝑥2 𝑥2:  إذن  + 7 = 𝑦 2𝑥 + 𝑦    

𝑦:  بما أن  = 𝛿𝑏  و   𝑥 = 𝛿𝑎   

𝛿𝑎 2  𝛿𝑎 2 :  فإن  + 7 =  𝛿𝑏  2𝛿𝑎 + 𝛿𝑏    

𝛿2 𝑎2 𝛿2𝑎2:  ٌعنً  + 7  = 𝛿2 𝑏 2𝑎 + 𝑏     

𝑎2 𝛿2𝑎2:   نجد 2نختزل بالعدد الغٌر المنعدم  + 7 = 𝑏 2𝑎 + 𝑏    

 التمرين الأول  1 ة 

 التمرين الأول  1 ج 

𝑘 𝑎2:  ننطلق من الكتابة  =  2𝑎 + 𝑏 .   
𝑎 𝑘𝑎ٌعنً   − 2 = 𝑏 .   إذن العدد𝑎 ٌقسم العدد 𝑏.  

𝑏 ٌقسم الجداء 𝑎ٌعنً أن العدد  × 1.  
𝑎و بما أن   ∧ 𝑏 =   .1 ٌقسم العدد 𝑎 نستنتج أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  فإنه حسب 1

 . نفسه 1 هو 1و نعلم أن العدد الصحٌح الطبٌعً الوحٌد الذي ٌقسم 

𝑎:  إذن  = 1.   

 التمرين الأول  2  

𝛿2:  نجد  (∗) فً المتساوٌة 1 بالعدد 𝑎بتعوٌض  + 7 = 𝑏 2 + 𝑏    
𝛿2:  إذن  + 7 = 𝑏2 + 2𝑏.   

𝛿2:  ٌعنً  + 7 + 1 = 𝛿2 + 2𝑏 + 1   

𝛿2:  ٌعنً  + 8 =  𝑏 + 1 2   

∶  𝐸 :    المعادلة ℕ∗ 2 لنحل فً     𝑥2 𝑥2 + 7 = 𝑦 2𝑥 + 𝑦 .   
 𝑦 و 𝑥 القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 𝛿 و  𝐸  حلا للمعادلة  𝑦,    لٌكن 

:  إذن حسب النتائج التً تم التوصل إلٌها من خلال هذا التمرٌن نستنتج أن  .حٌث    و    

𝑥 = 𝛿  و   𝑏 + 1 2 = 𝛿2 + 8.   

𝑏 :  إذن  + 1 2 = 𝑥2 + 8.   

𝑏 :  ٌعنً  + 1 2 − 𝑥2 = 8.   

𝑏      2 :  ٌعنً أن  + 1 − 𝑥  𝑏 + 1 + 𝑥 = 8.   

  .∗ℕ عنصران من 𝑏 و 𝑥بما أن 

𝑏 فإن   + 1 + 𝑥  عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  . 

𝑏 و منه   + 1 − 𝑥  عدد صحٌح طبٌعً كذلك  . 

 :   هً  (2)إذن الحالات التً تتحقق فٌها المتساوٌة 

نحل هذه النظمات الأربع و نلاحظ أنه فً حالة واحدة فقط ٌكون الحلان 

  صحٌحان طبٌعٌان و هً الحالة  
𝑏 + 1 − 𝑥 = 2
𝑏 + 1 + 𝑥 = 4

 :    التً تعطً  
𝑏 = 2
𝑥 = 1

   

𝑦و بما أن   = 𝑏𝛿 𝑦  فإن       = = 2.   

   . 1,2   و هو الزوج  ℕ∗ 2 و بالتالً المعادلة  تقبل حلا وحٌدا فً  

 التمرين الثاني  1 أ 

             𝑀 𝑥,𝑦 هو مجموعة النقط   لدٌنا المنحنى 

𝑦حٌث  =
3

4
 16 − 𝑥2.   

; 𝑥 𝜖  −4 ∀:  نلاحظ فً البداٌة أن  4   ;    16 − 𝑥2 ≥ 0.   

 و رإوسه  𝑂 هو النصف العلوي للاهلٌلج الذي مركزه  𝐸 إذن المنحنى 

𝐴 4 ; ; 𝐴′ −4  و   0 ; 𝐵 0  و   0 3                                         

   . 𝐸   لا ٌنتمً إلى   𝐵′ 0 ; −3و الرأس  

,𝐹  7بإرتا هذا الاهلٌلج هما   ,𝐹′ − 7  و   0 0 .   

 التمرين الثاني 1 ة 

 التمرين الثاني 2 أ 

𝑥:  لدٌنا حسب المعطٌات  ∧ 𝑦 = 𝛿.   
𝛿𝑎     إذن  ∧ 𝛿𝑏 𝑥لأن  )   = = 𝛿𝑎   و𝑦 = 𝛿𝑏 ) 

𝑎:   نجد 𝛿نقسم طرفً هذه المتساوٌة على العدد الغٌر المنعدم  ∧ 𝑏 = 1   
𝑎2    :  و منه  ∧ 𝑏 = 1   

𝑎2 𝛿2𝑎2 ٌقسم الجداء  𝑏نستنتج أن  (∗)من خلال النتٌجة  + 7 .   

𝑏/ 2 نستنتج أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠إذن حسب  2 + 𝑎2 لأن  )  7 ∧ 𝑏 = 1 ) 

𝛿2  حٌث  𝑘إذن ٌوجد عدد نسبً  2 + 7 = 𝑘𝑏.   

𝑘 𝑎2:   نجد 𝑏نختزل بعد ذلك بالعدد الغٌر المنعدم  =  2𝑎 + 𝑏    

𝛿2𝑎2  التعبٌر   ∗ نعوض فً المتساوٌة  +  :     نجد 𝑘𝑏  بالتعبٌر  7

𝑘𝑏 𝑎2 = 𝑏 2𝑎 + 𝑏  

= 𝐼 𝑥1:  لنحسب التكامل التالً 
3

4
∫  16 − 𝑥24

𝑥1
𝑑𝑥   

𝑥:  نضع  = 4 cos 𝑡  حٌث  𝑡 𝜖  0,
𝜋

2
𝑑𝑥  إذن    = −4 sin 𝑡 𝑑𝑡.   

𝑥إذا كان   = 𝑥1  فإن  𝑡 = 𝑡1  لأن  𝑥1 = 4 cos 𝑡1   

𝑥إذا كان   = 𝑡  فإن  4 = ,𝑡 𝜖  0  لأن  0
𝜋

2
    

𝓞 𝓲 

𝓳 

𝐀 

𝐁 

𝐁′ 

𝐀′ 𝐅 𝐅′ 

 𝐄  

= 𝐸          :إذن    𝑀 𝑥, 𝑦   /  𝑦 =
3

4
 16 − 𝑥2  ;   𝑦 ≥ 0    

=   𝑀 𝑥,𝑦   /  𝑦2 =
9

16
 16 − 𝑥2   ;   𝑦 ≥ 0  

=   𝑀 𝑥,𝑦    ;    𝑦2 +
9

16
𝑥2 = 9    ;   𝑦 ≥ 0  

=   𝑀 𝑥,𝑦    ;     
𝑥2

42
+
𝑦2

32
= 1    ;   𝑦 ≥ 0  

 :     ٌصبح  𝐼 𝑥1إذن التكامل 

𝐼 𝑥1 =
3

4
  4 sin 𝑡  −4 sin 𝑡 

0

𝑡1

𝑑𝑡 

= −12 sin2 𝑡
0

𝑡1

𝑑𝑡 

  
 𝑏 + 1 − 𝑥 = 2
 𝑏 + 1 + 𝑥 = 4

        أو       
 𝑏 + 1 − 𝑥 = 4
 𝑏 + 1 + 𝑥 = 2

     

   𝑏 + 1 − 𝑥 = 1
 𝑏 + 1 + 𝑥 = 8

        أو       
 𝑏 + 1 − 𝑥 = 8
 𝑏 + 1 + 𝑥 = 1

   
  
 

𝛿 

𝛿 
𝑎 

𝑎 

𝑥 

𝐸 

𝑏𝑥 
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 التمرين الثاني 2 ة 

  .𝑥1 و أفصولها  𝐸   نقطة من المنحنى 𝑀1لدٌنا  

𝑦1:   ٌحقق 𝑦1إذن أرتوبها  =
3

4
 16 − 𝑥1

2   

𝑥1و نعلم كذلك أن   = 4 cos 𝑡1  .   إذن نحصل على   : 

 التمرين الثاني 2 ج 

 :   نستعٌن أثناء الحساب بالشكل التالً 

 التمرين الثاني 2 د 

 التمرين الثاني 2 ٚ 

 ٖ

 ـ
 التمرين الثاني 2

𝑥1لدٌنا   = 4 cos 𝑡1   و  𝑦1 = 3 sin 𝑡1 .   

𝑂𝑀1:  إذن 
         = 4 cos 𝑡1 𝑖 + 3 sin 𝑡1 𝑗    

𝑡1من أجل   =
𝜋

4
𝑂𝑀1  نحصل على  

         = 2 2 𝑖 +
3

2
 2 𝑗 .   

= 𝑖و نعلم أن  
1

4
= 𝑗  و      

1

3
    .   

𝑂𝑀1:  إذن 
         =

 2

2
𝑂𝐴      +

 2

2
𝑂𝐵      .   

  معرفة بالزوج  𝑀1إذن النقطة 
 2

2
;
 2

2
   .       𝑂,𝑂𝐴      ,𝑂𝐵   فً المعلم   

𝐈  1  التمرين الثالث 

,𝑀 𝑎نختار مصفوفتٌن   𝑏   و  𝑀 𝑐,𝑑  من المجموعة  𝐸 

  .𝐸و نبٌن أن مجموعهما هو مصفوفة من 

, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸إذن  + .   
 :   و بنفس الطرٌقة لدٌنا 

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸إذن 

𝐈  2 التمرين الثالث 

, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من الزمرة التبادلٌة  𝐸لدٌنا  + .   
  .𝐸قانون تركٌب داخلً فً   +إذن 

   . ℳ2 ℝ تبادلً و تجمٌعً فً  +بما أن 
  .𝐸 تبادلً و تجمٌعً كذلك فً +فإن 

   . ℳ2 ℝ فً  + هو العنصر المحاٌد لـ      0,0 و بما أن  

  .𝐸 فً +  هو العنصر المحاٌد لـ  0,0     فإن  

,𝑀 𝑎:  و لدٌنا  𝑏 + 𝑀 −𝑎 ,−𝑏 = 𝑀 0,0 .   

+ 𝑀 −𝑎 ,−𝑏:  و كذلك  𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 0,0    
,𝑎 إذن كل مصفوفة   𝑏      من𝐸 تقبل مماثلة 𝑀 −𝑎 ,−𝑏  

,    و بالتالً  . + بالنسبة للقانون 𝐸من   . زمرة تبادلٌة  +

, ℳ2 ℝ من جهة أخرى لدٌنا     حلقة واحدٌة  ×,+

   . ℳ2 ℝ جزء من  𝐸و 

  .𝐸 فً + تجمٌعً و توزٌعً بالنسبة لـ ×إذن 

   . ℳ2 ℝ فً  + تجمٌعً و توزٌعً بالنسبة لـ ×لأن 

,𝑎 و لدٌنا كذلك   𝑐 × 𝑀 1,0 = 𝑀 𝑎, 𝑐    

× 𝑀 1,0:  و كذلك  𝑀 𝑎, 𝑐 = 𝑀 𝑎, 𝑐    

= 𝐸.   𝑆 𝑥1 فً  ×  هً العنصر المحاٌد للضرب  𝑀 1,0إذن المصفوفة   6𝑡1   ⟹   𝑆 = 𝑆 0 =
6𝜋

2
= 3𝜋 

𝓞 𝓲 

𝓳 

𝐀 

𝐁 

𝐁′ 

𝐀′ 𝐅′ 

 𝐄  

𝒕𝟏 
𝐼 𝑥1  

𝑴𝟏 

𝒙𝟏 

𝒚𝟏 

sin2:  و ذلك للحصول على  𝑡 =
1

2
−

1

2
cos 2𝑡    

= 𝐼 𝑥1 :   إذن التكامل ٌصبح  −12  
1

2
−

1

2
cos 2𝑡  

0

𝑡1

𝑑𝑡 

= −12  
𝑡

2
 
𝑡1

0

−
1

2
 
sin 2𝑡 

2
 
𝑡1

0

  

= −12 
−𝑡1

2
−

1

2
 
− sin 2𝑡1 

2
   

= 6𝑡1 − 3 sin 2𝑡1  

𝑦1 =
3

4
 16 −  4 cos 𝑡1  

2 =
3

4
 16 1 − cos2 𝑡1   

=
3

4
 16 sin2 𝑡1 =

3

4
∙ 4 sin 𝑡1 = 3 sin 𝑡1  

𝑆 𝑥1 = 𝑆 𝑂𝑥1𝑀1 + 𝐼 𝑥1  

=
𝑥1 × 𝑦1

2
+ 6 𝑡1 − 3 sin 2𝑡1  

=
4 cos 𝑡1 × 3 sin 𝑡1 

2
+ 6 𝑡1 − 3 sin 2𝑡1  

= 6 cos 𝑡1 sin 𝑡1 + 6 𝑡1 − 3 sin 2𝑡1  

= 3 sin 2𝑡1 + 6 𝑡1 − 3 sin 2𝑡1  

= 6 𝑡1 

𝑆 𝑥1 =
𝑆

2
    ⟺     6𝑡1 =

3𝜋

2
 

⟺   𝑡1 =
𝜋

4
 

𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝑀 𝑐,𝑑 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏
𝑏 𝑎

 +  
𝑐 + 𝑑 −𝑑
𝑑 𝑐

  

=  
 𝑎 + 𝑐 +  𝑏 + 𝑑 − 𝑏 + 𝑑 

 𝑏 + 𝑑  𝑎 + 𝑐 
  

= 𝑀  𝑎 + 𝑐  ;   𝑏 + 𝑑   𝜖 𝐸 

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏
𝑏 𝑎

 ×  
𝑐 + 𝑑 −𝑑
𝑑 𝑐

  

=  
 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 +  𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑 − 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑 

 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 
  

= 𝑀  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ;   𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑   𝜖 𝐸 

,𝐸 لنبٌن أن     .واحدية    و  تبادلية   حلقة   ×,+

  .𝐸 تبادلً فً × 

,𝐸.    𝐸 ٌقبل عنصرا محاٌدا فً ×    زمرة تبادلٌة +
  تجمٌعً× 
  ∗ توزٌعً بالنسبة لـ × 

 : فً إخطاط الدوال المثلثٌة 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟نستعٌن بقاعدتً 

 
 

 

 
cos 𝑥 =

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

2

sin 𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

2

  

𝑂𝐵 𝑂𝐴 

𝑀 

𝑀 
𝑀 

𝑀 

𝐸 
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𝐈 التمرين الثالث 3 أ 

𝑥2        عددٌن حقٌقٌٌن حٌث 𝑦 و 𝑥لٌكن  + 𝑥𝑦 + 𝑦2.   

       𝑥𝑦 و 𝑥𝑦−نضٌف إلى طرفً هذه المتساوٌة فً حالتٌن 

  :  لنحصل على النظمة التالٌة 
𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 𝑥𝑦 = −𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦
    

  :  هذه النظمة بعد تنظٌمها نحصل على 
𝑥2 + 𝑦2 = −𝑥𝑦 ≥ 0

 𝑥 + 𝑦 2 = 𝑥𝑦 ≥ 0   
  

 . سالبة و موجبة فً آن واحد 𝑥𝑦نستنتج إذن أن الكمٌة 

𝐈 التمرين الثالث 3 ة 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   مصفوفة من  𝐸.   

,𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎:  إذن  𝑏  =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏
𝑏 𝑎

 = 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2   

,𝑀 𝑎و بذلك تكون  𝑏   قابلة للقلب إذا كان  𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2 ≠ 0.   

,    العناصر  𝑏   التً من أجلها 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2 = 0  

,𝑎 هً   𝑏 =  0,0 .   

𝑎2إذن لكً ٌكون   + 𝑎𝑏 + 𝑏2 ≠ 0                 

𝑎     ٌكفً أن ٌكون 𝑎  أو  ≠ ≠ 𝑏  أو  0 ≠ 0.   

 .  قابلة للقلب    𝐸\  𝑀 0,0نستنتج أن جمٌع عناصر المجموعة  

𝐈 التمرين الثالث 3 ج 

  .ℝ عددا عقدٌا لا ٌنتمً إلى 𝜎لٌكن 
𝜎1  ∃:  هذا ٌعنً أن  ,𝜎2  𝜖 ℝ × ℝ∗  ;   𝜎 = 𝜎1 + 𝑖𝜎1   

,ℂ   أساس الفضاء المتجهً   𝜎,1 لكً ٌكون   +,∙ .   

,ℂ  مولدة للفضاء  𝜎,1 ٌكفً أن تكون الأسرة   . و أن تكون حرة  ∙,+
𝑧    لٌكن  = 𝑥 𝑧  عددا عقدٌا و نضع  + = 𝑚1 +𝑚2𝜎.   
𝑧:    إذن  = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑚1 +𝑚2 𝜎1 + 𝑖𝜎2  

  :  ٌعنً 
𝑥 = 𝑚1 + 𝑚2𝜎2

𝑦 = 𝑚2𝜎2            
  :     و منه  

𝑚1 =  𝑥 −
𝜎1

𝜎2
𝑦  𝜖 ℝ

𝑚2 =  
𝑦

𝜎2
  𝜖 ℝ           

   

 
,  𝑧𝜖ℂ∀ :  إذن    ∃ 𝑚1 ,𝑚2  𝜖 ℝ2   ;   𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2𝜎   

,ℂ   مُولدة للفضاء   𝜎,1 و هذا ٌعنً أن الأسرة   +,∙ .   

𝑥لتكن   + 𝜎𝑦 و 1  تؤلٌفة خطٌة منعدمة للعددٌن 𝜎  إذن 𝑥 + 𝜎𝑦 = 0  

𝑥:  ٌعنً  . +  𝜎1 + 𝑖𝜎2 𝑦 = 0.   
𝑥:  و منه  + 𝜎1𝑦 = 𝜎2𝑦  و  0 = 0.   
𝑥:  ٌعنً  = 𝑦  و  0 = 0.   

 .  حرة  𝜎,1 و هذا ٌعنً أن الأسرة  

,ℂ   أساس للفضاء المتجهً   𝜎,1 و بالتالً   +,∙ .   

𝐈𝐈  2 التمرين الثالث 

,𝐸  تشاكل من  𝜓إذن  ,ℂ   نحو   + +    
𝑧لٌكن   = 𝑎 + 𝜎𝑏 عنصرا من  ℂ.  

=  𝑀 𝑥,𝑦 لنحل المعادلة   𝑎 + 𝜎𝑏     ذات المجهول𝑀 𝑥,𝑦  ًف  𝐸 

=  𝜓 𝑀 𝑥,𝑦:  لدٌنا  . 𝑎 + 𝜎𝑏   
𝑥:  ٌعنً  + 𝜎𝑦 = 𝑎 + 𝜎𝑏   

,ℂ   أساس للفضاء المتجهً   𝜎,1 بما أن     فإن كل عدد عقدي  ∙,+

  .𝜎 و 1ٌُكتب بكٌفٌة وحٌدة على شكل تؤلٌفة خطٌة للعددٌن 
𝑥     نستنتج أن 𝑦  و  = = 𝑏.   

𝑎 ∀ :  أي  + 𝜎𝑏 𝜖 ℂ ,  ∃!𝑀 𝑥,𝑦 𝜖𝐸 ∶  𝜓 𝑀 𝑥,𝑦  = 𝑎 + 𝜎𝑏   

,𝐸  تقابل من  𝜓إذن  ,ℂ   نحو   + + .   

,𝐸  تشاكل تقابلً من  𝜓و بالتالً  ,ℂ   نحو   + + .   

𝑥𝑦إذن   = 𝑥2  و منه  0 + 𝑦2 = 0.   

 التً مركزها  𝒞   نقطة من الدائرة  𝑥,𝑦 هذه الكتابة الأخٌرة ٌعنً أن  

𝑂 0 و شعاعها.  
𝑥:  ٌعنً بكل بساطة  = 𝑦 = 0.   

𝑥إذا كان  : عكسٌا  = 𝑦 = 𝑥2:  فإن    .0 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0.   

 :   و بالتالً نستنتج التكافإ التالً 

∀  𝑥,𝑦  𝜖 ℝ2   ;    𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2  ⟺    𝑥 = 𝑦 = 0  

,𝑀 𝑎                                                  : و لدٌنا كذلك  𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑    

= 𝑀  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ;   𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑   
= 𝑀 𝑐,𝑑 ×𝑀 𝑎, 𝑏  

 𝑀 𝑎, 𝑏  
−1

=
1

𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎, 𝑏  
 
𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎 + 𝑏

          ∶  و  لدٌنا  

=
1

𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2
 
 𝑎 + 𝑏 +  −𝑏 − −𝑏 

 −𝑏  𝑎 + 𝑏 
  

=
1

𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2
 𝑀  𝑎 + 𝑏  ;  −𝑏  

,𝐸  تشاكلا تقابلٌا من  𝜓لكً ٌكون التطبٌق  ,ℂ   نحو   + + .   

∶  1  :    ٌكفً أن ٌحقق ما ٌلً    ∀   𝑀 𝑎, 𝑏  ;𝑀 𝑐,𝑑    𝜖 𝐸2  ; 

𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝑀 𝑐,𝑑  = 𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏  + 𝜓 𝑀 𝑐,𝑑   
 2  ∶   ∀ 𝑧 𝜖 ℂ   ;   ∃!𝑀 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐸 ∶   𝜓 𝑀 𝑥,𝑦  = 𝑧 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐,𝑑  مصفوفتٌن من  𝐸.  

,𝜓 𝑀 𝑎:    لدٌنا  𝑏 + 𝑀 𝑐,𝑑  = 𝜓 𝑀 𝑎 + 𝑐 ; 𝑏 + 𝑑   

=  𝑎 + 𝑐 + 𝜎 𝑏 + 𝑑  

=  𝑎 + 𝜎𝑏 +  𝑐 + 𝜎𝑑  

= 𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏  + 𝜓 𝑀 𝑐,𝑑   

,𝐸 تكون الحلقة    :      جسم تبادلً إذا تحققت الشروط التالٌة  ×,+

1)   𝐸,  زمرة تبادلٌة +

2)   𝐸\ 𝑀 0,0  ,× زمرة 

  + توزٌعً بالنسبة لـ ×القانون  (3

   . × ;   𝐸\ 𝑀 0,0 نعتبر المجموعة  

   .  𝐸\ 𝑀 0,0 قانون تركٌب داخلً فً  ×لدٌنا 

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من الزمرة  𝐸لأن 

   .  𝐸\ 𝑀 0,0 فً  ×  هو العنصر المحاٌد لـ  𝑀 1,0و لدٌنا  

    𝐸\ 𝑀 0,0فً   (مقلوبا  )  ٌقبل مماثلا   𝐸\ 𝑀 0,0و كل عنصر من  

   زمرة  × ;   𝐸\ 𝑀 0,0 إذن   .

,     و نعلم حسب نتائج الأسئلة السابقة أن   . زمرة تبادلٌة  +

   .  𝐸\ 𝑀 0,0 فً  + تبادلً و توزٌعً بالنسبة لـ ×و كذلك 

,𝐸 نستنتج إذن من هذه النتائج أن     .تبادلي   جسم   ×,+

  ×  ًتبادلً ف𝐸\ 𝑀 0,0  .   

   𝐸,  زمرة تبادلٌة +

   𝐸\ 𝑀 0,0   ,×  زمرة 

  × توزٌعً على+  

  .𝐸 تبادلً فً المجموعة ×إذن 
 :   لقد توصلنا إلى النتائج التالٌة : خلاصة 

   𝐸,  .زمرة تبادلٌة  +

  × ًقانون تجمٌعً ف𝐸.  

  × فً +توزٌعً بالنسبة لـ 𝐸.  

  ×  ٌقبل عنصرا محاٌدا𝑀 1,0  ًف  𝐸.  

  × ًتبادلً ف𝐸.  

,𝐸 و بالتالً    التمرين الثالث 𝐈𝐈  1 .  حلقة تبادلٌة و واحدٌة  ×,+

= 0 

𝑏 

𝑎 

𝐸 

𝑖𝑦 

𝜑 

𝑎 
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𝐈𝐈  3 التمرين الثالث 

𝑧2:   المعادلة ℂلنحل فً  − 𝑧 + 1 = 0   

= ∆:   نجد ∆بعد حساب الممٌز    𝑖 3 
2

   

 .إذن هذه المعادلة تقبل حلٌن عقدٌٌن مترافقٌن 

𝐈𝐈  4 التمرين الثالث 

,𝜓 𝑀 𝑎:  إذن 𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑  = 𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏  × 𝜓 𝑀 𝑐,𝑑   

   . ×,ℂ   نحو   ×,𝐸   تشاكل من  𝜓و بالتالً  

𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈 التمرين الرابع 2 ة 

 :   كما ٌلً 𝑓نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة 

𝐈  3 التمرين الرابع 

  : 𝑓لدٌنا حسب جدول تغٌرات الدالة 
 𝑓  1  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على, 𝑒 .   

, 𝑓 1   نحو المجال  𝑒 ,1   تقابل من المجال 𝑓إذن   𝑓  𝑒  .  

;  0,5−   نحو   𝑒 ,1   تقابل من  𝑓أي     0,2 .   

;  𝜖  −0,5 0و بما أن    𝛼  فإن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا  0,2  

  .𝑓 بالتقابل  𝑒 ,1 فً المجال 

!∃     1 :   أي   𝛼 𝜖  1 , 𝑒   ;   𝑓 𝛼 = 0  

, 𝑒   متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝑓: و بنفس الطرٌقة  +∞ .   

, 𝑒   ٌوجد ضمن 𝐽 تقابل من أي مجال 𝑓إذن    . 𝑓 𝐽 نحو صورته  ∞+

, 𝑒   تقابل من  𝑓أي أن  ;  0,01−   نحو   3   0,2 .   

;  𝜖  −0,01 0و بما أن    𝛽  فإن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا  0,2  

, 𝑒  فً المجال     .𝑓  بالتقابل  3

!∃     2 :  أي   𝛽 𝜖   𝑒 , 3   ;   𝑓 𝛽 = 0   

= 𝑥 نستنتج أن المعادلة   (2)و  (1)من   𝛽 و 𝛼 تقبل حلٌن مختلفٌن    0

1حٌث   < 𝛼 <  𝑒 < 𝛽 < 3.   

𝐈  4 التمرين الرابع 

𝐈  5 التمرين الرابع 

 𝑓  0  دالة قابلة للاشتقاق على, +∞                      

,0 لأنها فرق دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على   +∞ .   

,0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

𝑓 ′ 𝑥 = 4  
ln 𝑥

𝑥2
 
′

=
4 𝑥 − 2𝑥 ln 𝑥 

𝑥4
=

4 1 − 2 ln 𝑥 

𝑥3
 ∶   لدٌنا  

 𝑒 𝑥 

2

𝑒
−

1

2
 

0 +∞ 

−1

2
 

−∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

 

𝟏 

 𝓒  

𝜶   𝒆 
𝜷 

𝑧1 =
1

2
− 𝑖

 3

2
 

= cos  
𝜋

3
 − 𝑖 sin  

𝜋

3
  

= cos  
−𝜋

3
 + 𝑖 sin  

−𝜋

3
  

= 𝑒
−𝑖𝜋

3  

𝑧2 =
1

2
+ 𝑖

 3

2
 

= cos  
𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
  

= 𝑒
𝑖𝜋
3  

𝜎:  من أجل  =
1

2
+ 𝑖 

 3

2
   

𝜎2          : لدٌنا  + 1 =  
1

2
+ 𝑖 

 3

2
 

2

+ 1 

=
1

4
−

3

4
+ 𝑖 

 3

2
+ 1 

=
1

2
+ 𝑖 

 3

2
= 𝜎 

𝜎2:  إذن  =  𝜎 − 1    

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐,𝑑  مصفوفتٌن من  𝐸.  

𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑  = 𝜓 𝑀 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ;   𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑   

=  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝜎 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑  

 :   من جهة أخرى لدٌنا 

𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏  × 𝜓 𝑀 𝑐,𝑑  =  𝑎 + 𝜎𝑏 ×  𝑐 + 𝜎𝑑  

= 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 𝜎 + 𝑏𝑐 𝜎 + 𝑏𝑑 𝜎2 

= 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 𝜎 + 𝑏𝑐 𝜎 + 𝑏𝑑  𝜎 − 1  

= 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 𝜎 + 𝑏𝑐 𝜎 + 𝑏𝑑 𝜎 − 𝑏𝑑 

=  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝜎 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑  

  .0 على ٌمٌن  𝒞 إذن محورالأراتٌب مقارب عمودي لـ 

𝑦إذن المستقٌم   =
−1

2
   .∞+ بجوار   𝒞   مقارب أفقً للمنحنى 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 
4

𝑥
 

 
 

ln 𝑥

𝑥
 

   
−

1

2
= −∞  ∶  لدٌنا    

−∞ +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
4

𝑥
 

 
 

ln 𝑥

𝑥
 

   
−

1

2
=
−1

2
  ∶  لدٌنا    

0+ 0+ 

 1 فً النقطة ذات الأفصول  𝒞  للمنحنى  𝑇 معادلة المماس 

∶  𝑇 :  تُكتب على شكل    𝑦 = 𝑓′ 1  𝑥 − 1 + 𝑓(1) 

∶  𝑇 :  و بالتالً    𝑦 = 4𝑥 −
9

2
   

= 4 𝑥 − 1 +  
−1

2
  

= 4𝑥 −
9

2
 

𝑓إذن إشارة   ′(𝑥)  1   متعلقة فقط بإشارة − 2 ln 𝑥 .   

∀ 𝑥 𝜖  0, +∞   ;     𝑓 ′ 𝑥 =
4 1 − 2 ln 𝑥 

𝑥3
 ∶   لدٌنا  

𝑥إذا كان   >  𝑒  فإن  𝑓 ′ 𝑥 < 0.   

𝑥إذا كان   =  𝑒  فإن  𝑓 ′ 𝑥 = 0.   

𝑥إذا كان   <  𝑒  فإن  𝑓 ′ 𝑥 > 0.   

𝑓 
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𝐈𝐈  1 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  2 التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈  1 التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈  2  التمرين الرابع 

𝑒   ٌقبل نقطة انعطاف و هً    𝒞𝑛 إذن  
5

6   ;   
5𝑛

6
𝑒
−5

3 −
1

2
 .   

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 ة 

𝐈𝐈𝐈  4  التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈  5  التمرين الرابع 

𝑒 :  لدٌنا  > 𝑢𝑛 >                             𝐼𝐼𝐼  3   إذن حسب 1

< 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛نستنتج أن   𝑓𝑛 𝑢𝑛 .   

= 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1:  و نعلم أن  𝑓𝑛 𝑢𝑛 = 0 .   

< 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛:  إذن  𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1 .   

   . 𝑒 , 1   دالة تزاٌدٌة قطعا على  𝑓𝑛+1و بما أن  

 .فإن دالتها العكسٌة تزاٌدٌة تزاٌدٌة قطعا كذلك 

𝑓𝑛+1:  و منه 
−1  𝑓𝑛+1 𝑢𝑛  > 𝑓𝑛+1

−1  𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1     

𝑛∀ :    ٌعنً ≥ 4   ;   𝑢𝑛 > 𝑢𝑛+1.   

 .  متتالٌة تناقصٌة قطعا 𝑢𝑛 𝑛≥4 و بالتالً  

 :  نستنتج أن  (2)و  (1)من 

∀ 𝑡 𝜖  0, +∞    ;     1 − 𝑡 ≤
1

1 + 𝑡
≤ 1 

,0  دالة قابلة للاشتقاق على المجال  𝑓𝑛لدٌنا  +∞ .   

,0 لأنها عبارة عن فرق دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على   +∞ .   

,0 عنصرا من المجال  𝑥 لٌكن  +∞ .   

𝑓𝑛فإن إشارة  
′ 𝑥   1   متعلقة فقط بإشارة − 2 ln 𝑥 .   

 :  نستنتج إذن الجدول التالً 

𝑓𝑛
′ 𝑥 = 𝑛  

ln 𝑥

𝑥2
 
′

=
𝑛 1 − 2 ln 𝑥 

𝑥2
  ∶  لدٌنا  

∀ 𝑥 > 0  ;   
𝑛

𝑥3
≥ 0  ∶  بما  أن   

− 𝑓𝑛+1 𝑥:  لدٌنا  𝑓𝑛 𝑥 =
ln 𝑥

𝑥2  

𝑥:  إذا كان  = = 𝑓𝑛+1 𝑥:  فإن   . 0 𝑓𝑛 𝑥    

𝑥:  إذا كان  > < 𝑓𝑛+1 𝑥:  فإن   . 0 𝑓𝑛 𝑥    

𝑥:  إذا كان  < > 𝑓𝑛+1 𝑥:  فإن   . 0 𝑓𝑛 𝑥    

 𝑒 𝑥 

𝑛

2𝑒
−

1

2
 

0 +∞ 

−1

2
 −∞ 

𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′ 𝑥  0 − 

1 𝑥 

0 

+∞ 

+ 𝑓𝑛+1 𝑥 − 𝑓𝑛 𝑥  − 

0 

 𝒞𝑛+1  و   𝒞𝑛 

ٌتقاطعان
 

الوضع النسبً

 𝒞𝑛+1  و  𝒞𝑛  لـ
 

 𝒞𝑛 

ٌوجد فوق

 𝒞𝑛+1 

 

 𝒞𝑛 

ٌوجد فوق

 𝒞𝑛+1 

 

𝑡 ≥ 0  ⟹  −𝑡2 ≤ 0 

⟹  1 − 𝑡2 ≤ 1 

⟹   1 − 𝑡  1 + 𝑡 ≤ 1 

⟹   1 − 𝑡 ≤
1

1 + 𝑡
   ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  1 + 𝑡 ≠ 0 

,0  عنصرا من المجال  𝑎لٌكن  +∞ .   

𝑡 ≥ 0   ⟹     1 − 𝑡 ≤
1

1 + 𝑡
≤ 1 

⟹      1 − 𝑡 
𝑎

0

𝑑𝑡 ≤   
1

1 + 𝑡
 

𝑎

0

𝑑𝑡 ≤  1
𝑎

0

𝑑𝑡 

𝑐𝑎𝑟  𝑐𝑒𝑠  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑡  0 < 𝑎 

⟹     𝑡 −
𝑡2

2
 

0

𝑎

≤  ln 1 + 𝑡  0
𝑎 ≤  𝑡 0

𝑎  

⟹     𝑎 −
𝑎2

2
 ≤ ln 1 + 𝑎 ≤ 𝑎 

𝑓𝑛إذن  
′′  𝑥   6  تنعدم إذا كان ln 𝑥 − 5 = 0.   

ln:  ٌعنً  𝑥 =
5

6
𝑥:    أي  = 𝑒

5

6.   

  .𝑓𝑛دراسة التقعر و نقط الإنعطاف ٌستدعً حساب المشتقة الثانٌة لـ 

𝑓𝑛
′′  𝑥 =

𝑥3  
−2𝑛
𝑥
 − 3𝑥2𝑛 1 − 2 ln 𝑥 

𝑥6
=
𝑛 6 ln 𝑥 − 5 

𝑥4
 

𝑥:  إذا كان  > 𝑒
5

6:  فإن   . 6 ln 𝑥 − 5 > 𝑓𝑛:  و منه   . 0
′′  𝑥 > 0    

𝑓𝑛نلاحظ أن  
′′  𝑥   تنعدم فً النقطة ذات الأفصول  𝑒

5

6       

 .و تتغٌر إشارتها بجوار تلك النقطة 

𝑥:  إذا كان  < 𝑒
5

6:  فإن   . 6 ln 𝑥 − 5 < 𝑓𝑛:  و منه   . 0
′′  𝑥 < 0    

 1  

 2  

𝑡 ≥ 0  ⟹   1 + 𝑡 ≥ 1 

⟹   
1

1 + 𝑡
≤ 1  ;    𝑎𝑣𝑒𝑐  1 + 𝑡 ≠ 0 

, 𝑒   ٌوجد ضمن  𝐽 تقابل من أي مجال 𝑛إذن     . 𝑓𝑛 𝐽  نحو صورته   ∞+

=  𝑓𝑛نستنتج أن المعادلة   (2)و  (1)من    تقبل بالضبط 0

1 حٌث  𝑣𝑛 و 𝑢𝑛حلٌن  < 𝑢𝑛 <  𝑒 < 𝑣𝑛.   

   . 𝑒 ,0  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على  𝑓𝑛لدٌنا 

   . 𝑓𝑛 𝐼 نحو صورته   𝑒 ,0  ٌوجد ضمن 𝐼 تقابل من أي مجال 𝑛إذن 

;  0,5−   نحو   𝑒 ,1  تقابل من  𝑓𝑛و منه    0,2 .   

;  𝜖  −0,5 0و بما أن      𝑢𝑛  فإن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا  0,2  

   . 𝑒 ,1 من المجال  

!∃     1 :   ٌعنً   𝑢𝑛  𝜖  1, 𝑒   ;   𝑓𝑛 𝑢𝑛 = 0  

, 𝑒   متصلة و تناقصٌة قطعا على  𝑛و بنفس الطرٌقة لدٌنا  +∞ .   

; 𝑒   تقابل من  𝑓𝑛و منه   𝑛   نحو    𝑓𝑛 𝑛   ;   0,2 .   

;   𝜖   𝑓𝑛 𝑛 0:  و بما أن    لأن   0,2  
ln 𝑛

𝑛
<

1

𝑒
<

1

2
.   

; 𝑒   من المجال 𝑣𝑛فإن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا   𝑛 .  

!∃     2 :  ٌعنً   𝑣𝑛 >  𝑒  ;   𝑓𝑛 𝑣𝑛 = 0.   

𝑥 

𝑓 

𝑓 

𝑓 
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𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  6 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  6 ة 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  6 د 

∀ 𝑎 ≥ 0    ;   𝑎 −
𝑎2

2
≤ ln 1 + 𝑎 ≤ 𝑎  ∶  لدٌنا   

   7   𝑒𝑡   8     ⟹    
 𝑢𝑛 

2

2𝑛
≤  𝑢𝑛 − 1 ≤

 𝑢𝑛 
2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
     9  

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  6 ج 

  𝑢𝑛 <  𝑒     ⟹    
 𝑢𝑛 

2

2𝑛
≤

𝑒

2𝑛
       10  

      10 ×  11    ⟹     
 𝑢𝑛 

2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
<
𝑒

𝑛
         12  

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  7 أ 

𝑢𝑛 > 1   ⟹    𝑢𝑛 − 1 > 0 

⟹     𝑢𝑛 − 1 −
 𝑢𝑛 − 1 2

2
≤ ln 𝑢𝑛 ≤  𝑢𝑛 − 1  

⟹    
2 𝑢𝑛 − 1 −  𝑢𝑛 − 1 2

2
≤ ln 𝑢𝑛 ≤  𝑢𝑛 − 1  

⟹    
 𝑢𝑛 − 1  3 − 𝑢𝑛 

2
≤ ln 𝑢𝑛 ≤  𝑢𝑛 − 1      ∗  

𝑓𝑛 𝑢𝑛 = 0    ⟺     
𝑛 ln 𝑢𝑛 

 𝑢𝑛 
2

=
1

2
 

⟺    ln 𝑢𝑛 =
 𝑢𝑛 

2

2𝑛
 

  𝑢𝑛 <  𝑒     ⟹     3 − 𝑢𝑛 > 3 −  𝑒 

     ⟹     
1

3 − 𝑢𝑛
<

1

3 −  𝑒
< 1 

     ⟹     
1

3 − 𝑢𝑛
< 1     11  

 9   𝑒𝑡   10   𝑒𝑡   12    

⟹    
1

2𝑛
≤
 𝑢𝑛 

2

2𝑛
≤  𝑢𝑛 − 1 ≤

 𝑢𝑛 
2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
≤
𝑒

𝑛
 

⟹     ∀ 𝑛 ≥ 4    ;     
1

2𝑛
≤ 𝑢𝑛 − 1 ≤

𝑒

𝑛
 

𝑇𝑒𝑟𝑒𝑓𝑜𝑟 ∶    lim
𝑛∞
 𝑢𝑛 − 1 = 0 

𝑤𝑖𝑐  𝑚𝑒𝑎𝑛𝑠 ∶    lim
𝑛∞
 𝑢𝑛 = 1 

𝑤𝑒 𝑎𝑣𝑒 ∶      
1

2𝑛
 

   
≤ 𝑢𝑛 − 1 ≤  

𝑒

𝑛
 

 
 

0 0 

𝑛∞ 𝑛∞ 

𝑓𝑛 𝑣𝑛 = 0    ⟺     
𝑛 ln 𝑣𝑛 

 𝑣𝑛 
2

=
1

2
 

⟺     ln 𝑣𝑛 =
 𝑣𝑛 

2

2𝑛
    ∗  

𝑣𝑛 > 𝑒
5
6    ⟹   ln 𝑣𝑛 >

5

6
 

⟹     
 𝑣𝑛 

2

2𝑛
>

5

6
   ;     𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 ∗  

⟹      𝑣𝑛 
2 >

10𝑛

6
    

⟹     𝑣𝑛 >  
10𝑛

6
    

⟹     𝑣𝑛 >   
10𝑛

6
  

       

   

⟹     lim
𝑛∞
 𝑣𝑛 = +∞   

+∞ 

𝑛∞ 

𝑛 ≥ 4   ⟹    
5𝑛

6
𝑒
−5
3 ≥

20

6
𝑒
−5
3 ≈ 0,63 > 0,5 

⟹    
5𝑛

6
𝑒
−5
3 ≥ 0,5 

⟹    
5𝑛

6
𝑒
−5
3 −

1

2
≥ 0 

⟹    𝑓𝑛  𝑒
5
6 ≥ 𝑓𝑛 𝑣𝑛  

⟹    𝑒
5
6 ≤ 𝑣𝑛   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓𝑛   𝑒𝑠𝑡  ↘   𝑠𝑢𝑟    𝑒, +∞  

 ∗   ⟹     ln 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛 − 1 

  ⟹    
 𝑢𝑛 

2

2𝑛
≤ 𝑢𝑛 − 1      7  

 ∗   ⟹      
 𝑢𝑛 − 1  3 − 𝑢𝑛 

2
≤ ln 𝑢𝑛  

  ⟹      
 𝑢𝑛 − 1  3 − 𝑢𝑛 

2
≤
 𝑢𝑛 

2

2𝑛
 

  ⟹        𝑢𝑛 − 1 ≤
2 𝑢𝑛 

2

2𝑛 3 − 𝑢𝑛 
 

  ⟹        𝑢𝑛 − 1 ≤
 𝑢𝑛 

2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
      8  

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  7 ة 
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 التمرين الأول  1  

 

 التمرين الأول  4  

 :نحول معطٌات التمرٌن إلى شجرة الاحتمالات التالٌة 

= 𝑝 𝑅1:  من خلال هذه الشجرة لدٌنا  𝑝 𝐵1 =
4

8
=

1

2
   

 التمرين الأول  2  

 التمرين الأول  3  

 التمرين الثاني  1 ة 

 التمرين الثاني 2 أ 

 تتغٌر على الإهلٌلج 𝑃  فإن النقطة  0,2𝜋  فً المجال  𝜃عندما ٌتغٌر العدد 

 Γ  الذي مركزه 𝑂  و رإوسه 𝐴 5,0   و  𝐴′(−5,0)  و  𝐵 0,3    

   .𝐹′(−4,0)و        4,0 و بإرتاه    .  𝐵′ 0,−3و  

 التمرين الثاني 3 أ 

 التمرين الثاني 3 ة 

𝑧1لدٌنا   = 2 −𝑖𝜃 ≠ 𝑧2  و  4 = 8 𝑒𝑖𝜃 ≠ 4.   

𝑧1𝑧2:  إذن  = 16 𝑒𝑖𝜃  𝑒−𝑖𝜃 = 16.   

 ( :  أ (3و منه حسب 
𝑧2+4

𝑧2−4
 = − 

𝑧1+4

𝑧1−4
  

 التمرين الثاني 3 ج 

𝑝𝐵1
 𝐵2 =

𝑝 𝐵1 ∩ 𝐵2 

𝑝 𝐵1 
=

1
3
1
2

=
2

3
 

𝑝𝑅1
 𝐵2 =

𝑝 𝑅1 ∩ 𝐵2 

𝑝 𝑅1 
=

2
7
1
2

=
4

7
 

∆′=  𝑝2 − 16 =  3 cos 𝜃 + 5𝑖 sin𝜃 2 

⟹     
𝑧1 = 𝑝 +  3 cos 𝜃 + 5𝑖 sin 𝜃 = 2 𝑒−𝑖𝜃

𝑧2 = 𝑝 −  3 cos𝜃 + 5𝑖 sin 𝜃 = 8 𝑒𝑖𝜃
  

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝟏

𝟐
 

𝟏

𝟐
 

𝟑

𝟕
 

𝟒

𝟕
 

𝟏

𝟑
 

𝟐

𝟑
 

نى َفؼم 

 شٛئب ثؼذ

َسست 

  𝑈كشح يٍ 
َسست 

  𝑉كشح يٍ 
رزٕلف 

 انزدشثخ

𝑝 𝐵2 = 𝑝 𝑅1 ∩ 𝐵2 + 𝑝 𝐵1 ∩ 𝐵2  

= 𝑝 𝑅1 × 𝑝𝑅1
 𝐵2 + 𝑝 𝐵1 × 𝑝𝐵1

 𝐵2  

=  
1

2
×

4

7
 +  

1

2
×

2

3
 =

13

21
 

 .استعمال تقنٌة الحدث المإكد  : الطريقة الأولى

𝑝 𝐵2 + 𝑝 𝑅2 = 1    ⟺    𝑝 𝑅2 = 1 − 𝑝 𝐵2  

⟺    𝑝 𝑅2 = 1 −
13

21
=

8

21
 

 .استعمال الشجرة  : الطريقة الثانية
𝑝 𝑅2 = 𝑝 𝑅1 ∩ 𝑅2 + 𝑝 𝐵1 ∩ 𝑅2  

= 𝑝 𝑅1 × 𝑝𝑅1
 𝑅2 + 𝑝 𝐵1 × 𝑝𝐵1

 𝑅2  

=  
1

2
×

3

7
 +  

1

2
×

1

3
 =

8

21
 

= 0,2𝜋 .   𝑎𝑓𝑓 𝑀1  عنصرا من  𝜃لٌكن  2 𝑒−𝑖𝜃 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

⟺  2 cos −𝜃 + 2𝑖 sin −𝜃 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

⟺    
2 cos𝜃 = 𝑥
−2 sin 𝜃 = 𝑦

  

⟹    𝑥2 + 𝑦2 =  2 cos𝜃 2 +  −2 sin 𝜃 2 

⟹    𝑥2 + 𝑦2 = 4 cos2 𝜃 + sin2 𝜃  

⟹    𝑥2 + 𝑦2 = 4 

⟹    𝑥2 + 𝑦2 = 22 
⟹     𝑀1 𝑥,𝑦   𝜖  𝒞 𝑂 ; 2  

   . ℂ\ 4 عنصرٌن من  𝑏 و 𝑎لٌكن 

 
𝑏 + 4

𝑏 − 4
 = − 

𝑎 + 4

𝑎 − 4
   ⟺    𝑏 + 4  4− 𝑎 =  𝑏 − 4  𝑎 + 4  

  ⟺    2 𝑎𝑏 = 32 

  ⟺     𝑎𝑏 = 16 

 
𝑧2 + 4

𝑧2 − 4
 = − 

𝑧1 + 4

𝑧1 − 4
   ⟺    

4 − 𝑧1

−4 − 𝑧1
 = − 

4 − 𝑧2

−4 − 𝑧2
  

  ⟺    
𝑧𝐹 − 𝑧1

𝑧𝐹′ − 𝑧1
 = − 

𝑧𝐹 − 𝑧2

𝑧𝐹′ − 𝑧2
  

  ⟹  arg  
𝑧𝐹 − 𝑧1

𝑧𝐹′ − 𝑧1
 ≡ 𝜋 + arg  

𝑧𝐹 − 𝑧2

𝑧𝐹′ − 𝑧2
   2𝜋  

  ⟹   𝑀1𝐹         ,𝑀1𝐹′           
                

≡ 𝜋 +  𝑀2𝐹         ,𝑀2𝐹′           
                

  2𝜋  

 التمرين الثاني  1 أ 

𝐼𝑡’𝑠 𝑎𝑛 𝑒𝑎𝑠𝑦 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑢𝑠, 𝑗𝑢𝑠𝑡 𝑑𝑜 𝑖𝑡  

 التمرين الثاني 2 ة 

⟹    
16

25
𝑥2 +

16

9
𝑦2 = 16 

⟹    
𝑥2

52
+
𝑦2

32
= 1 

 𝑀1𝑀2   منتصف  𝑃   ⟺    𝑎𝑓𝑓 𝑃 =
𝑎𝑓𝑓 𝑀1 + 𝑎𝑓𝑓 𝑀2 

2
 

⟺    𝑎𝑓𝑓 𝑃 =
2 𝑒−𝑖𝜃 + 8 𝑒𝑖𝜃

2
 

⟺    𝑎𝑓𝑓 𝑃 = 5 cos𝜃 + 3𝑖 sin 𝜃 

⟺    𝑎𝑓𝑓 𝑃 = 𝑝 = 𝑥 + 𝑖𝑦    ;     
𝑥 = 5 cos𝜃
𝑦 = 3 sin𝜃

  

⟹    𝑝2 −  3 cos𝜃 + 5𝑖 sin 𝜃 2 = 16 

⟹     𝑥 + 𝑖𝑦 2 −  
3𝑥

5
+

5𝑖

3
𝑦 

2

= 16 

𝐹 

𝑒 
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 التمرين الثاني 4 أ 

 التمرين الثاني 4 ة 

 التمرين الثالث  1  

𝐴:  نضع  =  
3 2 2

2 2 3
 .   

32:  نلاحظ أن  − 2 × 22 = 1   

𝐴:  إذن  = 𝑀 3,2  𝜖 𝐸.   

 التمرين الثالث 2 أ 

𝑀 𝑎𝑐:  إذن  + 2𝑏𝑑  ;   𝑏𝑐 + 𝑎𝑑   𝜖  𝐸.   

,𝑀 𝑎 ∀:  ٌعنً  𝑏 ,𝑀 𝑐,𝑑  𝜖 𝐸  ;   𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑  𝜖 𝐸.   

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸و بالتالً 
  : ∗ و لدٌنا حسب النتٌجة 

  .𝐸 تبادلً فً ×إذن القانون 

 التمرين الثالث  2 ة 

 التمرين الثالث 2 ج 

 قانون تركٌب داخلً فً ×من خلال الأسئلة السابقة حصلنا على أن 

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸 لأن 𝐸المجموعة 

  𝐸 تجمٌعً كذلك فً ×فإن   .  ℳ2 ℝ تجمٌعً فً  ×و بما أن 
𝐼و بما أن المصفوفة   =    . ℳ2 ℝ فً  ×  هً العنصر المحاٌد لـ  1,0      

𝐼فإن   =   .𝐸 فً ×  هً العنصر المحاٌد لـ  1,0       

 .و ذلك لأن العنصر المحاٌد إن وجد فإنه ٌكون دائما وحٌدا 

,𝑎 و توصلنا كذلك إلى أن كل مصفوفة   𝑏       ًلها مماثلة ف 𝐸              

   . 𝑀 𝑎 ,−𝑏و هً المصفوفة      

  زمرة  ×,𝐸 إذن نستنتج من هذه الأشٌاء أن  

  .𝐸 تبادلً فً ×و نضٌف على أن 

 .  زمرة تبادلٌة  ×,𝐸 و بالتالً  

 التمرين الثالث 3 أ 

   .𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝐴𝑛  𝜖 𝐸.   

𝑋من أجل المصفوفة   = 𝐴𝑚  نجد  𝑋 = 𝐴𝑚  𝜖 𝐸.   
⟹  𝑋 𝜖 𝐺:  و بالتالً نحصل على استلزام ثمٌن و هو    𝑋 𝜖 𝐸  

⊇ 𝐺:  و من هذا الاستلزام نستنتج أن  𝐸.   

 التمرين الثالث 3 ة 

𝑃 5:  لدٌنا  cos 𝜃   ;  3 sin 𝜃 .   

 : هً 𝑃 فً النقطة  Γ  للمنحنى  𝑇 إذن معادلة المماس 

 𝑇  ∶   
5𝑥 cos 𝜃

52
+

3𝑦 sin 𝜃

32
= 1 

 𝑇  ∶   3𝑥 cos 𝜃 + 5𝑦 sin 𝜃 = 15 

  هو   𝑇 إذن مٌل المستقٌم 
−3 cos 𝜃

5 sin 𝜃
 .   

 𝑇  ∶   3𝑥 cos 𝜃 + 5𝑦 sin 𝜃 = 15 ∶  لدٌنا   

 𝑇  ∶   𝑦 =  
−3 cos𝜃

5 sin 𝜃
 𝑥 +  

3

sin𝜃
    ∶  إذن   

 1  

  .𝐺 عنصر من 𝑋لٌكن 
𝑋 حٌث  ℕ من 𝑚إذن ٌوجد  = 𝐴𝑚.   

∶  𝑃𝑛 :   التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة    𝐴𝑛  𝜖 𝐸.   

 . على  صحة هذه العبارة بالترجع  و لنبرهن

𝑛من أجل   = 𝐴0  لدٌنا  0 =  
1 0
0 1

 = 𝑀 1,0  𝜖 𝐸.   

 . صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة 

 . صحٌحة  𝑃𝑛  و نفترض أن ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 

𝐴𝑛إذن       𝐸  و  𝐴 𝜖 𝐸.   

  .𝐸 قانون تركٌب داخلً فً ×و بما أن 

𝐴𝑛:  فإن  × 𝐴  𝜖  𝐸 ًٌعن    :𝐴𝑛+1 𝜖 𝐸.   

 .  صحٌحة  𝑃𝑛+1 و هذا ٌعنً أن العبارة  

   :  لقد حصلنا على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 
 𝑃0   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                  
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

  

,𝑀 𝑎لتكن  𝑏  و 𝑀 𝑐,𝑑  مصفوفتٌن من 𝐸.  

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑 =  𝑎 𝑏 2

𝑏 2 𝑎
 ×  𝑐 𝑑 2

𝑑 2 𝑐
  

=  
𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑  𝑏𝑐 + 𝑎𝑑  2

 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑  2 𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑
  

= 𝑀  𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑   ;    𝑎𝑑 + 𝑏𝑐       ∗  

𝑎𝑐                      : و لدٌنا من جهة أخرى  + 2𝑏𝑑 − 2 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 2 

=  𝑎𝑐 2 + 4 𝑏𝑑 2 − 2 𝑏𝑐 2 − 2 𝑎𝑑 2 

= 𝑐2  𝑎2 − 2𝑏2        
=1

+ 2𝑑2  2𝑏2 − 𝑎2        
=1

 

= 𝑐2 + 2𝑑2 = 1 

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑 = 𝑀 𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐  
= 𝑀 𝑐𝑎 + 2𝑑𝑏  ;   𝑐𝑏 + 𝑑𝑎  

= 𝑀 𝑐,𝑑 ×𝑀 𝑎, 𝑏  

  . 𝑀1𝑀2  مٌل المستقٌم 𝑚لنحسب الآن 

𝑀1:  لدٌنا   
2 cos 𝜃
−2 sin 𝜃

𝑀2  و     
8 cos𝜃
8 sin 𝜃

 .   

   هو   𝑀1𝑀2 إذن مٌل المستقٌم  
5 sin 𝜃

3 cos 𝜃
    

𝑀1   و   𝑇 نستنتج أن   (2)و  (1)من  .  .  متعامدان  2

   . 1− لأن جداء مٌلٌهما ٌساوي  

𝑚 =
8 sin𝜃 −  −2 sin 𝜃 

8 cos 𝜃 − 2 cos𝜃
=

5 sin𝜃

3 cos 𝜃
   ∶  إذن   

 2  

 
−3 cos𝜃

5 sin𝜃
 ×  

5 sin𝜃

3 cos 𝜃
 = −1  ∶  ٌعنً  

,𝑀 𝑎لتكن  𝑏  مصفوفة من 𝐸.  

 𝑀 𝑎, 𝑏  
−1

=
1

𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎, 𝑏  
 𝑎 −𝑏 2

−𝑏 2 𝑎
  

=
1

𝑎2 − 2𝑏2
 𝑎 −𝑏 2

−𝑏 2 𝑎
  

=
1

1
 𝑎 −𝑏 2

−𝑏 2 𝑎
  

= 𝑀 𝑎 ,−𝑏  𝜖 𝐸 

𝐻:  لكً نبٌن أن  =   𝐵𝑛   ;   𝑛 𝜖 ℕ     

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌكفً أن نبٌن     𝐴𝑛 −1 = 𝐵𝑛   

∶  𝑃𝑛 :    التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة      𝐴𝑛 −1 = 𝐵𝑛.   

𝑛من أجل   = 𝐴0 −1 :    لدٌنا 0 =  
1 0
0 1

 
−1

= 𝐼 = 𝐵0   

 .  صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة  

𝑀 

,𝑀 𝑎و بالتالً مقلوب كل مصفوفة  𝑏   هو المصفوفة 𝑀 𝑎 ,−𝑏 .   

,𝑀 𝑎 :  أو بتعبٌر آخر  𝑏  
−1

= 𝑀 𝑎 ,−𝑏    

𝑀 

𝑀 

𝑀 

ϵ 
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 التمرين الثالث 3 ج 

𝐈 التمرين الرابع  1 أ 

 :   و نلخص النتائج فً الجدول التالً 

𝐈 التمرين الرابع 1 ة 

𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝑚  ∀:  إذن  ≤ 𝑛   ;   𝐴𝑚 × 𝐵𝑛   𝜖  𝐺 ∪ 𝐻.   

  : (نستغل إذن هذه الخاصٌة الثمٌنة للإجابة على السإال ج

𝐺لدٌنا   ∪ 𝐻  جزء غٌر فارغ من المجموعة  𝐸.   

  .𝐸 جزءان غٌر فارغان من 𝐺 و 𝐻لأن 

𝐺 مصفوفتٌن من الاتحاد 𝑌 و 𝑋لتكن  ∪ 𝐻 حالات أربع و نفصل بٌن  :  

   .𝑌 𝜖 𝐺  و  𝑋 𝜖 𝐺إذا كان   : الحالة الأولى

;  𝑚,𝑛  𝜖 ℕ2  ∃:  إذن    𝑋 = 𝐴𝑛    𝑒𝑡   𝑌 = 𝐴𝑚   

𝑋:  و منه  × 𝑌−1 = 𝐴𝑛 ×  𝐴𝑚  −1   

𝑋:  أي  × 𝑌−1 = 𝐴𝑛 × 𝐵𝑚  𝜖 𝐺 ∪ 𝐻.   

𝑋,𝑌  𝜖 𝐺2  ∀:  إذن    ;   𝑋 × 𝑌−1 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻   

   .𝑌 𝜖 𝐻  و  𝑋 𝜖 𝐻إذا كان   : الحالة الثانية

;  𝑚,𝑛  𝜖 ℕ2  ∃:  إذن    𝑋 = 𝐵𝑛    𝑒𝑡   𝑌 = 𝐵𝑚   

𝑋:  و منه  × 𝑌−1 = 𝐵𝑛 ×  𝐵𝑚  −1   

𝑋:  ٌعنً  × 𝑌−1 = 𝐵𝑛 × 𝐴𝑚  𝜖 𝐺 ∪ 𝐻   

𝑋,𝑌  𝜖 𝐻2  ∀:  إذن    ;   𝑋 × 𝑌−1 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻   

   .𝑌 𝜖 𝐻  و  𝑋 𝜖 𝐺إذا كان   : الحالة الثالثة

;  𝑚,𝑛  𝜖 ℕ2  ∃:  إذن    𝑋 = 𝐴𝑛    𝑒𝑡   𝑌 = 𝐵𝑚   

 ⋕     ∀  𝑚,𝑛  𝜖 ℕ2  ;   𝐴𝑚 × 𝐵𝑛   𝜖  𝐺 ∪ 𝐻 ∶  و بالتالً   

𝑋:  و منه  × 𝑌−1 = 𝐴𝑛 ×  𝐵𝑚  −1   
𝑋:  أي  × 𝑌−1 = 𝐴𝑛 × 𝐴𝑚 = 𝐴𝑚+𝑛  𝜖 𝐺 ⊂ 𝐺 ∪ 𝐻   

, 𝑋𝜖𝐺∀ :  إذن   ∀𝑌𝜖𝐻   ;   𝑋 × 𝑌−1 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻   

   𝑌 𝜖 𝐺  و  𝑋 𝜖 𝐻إذا كان   : الحالة الرابعة

;  𝑚,𝑛  𝜖 ℕ2  ∃:  إذن    𝑋 = 𝐵𝑛    𝑒𝑡   𝑌 = 𝐴𝑚   
𝑋:    و منه  × 𝑌−1 = 𝐵𝑛 ×  𝐴𝑚  −1 

𝑋:  أي  × 𝑌−1 = 𝐵𝑛 × 𝐵𝑚 = 𝐵𝑚+𝑛  𝜖 𝐻 ⊂ 𝐺 ∪ 𝐻   

, 𝑋𝜖𝐻∀ :  إذن   ∀𝑌𝜖𝐺   ;   𝑋 × 𝑌−1 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻   

 .إذن حسب الخاصٌة الممٌزة للزمرة الجزئٌة 
𝐺 نستنتج أن   ∪ 𝐻 ,×   زمرة جزئٌة من الزمرة الأم   𝐸 ,× .   

 :   نستنتج من جمٌع هذه الحالات الأربع أن  : خلاصة القول

∀  𝑋,𝑌  𝜖  𝐺 ∪ 𝐻 2   ;     𝑋 × 𝑌−1  𝜖  𝐺 ∪ 𝐻 

= 𝑔𝑛 𝑥:  لدٌنا  𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥.   

 لأنها مجموع دالتٌن اعتٌادٌتٌن ℝ دالة قابلة للاشتقاق على 𝑛إذن 

  .ℝقابلتٌن للاشتقاق على 

𝑔𝑛:  لدٌنا 
′  𝑥 = 1 − 𝑛 𝑒−𝑛𝑥 = 𝑒−𝑛𝑥  𝑒𝑛𝑥 − 𝑛 .   

;   𝑥𝜖ℝ  ∀𝑛𝜖ℕ∀ :  بما أن    𝑒−𝑛𝑥 > 0.   

𝑔𝑛فإن إشارة  
′  𝑥   متعلقة فقط بإشارة   𝑒𝑛𝑥 − 𝑛 .   

𝑥:  إذا كان  =
ln 𝑛

𝑛
𝑔𝑛:  فإن   . 

′  𝑥 = 0.   

  .𝑔𝑛و أضٌف النهاٌتٌن عند محدات مجموعة تعرٌف الدالة 

𝑥:  إذا كان  >
ln 𝑛

𝑛
𝑔𝑛:  فإن   . 

′  𝑥 > 0.   

𝑥:  إذا كان  <
ln 𝑛

𝑛
𝑔𝑛:  فإن   . 

′  𝑥 < 0.   

lim
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥  = +∞ + 0 = +∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥  = lim
𝑥→−∞

𝑛𝑥

𝑛
 1 +

𝑛

𝑛𝑥 𝑒𝑛𝑥
  

=
1

𝑛
 lim
𝑡→−∞
𝑡=𝑛𝑥

𝑡  1 +
𝑛

𝑡𝑒𝑡
  =

1

𝑛
  −∞  1 +  −∞   = +∞ 

  .𝑔𝑛لدٌنا حسب جدول تغٌرات الدالة 

 𝑔𝑛 دالة متصلة على ℝبؤكمله . 

,∞−  تناقصٌة على المجال  𝑔𝑛و الدالة 
ln 𝑛

𝑛
 .   

  تزاٌدٌة على المجال  𝑔𝑛و الدالة 
ln 𝑛

𝑛
 , +∞ .   

𝑢𝑛 تقبل مطرافا عند 𝑔𝑛إذن  =
ln 𝑛

𝑛
 و هذا المطراف عبارة عن قٌمة 

 :دنوٌة معرفة بما ٌلً 
𝑔𝑛 𝑢𝑛 = 𝑔𝑛  

ln𝑛

𝑛
 =

1 + ln𝑛

𝑛
 

lim
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥  = lim
𝑥→−∞

𝑥  1 +
𝑛

𝑛𝑥 𝑒𝑛𝑥
  

=
1

𝑛
 lim
𝑡→−∞
𝑡=𝑛𝑥

𝑡  1 +
𝑛

𝑡𝑒𝑡
  =

1

𝑛
  −∞  1 +  −∞   = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥  = +∞ + 0 = +∞ 

𝒙 
ln 𝑛

𝑛
 

𝑔𝑛  
ln n

n
  

−∞ 

𝑔𝑛  

− 𝑔𝑛
′ (𝑥) 0 + 

+∞ 

+∞ +∞ 

𝐴𝑛+1 −1 :  إذن  = 𝐵𝑛+1 .   أي أن العبارة 𝑃𝑛+1  صحٌحة . 

   𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

∶  𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً     𝐴𝑛 −1 = 𝐵𝑛  
𝐻:  و بالتالً  =   𝐵𝑛   ;   𝑛 𝜖 ℕ  .   

𝐴𝑛 −1  عددا صحٌحا طبٌعٌا و نفترض أن  𝑛لٌكن  = 𝐵𝑛.   

𝐴𝑛+1 −1 :   لدٌنا  =  𝐴𝑛 × 𝐴 −1 = 𝐴−1 ×  𝐴𝑛 −1  

= 𝐵 × 𝐵𝑛 = 𝐵𝑛 × 𝐵 = 𝐵𝑛+1 

 :    نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 
  
 𝑃0   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                  
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

  

 : و نفصل بٌن حالتٌن .  عددان صحٌحان طبٌعٌان𝑛 و 𝑚لٌكن 

𝑚إذا كان   : الحالة الأولى ≥ 𝑛.   

 :    فً البداٌة ٌجب أن نبٌن الخاصٌة التالٌة 
 ⋕     ∀  𝑚,𝑛  𝜖 ℕ2  ;   𝐴𝑚 × 𝐵𝑛   𝜖  𝐺 ∪ 𝐻 

𝐴𝑚                              :  لدٌنا  × 𝐵𝑛 = 𝐴𝑚−𝑛 ×  𝐴 × 𝐵 𝑛 

= 𝐴𝑚−𝑛 × 𝐼𝑛  

= 𝐴𝑚−𝑛  𝜖 𝐺 ⊂ 𝐺 ∪ 𝐻 

𝑚  ∀:  إذن  ≥ 𝑛   ;   𝐴𝑚 × 𝐵𝑛   𝜖  𝐺 ∪ 𝐻   
𝑚إذا كان   : الحالة الثانية ≤ 𝑛.   

𝐴𝑚                               : لدٌنا  × 𝐵𝑛 =  𝐴 × 𝐵 𝑚 × 𝐵𝑛−𝑚 

= 𝐼𝑛 × 𝐵𝑛−𝑚  

= 𝐵𝑛−𝑚   𝜖  𝐻 ⊂ 𝐺 ∪ 𝐻 

𝑔 
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𝐈 التمرين الرابع 2 ة 

 .  ٌقبل فرعا شلجمٌا فً اتجاه محور الأراتٌب  𝒞𝑛 إذن  

𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

 ندرس إشارة الفرق   𝒞2  و  𝒞1 لدراسة الوضع النسبً للمنحنٌٌن 

𝑔1 𝑥 − 𝑔2 𝑥 .   

  :    خلاصة

𝐈 التمرين الرابع 3 ة 

𝐈 التمرين الرابع 4 ة 

lim
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 1 +

𝑛

𝑛𝑥 𝑒𝑛𝑥
 = 1 + 0 = 1 

lim
𝑥→+∞

 𝑔𝑛 𝑥 − 1𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑒−𝑛𝑥 = 0 

𝑦    ٌعنً أن المستقٌم ذو المعادلة     𝒞𝑛   مقارب مائل للمنحنى  =

   . ∞+ بجوار  

 :   إذن نحن أمام الوضعٌة التالٌة 

 
 
 

 
 

 

lim
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥 = +∞        

lim
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥 

𝑥
= 1             

lim
𝑥→+∞

 𝑔𝑛 𝑥 − 1𝑥 = 0

  

𝐼 𝑥 =
−𝑒−2𝑥

4
 2𝑥 + 1 − 𝑒2𝑥   ∶  إذن   

0 𝑥 +∞ 

+ 𝑔1 𝑥 − 𝑔2 𝑥  0 − 

انٕضغ  انُسجٙ

 𝒞2  ٔ   𝒞1   نـ
 

−∞ 

 𝒞1 

ٕٚخذ فٕق

 𝒞2 

 

 𝒞2 

ٕٚخذ فٕق

 𝒞1 

 

 0 , 1 

َمطخرمبطغ  

𝐈 التمرين الرابع 4 أ 

 

 𝓒𝟐  
 𝓒𝟏  

 

 𝓒𝟐  
 𝓒𝟏  

   :   إذن نحن أمام الوضعٌة التالٌة 

lim
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥 = +∞           

lim
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥 

𝑥
= −∞             

  

− 𝑔1 𝑥:    لدٌنا  𝑔2 𝑥 =  𝑥 + 𝑒−𝑥 −  𝑥 + 𝑒−2𝑥  

=  𝑒−𝑥 − 𝑒−2𝑥  

= 𝑒−𝑥 1− 𝑒−𝑥  

𝐼 𝑥 =  𝑡 
𝑢(𝑡)

∙ 𝑒−2𝑡 
𝑣 ′ (𝑡)

𝑥

0

 𝑑𝑡 

=  𝑢 𝑡 ∙ 𝑣 𝑡  0
𝑥 − 𝑢′(𝑡) ∙ 𝑣(𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  𝑡 ∙  
𝑒−2𝑡

−2
  

0

𝑥

− 1 ∙  
𝑒−2𝑡

−2
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  
−𝑡 𝑒−2𝑡

2
 

0

𝑥

+
1

2
 
− 𝑒−2𝑡

2
 

0

𝑥

 

=
−𝑥 𝑒−2𝑥

2
+

1

2
 
−𝑒−2𝑥

2
+

1

2
  

=
−𝑒−2𝑥

4
 2𝑥 + 1 − 𝑒2𝑥  

𝑉 = 𝜋  2 𝑥  
2

ln 2

0

𝑑𝑥 = 𝜋  𝑥 + 𝑒−2𝑥 2
ln 2

0

𝑑𝑥 

= 𝜋  𝑥2 + 𝑒−4𝑥 + 2𝑥 𝑒−2𝑥 
ln 2

0

𝑑𝑥 

= 𝜋  
𝑥3

3
 

0

ln 2

+  
−𝑒−4𝑥

4
 

0

ln 2

+ 2 × 𝐼 ln 2   

= 𝜋  
 ln 2 3

3
−

ln 2

4
+

39

64
  

 :من جهة أخرى لدٌنا 

lim
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 1 +

𝑛

𝑛𝑥 𝑒𝑛𝑥
 = 1 +  −∞ = −∞ 

,𝑥 𝜖  0 ∀:  لدٌنا  ln 2   ;   2 𝑥 = 𝑥 + 𝑒−2𝑥   

, 0  متصلة على المجال  2إذن  ln 2 .   

,𝑥 𝜖  0 ∀:  و كذلك  ln 2   ;   2 𝑥 = 𝑥 + 𝑒−2𝑥   

ٌُولده دوران التمثٌل المبٌانً لـ   حول 2إذن حجم مجسم الدوران الذي 

 : محور الأفاصٌل هو 

𝑥 

𝑥 𝑥 
∶  𝑥𝜖ℝ∀ :  بما أن    𝑒−𝑥 > 0   

−  𝑔1فإن إشارة الفرق   𝑔2    متعلقة فقط بإشارة الكمٌة  

 1 − 𝑒−𝑥  و نفصل هنا بٌن ثلاث حالات ممكنة    : 

𝑥إذا كان   : الحالة الأولى = 0.   

1 فإن   − 𝑒−𝑥 = = 𝑔1 𝑥  و منه  0 𝑔2 𝑥 .   

   . 0,1   ٌتقاطعان فً النقطة   𝒞2   و   𝒞1 إذن  

𝑥إذا كان   : الحالة الثانية > 0.   

1 فإن   − 𝑒−𝑥 > < 𝑔1 𝑥  و منه  0 𝑔2 𝑥 .   

   . 𝒞2   ٌوجد فوق المنحنى   𝒞1 إذن المنحنى  

𝑥إذا كان   : الحالة الثالثة < 0.   

1 فإن   − 𝑒−𝑥 < > 𝑔1 𝑥  و منه  0 𝑔2 𝑥 .   

   . 𝒞2   ٌوجد أسفل المنحنى   𝒞1 إذن المنحنى  
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  متتالٌتان متقاربتان و تإولان 𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ   و  𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ و بالتالً  

 .معا إلى الصفر 

𝐈  5 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  1 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  2 التمرين الرابع 

  .ℝ دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على 𝑓𝑛لدٌنا 

   .ℝ  نحو  ℝ تقابل من  𝑓𝑛إذن 

  .𝑓𝑛  بالتقابل ℝ فً  𝑛 عدد حقٌقً فإنه ٌمتلك سابقا واحدا 0و بما أن 

!∃ :  أو بتعبٌر آخر   𝛼𝑛  𝜖 ℝ   ;   𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0.   

=  𝑓𝑛أو بتعبٌر أخٌر نقول أن المعادلة     تقبل حلا وحٌدا 0

  .𝛼𝑛 و هو ℝفً 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

   .ℝ  نحو  ℝ تقابل من  𝑛بما أن 
   .  𝑓𝑛 نحو صورته  ℝ ٌوجد ضمن 𝐼  تقابل من أي مجال 𝑓𝑛فإن  

− نختار المجال   ln 2 ;  
−1

2
𝑛  و نختار    = 1.   

−  تقابل من  𝑓1إذن  ln 2 ;  
−1

2
   نحو   

−1

2
− ln 2 ;  

−1

2
+ 𝑒−

1

2 .   

 :   و باستعمال القٌم المقربة للتبسٌط نقول 

 𝑓1  تقابل من  − ln 2 ;  
−1

2
;  0,2−   نحو     0,1 .   

;  𝜖  −0,2 0و بما أن    ٌمتلك سابقا 0  فإن  0,1 

−  من المجال  𝛼1واحدا  ln 2 ;  
−1

2
 .   

!∃:  ٌعنً   𝛼1 𝜖  − ln 2 ;  
−1

2
   ;   𝑓1 𝛼1 = 0   

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 ة 

= 𝑓1 𝛼1:  لدٌنا  𝛼1 :  إذن   . 0 + 𝑒𝛼1 = 0.   

𝛼1−:  و منه  = 𝑒𝛼1.    و نَفصِلُ بٌن حالتٌن : 

𝑥 إذا كان   : الحالة الأولى − 𝛼1 > 0.   

𝑥:  فإن  > 𝛼1 .   و منه  :𝑒𝑥 > 𝑒𝛼1   

𝑒𝑥:  ٌعنً  > −𝛼1 .   إذن  : 𝑒𝑥 + 𝛼1 > 0.   

𝑥 إذا كان   : الحالة الثانية − 𝛼1 < 0.   

𝑥:  فإن  < 𝛼1 .   و منه  :𝑒𝑥 < 𝑒𝛼1   

𝑒𝑥:  ٌعنً  < −𝛼1 .   إذن  : 𝑒𝑥 + 𝛼1 < 0.   

𝑥 نستنتج إذن من هاتٌن الحالتٌن أن الكمٌتٌن   − 𝛼1   و   𝑒𝑥 + 𝛼1   

 .لهما نفس الإشارة دائما 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 ة 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 5 أ 

  .ℝ قابلة للاشتقاق على      نعلم أن الدالة   

 . ℝإذن نستطٌع تطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على أي مجال ٌوجد ضمن 

𝑥 حٌث  𝑥 و 𝛼1من أجل ذلك ، نختار المجال الذي طرفاه  <
−1

2
   

ٌُحقق  . 𝑥 و 𝛼1 محصور بٌن 𝑐إذن ٌوجد   :   و 

𝑒𝑥 − 𝑒𝛼1

𝑥 − 𝛼1
= 𝑒𝑐 ⟺

𝑒𝑥 + 𝛼1

𝑥 − 𝛼1
= 𝑒𝑐  

𝑒𝑥      1 :  و منه  + 𝛼1 = 𝑒𝑐  𝑥 − 𝛼1    

; 𝑐 𝜖  𝛼1 :  من جهة أخرى لدٌنا  𝑥    

𝑐:  ٌعنً  < 𝑥 <
−1

2
𝑒𝑐:  و منه   .  <

1

 𝑒
.   

𝑥 نضرب طرفً آخر متفاوتة فً العدد الموجب   − 𝛼1   

𝑒𝑐     2 :   نحصل على ما ٌلً   𝑥 − 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝑥 − 𝛼1  

𝑒𝑥 و بما أن   + 𝛼1   و   𝑥 − 𝛼1   لهما نفس الإشارة فإن الخارج  
𝑒𝑥+𝛼1

𝑥−𝛼1
 .  موجب دائما 

 
𝑒𝑥 + 𝛼1

𝑥 − 𝛼1
 =  𝑒𝑐  = 𝑒𝑐  ∶  إذن   

 :    نستنتج أن  (2)و  (1)من 

∀ 𝑥 𝜖  −∞ ,
−1

2
   ;    𝑒𝑥 + 𝛼1 ≤

1

 𝑒
 𝑥 − 𝛼1  

𝑥 +∞ 

−∞ 

𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′(𝑥) 

+∞ 

−∞ 

⟹      
lim
𝑛∞
 𝑢𝑛 = lim

𝑛∞
 

ln𝑛

𝑛
 = 0                                        

lim
𝑛∞
 𝑣𝑛 = lim

𝑛∞
 

1 + ln𝑛

𝑛
 = lim

𝑛∞
 

1

𝑛
+

ln𝑛

𝑛
 = 0

  

 :على ما ٌلً ( ب (1حصلنا من خلال السإال 
  
𝑢𝑛 =

ln𝑛

𝑛
                                

𝑣𝑛 = 𝑔𝑛 𝑢𝑛 =  
1 + ln𝑛

𝑛
 

  

  .ℝ تزاٌدٌة قطعا على 𝑓𝑛و هذا ٌعنً أن الدالة 

= 𝑓𝑛 𝑥:  لدٌنا  𝑥 + 𝑒𝑛𝑥.   

 بؤكمله و ذلك لأنها مجموع دالتٌن قابلتٌن ℝ قابلة للاشتقاق على 𝑛إذن 

𝑓𝑛                       : و لدٌنا  . ℝللاشتقاق على 
′ 𝑥 =  𝑥 + 𝑒𝑛𝑥  ′  

= 1 + 𝑛 𝑒𝑛𝑥 > 0 

𝜑 𝑥 = 𝑒𝑥 −
1

 𝑒
𝑥  ⟹   𝜑′ 𝑥 = 𝑒𝑥 −

1

 𝑒
 

𝑥 ≤
−1

2
  ⟹   𝑒𝑥 ≤ 𝑒

−1
2 =

1

 𝑒
 

  ⟹   𝑒𝑥 −
1

 𝑒
≤ 0 

  ⟹    ∀ 𝑥 𝜖  −∞ ,
−1

2
   ;   𝜑′ 𝑥 ≤ 0 

  ⟹    𝜑  𝑒𝑠𝑡  ↘   𝑠𝑢𝑟   −∞ ,
−1

2
    

𝑓 

𝑥 

𝛼 

𝐼 
𝑓 

𝐸𝑥𝑝 

∶  𝑃𝑛 :     التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة    
−1

 𝑒
≤ 𝛽𝑛 ≤

−1

2
 

𝑛من أجل   = :    لدٌنا 0
−1

 𝑒
≤ 𝛽0 =

−1

2
≤

−1

2
.   

 .  صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة  

:   عددا صحٌحا طبٌعٌا و نفترض أن 𝑛لٌكن 
−1

 𝑒
≤ 𝛽𝑛 ≤

−1

2
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𝑒:  إذن 
−1

 𝑒 ≤ 𝑒𝛽𝑛 ≤ 𝑒
−1

𝑒−:   و منه    . 2
−1

2 ≤ −𝑒𝛽𝑛 ≤ −𝑒
−1

 𝑒 

 
:   و منه 

−1

 𝑒
≤ −𝑒𝛽𝑛 ≤ −𝑒

−1

 𝑒 

𝑒−:  بالاستعانة بالآلة الحاسبة نجد 
−1

 𝑒 ≈ −0,54 <
−1

2
   

 نلاحظ أن  
1

 
 
𝑛+1

  متتالٌة هندسٌة أساسها العدد الحقٌقً الموجب  
1

 𝑒
  

  .1و هو عدد أصغر من 

𝛽𝑛     ∗ ما ٌهمنا فً هذا التؤطٌر هو الشق   ≤
−1

2
.   

  .(و ذلك من أجل تطبٌق نتٌجة السإال ب

𝑥إذن من أجل   = 𝛽𝑛  المنتمً إلى المجال   −∞,
−1

2
  ∗   حسب  

 :  نستنتج ما ٌلً 

  :  (لدٌنا حسب نتٌجة السإال ب

 ∀ 𝑥 ≤
−1

2
    ;    𝑒𝑥 + 𝛼1 ≤

1

 𝑒
 𝑥 − 𝛼1  

lim
𝑛∞

 
1

 𝑒
 
𝑛+1

= 0    ∶  إذن  

من أي وضعٌة من الوضعٌات المتكافئة الثلاثة نستنتج حسب مصادٌق 

lim :تقارب المتتالٌات أن 
𝑛∞
 𝛽𝑛 − 𝛼1 = 0 

lim
𝑛∞
 𝛽𝑛 = 𝛼1   ∶  و  بالتالً   

𝑥 = 𝛽𝑛     ⟹     𝑒𝛽𝑛 + 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝛽𝑛 − 𝛼1  

    ⟹     −𝑒𝛽𝑛 − 𝛼1 =  𝑒𝛽𝑛 + 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝛽𝑛 − 𝛼1  

    ⟹      𝛽𝑛+1 − 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝛽𝑛 − 𝛼1      ∎  

    ⟹      𝛽𝑛 − 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝛽𝑛−1 − 𝛼1      

    ≤  
1

 𝑒
 

2

 𝛽𝑛−2 − 𝛼1      

    ≤  
1

 𝑒
 

3

 𝛽𝑛−3 − 𝛼1      

    ≤  
1

 𝑒
 
𝑛

 𝛽𝑛−𝑛 − 𝛼1      

𝛽𝑛    :   و بذلك نحصل على الوضعٌة التالٌة  − 𝛼1 <  
1

 𝑒
 
𝑛+1

     
 

0 

𝑛∞ 

 :   و حتً الوضعٌة التالٌة صحٌحة كذلك 

 0 ≤   𝛽𝑛 − 𝛼1 <  
1

 𝑒
 
𝑛+1

     
 

0 
0 

𝑛∞ 
𝑛∞ 

 :  أو بتعبٌر آخر نحصل على الوضعٌة التالٌة 

 − 
1

 𝑒
 
𝑛+1

       
≤  𝛽𝑛 − 𝛼1 <  

1

 𝑒
 
𝑛+1

     
 

0 0 

𝑛∞ 𝑛∞ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن     𝛽𝑛 − 𝛼1 ≤  
1

 𝑒
 
𝑛
 
−1

2
− 𝛼1    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً     𝛽𝑛 − 𝛼1 ≤  
1

 𝑒
 
𝑛
 

1

2
+ 𝛼1    

–  𝛼1 𝜖                   :لدٌنا  ln 2 ;  
−1

2
   ⟹  − ln 2 < 𝛼1 <

−1

2
   

⟹  −0,6 < 𝛼1 < −0,5 

⟹  −0,1 <  
1

2
+ 𝛼1 < 0 

⟹  
−1

 𝑒
<  

1

2
+ 𝛼1 <

1

 𝑒
 

⟹    
1

2
+ 𝛼1 <

1

 𝑒
 

⟹    
1

 𝑒
 
𝑛

 
1

2
+ 𝛼1 <  

1

 𝑒
 
𝑛

 
1

 𝑒
  

⟹    𝛽𝑛 − 𝛼1 <  
1

 𝑒
 
𝑛+1

 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 5 ة 

: إذن 
−1

 𝑒
≤ −𝑒𝛽𝑛 ≤

−1

2
:  أي   ,  

−1

 𝑒
≤ 𝛽𝑛+1 ≤

−1

2
   

 
 .  صحٌحة  𝑃𝑛+1 و هذا ٌعنً أن العبارة  

   .𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

   :   و بذلك نحصل على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 
 𝑃0   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                  
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

  

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;   
−1

 𝑒
≤ 𝛽𝑛 ≤

−1

2
   ∶  ٌعنً  

𝑒 
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 التمرين الأول  1 أ 

 

 التمرين الأول  1 ة 

 𝑘 و  𝑘 + إذن أحدهما فردي .  عددان صحٌحان طبٌعٌان و متتابعان  1

𝑘 𝑘و هذا ٌعنً أن الجداء . و الآخر زوجً  +  . عدد زوجً دائما  1

;   𝑘𝜖ℕ∃ :  إذن .  عددا زوجٌا 𝑛لٌكن    𝑛 = 2𝑘.   
ٌُمكن أن ٌكون فردٌا أو زوجٌا 𝑘العدد الصحٌح الطبٌعً   . 

 . عددا زوجٌا 𝑘إذا كان  : الحالة الأولى

𝑘 بحٌث  ℕ من 𝑝إذن ٌوجد  = 2𝑝.   

𝑛و منه   = 4𝑝  ًٌعن  𝑛2 = 16𝑝2 = 8 2𝑝2 .   

𝑛2أي   . 𝑛2 قاسم للعدد 8إذن  ≡ 0  8 .   

 . عددا فردٌا𝑘إذا كان  : الحالة الثانية
𝑘 بحٌث  ℕ من 𝑞إذن ٌوجد  = 2𝑞 + 1.   

𝑛و منه   = 4𝑞 + 𝑛2   ٌعنً  2 − 4 = 8 2𝑞2 + 2𝑞    

𝑛2  قاسم للعدد  8إذن  − 𝑛2أي    .  4 ≡ 4  8 .   

𝑛2 عددا زوجٌا فإن  𝑛إذا كان  : الخلاصة ≡ 𝑛2  أو   8  0 ≡ 4  8 .   

 التمرين الأول  2 أ 

أذُكركم فً البداٌة بؤن مجموع ثلاثة أعداد فردٌة هو عدد فردي و أن مُربع 

 .أي عدد فردي ٌكون دائما عددا فردٌا

𝑎2 نفترض أن العدد   + 𝑏2 + 𝑐2  مربع كامل  . 

;   𝑑𝜖ℕ∃      1 :  إذن    𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑑2   

𝑎2  أعداد فردٌة ، فإن العدد  𝑐 و 𝑏 و 𝑎بما أن  + 𝑏2 + 𝑐2  فردي   

  ( :   أ (1إذن حسب نتٌجة السإال 

𝑎2 ≡ 1  8 

𝑏2 ≡ 1  8 

𝑐2 ≡ 1  8 

   

𝑎2     2 :  عند المرور إلى المجموع نجد  + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ 3  8    

 . عددان فردٌان 𝑑2 و 𝑑لدٌنا 

𝑑2     3 :  نكتب ( أ (1إذن حسب نتٌجة السإال  ≡ 1  8    

3:  نستنتج أن  (3)و  (2)و  (1)من النتائج  ≡ 1  8    
 .و هذا مستحٌل . 2 ٌقسم العدد 8ٌعنً أن العدد 

 .إذن ما افترضناه كان خاطئا 

𝑎2 و بالتالً   + 𝑏2 + 𝑐2 لٌس مربعا كاملا  . 

 التمرين الأول  2 ة 

 . أعداد فردٌة 𝑐 و 𝑏 و 𝑎لدٌنا 

  ( :   أ (1إذن حسب نتٌجة السإال 

𝑎2 ≡ 1  8 

𝑏2 ≡ 1  8 

𝑐2 ≡ 1  8 

   

𝑎2      4 :  و منه نستنتج أن  + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ 3  8    

𝑎  أعداد فردٌة فإن  𝑐 و 𝑏 و 𝑎و بما أن  + 𝑏 + 𝑐 عدد فردي كذلك  . 

𝑎      5 :   (أ (1و منه حسب نتٌجة السإال  + 𝑏 + 𝑐 2 ≡ 1  8    

𝑎 :     (5)و  (4)من  + 𝑏 + 𝑐 2 −  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ 1 − 3  8    

𝑎 :  ٌعنً  + 𝑏 + 𝑐 2 −  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ −2  8    

2−:  و نعلم أن  ≡ 6 8    

𝑎 :  إذن  + 𝑏 + 𝑐 2 −  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ 6  8    

𝑎𝑏 2     ∗ :  و منه  + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 ≡ 6  8    

𝑎 :  لأن  + 𝑏 + 𝑐 2 =  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐    

 التمرين الأول  2 ج 

𝑎𝑏 2نفترض أن العدد   + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 مربع كامل  . 
;   𝑚𝜖ℕ∃ :  إذن    2 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 = 𝑚2   

𝑎𝑏 2و لدٌنا   + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 ًعدد زوج  . 

 . عددان زوجٌان كذلك2 و 𝑚إذن 

𝑚2:  نستنتج أن ( ب (1إذن حسب نتٌجة  ≡ 𝑚2  أو   8  0 ≡ 4  8   

𝑚2إذا كان   : الأولى الحالةفً  . ≡ 0  8 .   

𝑚2( :  ب (2لدٌنا حسب نتٌجة السإال  ≡ 6  8 .   
6:  إذن  ≡   .6 لا ٌقسم 8و هذا تناقض لأن   .  8  0

𝑎𝑏 2و بالتالً   + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐  لٌس مربعا كاملا  . 

𝑚2إذا كان   : الثانية الحالةفً  ≡ 4  8 .   

𝑚2( :  ب (2لدٌنا حسب نتٌجة السإال  ≡ 6  8 .   
6إذن   ≡  .2 لا ٌقسم العدد 8و هذا مستحٌل لأن   .  8  4

𝑎𝑏 2و بالتالً   + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 لٌس مربعا كاملا  . 

 التمرين الأول  2 د 

𝑎𝑏 نفترض أن العدد   + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 مربع كامل  . 
;   𝑚𝜖ℕ∃ :  إذن     𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 = 𝑚2   

 . أعداد فردٌة𝑐 و 𝑏 و 𝑎و لدٌنا 
𝑎𝑏 إذن   + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 عدد فردي كذلك  . 

 . عددان فردٌان كذلك𝑚2 و 𝑚و منه 

𝑚2:  نكتب ( أ (1و منه حسب نتٌجة السإال  ≡ 1  8 .   

𝑎𝑏 :   أي  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ≡ 1  8   

𝑎𝑏 2:  و منه  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ≡ 2  8    

𝑎𝑏 2لكن   + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ≡   . ∗   و ذلك حسب النتٌجة  8  6

6:  إذن  ≡ 2  8    

 (تناقض) . 4 ٌقسم العدد 8ٌعنً أن العدد 
 .إذن ما افترضناه كان خاطئا 

𝑎𝑏 : و بالتالً  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 لٌس مربعا كاملا . 

 التمرين الثاني  1 أ 

  .𝐸 مصفوفتٌن من 𝑀𝑏 و 𝑎بما أن 
𝑎: فإن  ≠ 𝑏 و 0 ≠ 𝑎𝑏:  ومنه  . 0 ≠ 0.   

𝑀𝑎:  و بالتالً  × 𝑀𝑏 = 𝑀𝑎𝑏   

⟺  𝑛  عدد  فردي      ∃𝑘𝜖ℕ   ;   𝑛 = 2𝑘 + 1 
   ⟹    ∃𝑘𝜖ℕ   ;   𝑛2 =  2𝑘 + 1 2 

   ⟹    ∃𝑘𝜖ℕ   ;   𝑛2 = 4𝑘2 + 4𝑘 + 1 

   ⟹    ∃𝑘𝜖ℕ   ;   𝑛2 = 4𝑘 𝑘 + 1 + 1 

   ⟹    ∃𝑚𝜖ℕ   ;   𝑛2 = 4 2𝑚 + 1 

   ⟹    ∃𝑚𝜖ℕ   ;   𝑛2 = 8𝑚 + 1 

   ⟹    ∃𝑚𝜖ℕ   ;   𝑛2 − 1 = 8𝑚 

   ⟹    ∃𝑚𝜖ℕ   ;   𝑛2 ≡ 1  8  

  .𝐸 مصفوفتٌن من 𝑀𝑏 و 𝑀𝑎لتكن 

𝑀𝑎 ×𝑀𝑏 =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎

 ×  
𝑏

1

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 

0
1

𝑏

  

=  
𝑎𝑏

𝑎

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 +

1

𝑏 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎𝑏

  

=  
𝑎𝑏

1

 3
 𝑎𝑏 −

1

𝑎𝑏
 

0
1

𝑎𝑏

 = 𝑀𝑎𝑏  𝜖 𝐸 

𝑚 

𝑀 



A 

 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+ 2004أجوبة امتحان الدورة العادية  𝟏𝟎𝟎 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 التمرين الثاني 1 ة 

 التمرين الثاني 1 ج 

  ، فإنه نستطٌع  ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل تقابلً من  𝜑بما أن 

  انطلاقا من البنٌة الجبرٌة  ×,𝐸 استنتاج البنٌة الجبرٌة للمجموعة  

  .𝜑و ذلك عبر التشاكل التقابلً   .  ×,∗ℝ للمجموعة  

 1  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد هو العدد  ×,∗ℝ لدٌنا  

 ٌقبل 𝑎و كل عنصر 
1

𝑎
 . كمماثل 

   𝜑 1  زمرة تبادلٌة كذلك عنصرها المحاٌد هو المصفوفة   ×,𝐸 إذن  

𝜑 تقبل مصفوفة مماثلة و هً المصفوفة  𝑀𝑎و كل مصفوفة   
1

𝑎
 .   

 التمرين الثاني 2 أ 

  .𝐹 مصفوفتٌن من 𝑁𝑏 و 𝑁𝑎لتكن 

 التمرين الثاني 2 ة 

𝑁𝑎  ∀:  إذن  ,𝑁𝑏  𝜖 𝐹2  ;   𝑁𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑀𝑏

𝑎

   

 قانون ×باستعمال هذه الخاصٌات الأربع الثمٌنة نبٌن بكل بساطة على أن 

𝐺تركٌب داخلً فً المجموعة   = 𝐸 ∪ 𝐹 .   و سوف نستعمل البرهان

  .𝐺 مصفوفتٌن من 𝑌 و 𝑋لتكن . بفصل الحالات 

𝑋,𝑌  𝜖 𝐺2  ∀ :   الخلاصة   ;   𝑋 × 𝑌 𝜖 𝐺  

  .𝐺 قانون تركٌب داخلً فً ×إذن 

  .𝐺 فً المجموعة ×البحث عن العنصر المحاٌد لـ 
و ذلك حسب  . 𝐸 فً ×نعلم أن المصفوفة  هً العنصر المحاٌد للضرب 

 ( .ج (1نتٌجة السإال 

:  ٌكفً إذن أن نبٌن أن . و نعلم أن العنصر المحاٌد إذ وُجِد ٌكون دائما وحٌدا 

 ∀𝐴𝜖𝐺   ;   𝐴 × 𝑀1 = 𝑀1 × 𝐴 = 𝐴   

𝐺 مصفوفة من المجموعة 𝐴لتكن  = 𝐸 ∪ 𝐹 و نَفصِل بٌن حالتٌن : 
   𝐴 𝜖 𝐸 :  الأولى الحالة

!∃ :  إذن  𝑎 𝜖 ℝ∗   ;   𝐴 = 𝑀𝑎   

𝑀1 :  (1و لدٌنا حسب الخاصٌة  ×𝑀𝑎 = 𝑀𝑎  و  𝑀𝑎 × 𝑀1 = 𝑀𝑎   

;   𝐴𝜖𝐸∀ :  إذن    𝐴 × 𝑀1 = 𝑀1 × 𝐴 = 𝐴   

𝑎𝑛𝑑 𝑤𝑒 𝑔𝑜𝑡 ∶  

 
 

 

 

𝜑 1 = 𝑀1 =  
1 0
0 1

 = 𝐼            

𝜑  
1

𝑎
 = 𝑀1

𝑎
=  

1

𝑎

1

 3
 

1

𝑎
− 𝑎 

0 𝑎
 

  

 : نحن الآن مُسلحون بؤربع خاصٌات مهمة و هً 

 

 
 

𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 = 𝑀𝑎𝑏      1 

𝑁𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑀𝑏
𝑎

     2 

𝑀𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑁𝑏
𝑎

     3 

𝑁𝑏 × 𝑀𝑎 = 𝑁𝑎𝑏      4 

  

   .𝑌 𝜖 𝐸  و  𝑋 𝜖 𝐸إذا كان   : الحالة الأولى

𝑋:  نكتب  (1إذن حسب الخاصٌة رقم  × 𝑌 𝜖 𝐸 ⊂ 𝐺   

   .𝑌 𝜖 𝐹  و  𝑋 𝜖 𝐹إذا كان   : الحالة الثانية

𝑋:  نكتب  (2إذن حسب الخاصٌة رقم  × 𝑌 𝜖 𝐸 ⊂ 𝐺   

   .𝑌 𝜖 𝐹  و  𝑋 𝜖 𝐸إذا كان   : الحالة الثالثة

𝑋:  نكتب  (3إذن حسب الخاصٌة رقم  × 𝑌 𝜖 𝐹 ⊂ 𝐺   

   .𝑌 𝜖 𝐸  و  𝑋 𝜖 𝐹إذا كان   : الحالة الرابعة

𝑋:  نكتب  (4إذن حسب الخاصٌة رقم  × 𝑌 𝜖 𝐹 ⊂ 𝐺   

   𝐴 𝜖 𝐹 :  الثانية الحالة
!∃ :  إذن  𝑎 𝜖 ℝ∗   ;   𝐴 = 𝑁𝑎   

𝑁𝑎 :  (4و منه حسب الخاصٌة رقم  × 𝑀1 = 𝑁𝑎×1 = 𝑁𝑎   
𝑀1 :  (3و نستنتج كذلك حسب الخاصٌة رقم  × 𝑁𝑎 = 𝑁𝑎

1
= 𝑁𝑎   

;   𝐴𝜖𝐺∀  :  الخلاصة   𝐴 × 𝑀1 = 𝑀1 × 𝐴 = 𝐴   
 𝐺 فً المجموعة × هً العنصر المحاٌد للقانون 𝑀1المصفوفة : و بالتالً 

.   دراسة تماثل عناصر المجموعة𝐺 بالنسبة للقانون ×.  
 هو العنصر 𝐸 فً 𝑀𝑎  زمرة تبادلٌة و مماثل كل عنصر  ×,𝐸 لدٌنا  

𝑀1

𝑎

  .× بالقانون 

لنبحث إذن عن  . 𝐹 و 𝐸 من اتحاد مجموعتٌن و هما 𝐺تتكون المجموعة 

  .𝐹مماثلاث عناصر 

  .𝐹 مصفوفة من المجموعة 𝑁𝑎لتكن 

𝑁𝑎 :  (2إذن حسب الخاصٌة رقم  × 𝑁𝑎 = 𝑀𝑎

𝑎
= 𝑀1   

 . ٌتماثل مع نفسه 𝐹 من 𝑁𝑎إذن كل عنصر 

  𝐹 و من 𝐸 تمتلك مماثلاث من 𝐺و بالتالً جمٌع عناصر 

  .× بالقانون 𝐺 ٌمتلك مماثلا من 𝐺أي أن كل عنصر من 

 قانون تركٌب ×  زمرة لأن  ×,𝐺 المجموعة   :  (خلاصة السؤال ب

و كل  . 𝑀1 و ٌقبل عنصرا محاٌدا وحٌدا و هو المصفوفة 𝐺داخلً فً 

  .× بالقانون 𝐺 تقبل مماثلة وحٌدة من 𝐺مصفوفة من 

;   𝐴𝜖𝐹∀ :  إذن    𝐴 × 𝑀1 = 𝑀1 × 𝐴 = 𝐴   

 . عددٌن حقٌقٌٌن غٌر منعدمٌن 𝑏 و 𝑎لٌكن 

:     لدٌنا 
𝜑  ∶    ℝ∗,×   ⟶    𝐸,×                               

𝑎  ⟶   𝜑 𝑎 = 𝑀𝑎
  

𝜑 𝑎:  و لدٌنا  × 𝑏 = 𝑀𝑎𝑏 = 𝑀𝑎 ×𝑀𝑏 = 𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏    

   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل من  𝜑إذن 
!∃  𝑦𝜖𝐸∀ :  و لدٌنا  𝑎 𝜖 ℝ∗   ;   𝑦 = 𝜑 𝑎 = 𝑀𝑎   

   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تقابل من  𝜑إذن 

   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل تقابلً من  𝜑: و بالتالً 

𝑁𝑎 × 𝑁𝑏 =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

−𝑎 3 −𝑎
  

𝑏
1

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 

−𝑏 3 −𝑏
  

=  
𝑎𝑏 − 𝑏  𝑎 −

1

𝑎
 

𝑎

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 −

𝑏

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

−𝑎𝑏 3 + 𝑎𝑏 3 −𝑎  𝑏 −
1

𝑏
 + 𝑎𝑏

  

=

 

 
 

𝑏

𝑎

1

 3
 
𝑏

𝑎
−

1
𝑏
𝑎

 

0
1
𝑏
𝑎  

 
 

= 𝑀𝑏
𝑎
 

𝐺:  نضع  = 𝐸 ∪ 𝐹.   
 : لنبرهن فً البداٌة على الخاصٌتٌن التالٌتٌن 

  
∀  𝑎, 𝑏  𝜖  ℝ∗ 2  ;   𝑀𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑁𝑏

𝑎

∀  𝑎, 𝑏  𝜖  ℝ∗ 2  ;   𝑁𝑏 ×𝑀𝑎 = 𝑁𝑎𝑏

  

𝑀𝑎 × 𝑁𝑏 =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎

  
𝑏

1

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 

−𝑏 3 −𝑏
  

=  
𝑎𝑏

1

 3
 𝑎𝑏 −

1

𝑎𝑏
 

−𝑎𝑏 3 −𝑎𝑏
  

= 𝑁𝑎𝑏  
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 التمرين الثالث  1  

 التمرين الثالث 2 أ 

𝜃 مُعرف لأنه إذا كان  ′𝑧لدٌنا  ≠ ±
2𝜋

3
𝑧2  فإن   + 𝑧 + 1 ≠ 0.   

1  :  (و لدٌنا حسب السإال أ + 𝑧 + 𝑧2 = 𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧     

𝐈  1 التمرين الرابع 

𝐈  2 التمرين الرابع 

𝑧2 المعادلة  ℂلنحل فً  + 𝑧 + 1 = 0.   

= ∆:   نجد ∆نحسب    𝑖 3 
2

   

 :إذن المعادلة تقبل حلٌن مترافقٌن 

   
𝑧1 =

−1

2
− 𝑖

 3

2
= 𝑒

−2𝑖𝜋
3 = 𝑗 

𝑧2 =
−1

2
+ 𝑖

 3

2
= 𝑒

2𝑖𝜋
3 = 𝑗  

  

 التمرين الثالث 2 ة 

⟺   𝑧′ =
1

1 + 𝑧 + 𝑧2
=

1

𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧  
 

⟺   

 
 

 

 

 𝑧′  =  
1

𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧  
                           

arg 𝑧′ ≡ arg  
1

𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧  
   2𝜋 

  

⟺     
 𝑧′  =  

1

𝑧
 ∙  

1

1 + 𝑧 + 𝑧 
 = 1 ∙  

1

1 + 2 cos𝜃
        

arg 𝑧′ ≡ arg  
1

𝑧
 + arg  

1

1 + 𝑧 + 𝑧 
   2𝜋 

  

⟺     
 𝑧′  =  

1

1 + 2 cos 𝜃
              

arg 𝑧′ ≡ −arg 𝑧 + 0  2𝜋 

  

⟺     
 𝑧′  =  

1

1 + 2 cos𝜃
  

arg 𝑧′ ≡ −𝜃   2𝜋  

  

⟺    𝑧′ =  
1

1 + 2 cos𝜃
 𝑒−𝑖𝜃  

 التمرين الثالث 2 ج 

 التمرين الثالث 2 د 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 
𝑒−𝑥

𝑥
 = lim

𝑢→+∞
𝑢=−𝑥

− 
𝑒𝑢

𝑢
 = −∞ 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

 
𝑒−𝑥

𝑥
 = lim

𝑢→0+

𝑢=−𝑥

− 
𝑒𝑢

𝑢
 = −∞ 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 
𝑒−𝑥

𝑥
 = lim

𝑢→0−

𝑢=−𝑥

− 
𝑒𝑢

𝑢
 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
𝑒−𝑥

𝑥
 = lim

𝑢→−∞
𝑢=−𝑥

− 
𝑒𝑢

𝑢
 = −0− = 0 

  .∗ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 

بما أن  
−𝑒−𝑥

𝑥2 < 𝑓  فإن إشارة  0 ′(𝑥)  متعلقة فقط بإشارة الكمٌة  

 𝑥 +  : كما ٌلً 𝑓  و نستنتج جدول تغٌرات الدالة  1

𝑓 ′ 𝑥 =
−𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑥2
=
−𝑒−𝑥 𝑥 + 1 

𝑥2
   ∶  لدٌنا   

−𝑒 

𝑥 −∞ +∞ 

0 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

0 

− 

−1 

− 0 

−∞ 

+∞ 

𝑧 = 𝑒𝑖𝜃   ⟹     𝑧 = 1  ⟹   𝑧𝑧 = 1 

⟹    𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧  = 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧𝑧  
⟹    𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧  = 𝑧 + 𝑧2 + 1 

𝑧′ = 𝑥 + 𝑖𝑦 =  
1

1 + 2 cos 𝜃
 𝑒−𝑖𝜃  

⟺     

 
 
 

 
 

 

𝑥 =
cos −𝜃 

1 + 2 cos −𝜃 

𝑦 =
sin −𝜃 

1 + 2 cos −𝜃 

  

⟹     𝑥2 + 𝑦2 =
cos2 −𝜃 + sin2 −𝜃 

 1 + 2 cos 𝜃 2
 

⟹     𝑥2 + 𝑦2 =  
1

1 + 2 cos𝜃
 

2

 

⟹     𝑥2 + 𝑦2 =  
1 + 2 cos 𝜃 − 2 cos𝜃

1 + 2 cos 𝜃
 

2

 

⟹     𝑥2 + 𝑦2 =  1 − 2  
cos𝜃

1 + 2 cos𝜃
  

2

 

⟹     𝑥2 + 𝑦2 =  1 − 2𝑥 2 

𝑥2 + 𝑦2 =  1 − 2𝑥 2   ⟺   𝑥2 + 𝑦2 = 1 − 4𝑥 + 4𝑥2 

  ⟺   −3𝑥2 + 4𝑥 + 𝑦2 = 1 

  ⟺    𝑥2 −
4

3
𝑥 −

1

3
𝑦2 =

−1

3
 

  ⟺     𝑥 −
2

3
 

2

−
1

3
𝑦2 =

−1

3
+

4

9
 

  ⟺    
 𝑥 −

2
3
 

2

 
1
3
 

2 −
𝑦2

 
 3
3
 

2 = 1 

𝐶  تنتمً إلى الهذلول الذي مركزه   ′𝑀 𝑧إذن    
2

3
 ,   و رأساه هما   0

𝑆1 1,0   و  𝑆2  
1

3
 ,   ′∆  و  ∆ و مقارباه هما المستقٌمان   .  0

 :    المعرفان بما ٌلً 

 
 
 

 
 

 
 ∆  ∶   𝑦 =  3 𝑥 −

2 3

3

 ∆′  ∶   𝑦 = − 3 𝑥 +
2 3

3

  

𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

 .  ٌقبل فرعا شلجمٌا فً اتجاه محور الأراتٌب موجه نحو الأسفل 𝒞 إذن  

   𝒞 إذن محور الأفاصٌل مقارب أفقً بجوار 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim     و     ∞−
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= +∞    ∶  و  لدٌنا    

   𝒞 إذن محور الأراتٌب مقارب عمودي لـ 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim     و     ∞−
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = +∞    ∶  لدٌنا    

  lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 0    ∶  و  لدٌنا    
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𝐈 التمرين الرابع 3 ة 

𝐈𝐈  1 التمرين الرابع 

  .ℝ على 𝜑 قٌمة دنوٌة للدالة 0نلاحظ من خلال هذا الجدول أن 
;   𝑥𝜖ℝ∀ :  إذن    𝜑 𝑥 ≥ 0   
;   𝑥𝜖ℝ∀ :  أي    𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 ≥ 0   
;   𝑥𝜖ℝ∀ :  أي    𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1   

𝐈𝐈  2 التمرين الرابع 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

∶  𝑃𝑛 :     التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة     0 < 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛+1
  

 .نرٌد إثبات صحة هذه العبارة باستعمال الترجع

𝑛من أجل   = 0:  لدٌنا   . 0 < 𝑢0 = 1 ≤
1

0+1
   

 .  صحٌحة 𝑃0 إذن العبارة  

 .  صحٌحة 𝑃𝑛 و نفترض أن   . ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 ة 

𝐈𝐈 التمرين الأول  4 أ 

= 𝜑 𝑥:   بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝜑نعتبر الدالة العددٌة  𝑒𝑥 − 𝑥 − 1   

 𝜑 دالة قابلة للاشتقاق على ℝ و ذلك لأنها مجموع دوال قابلة للاشتقاق 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  و لدٌنا  . ℝعلى    𝜑′ 𝑥 = 𝑒𝑥 − 1   

 : نستنتج جدول التغٌرات التالً 

𝑥إذا كان   = = 𝜑′ 𝑥:    فإن 0 0.   

𝑥إذا كان   > < 𝜑′ 𝑥:    فإن 0 0.   
𝑥إذا كان   < > 𝜑′ 𝑥:    فإن 0 0.   

lim
𝑥→−∞

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 = +∞    ∶  و  لدٌنا    

lim
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥  
𝑒𝑥

𝑥
− 1 −

1

𝑥
 = +∞    ∶  و  لدٌنا    

 ∀𝑥 > 0     ;    𝑥2  𝑓 𝑥 ≤
𝑥

𝑥 + 1
   ∶  و بالتالً  

lim :   فإنه حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞
 𝑢𝑛 = 0 

 

 𝓒  

 𝓒  

0 𝑥 

0 

−∞ +∞ 

+∞ 

𝜑 

− 𝜑′(𝑥) 0 + 

+∞ 

𝑥 𝜖 ℝ    ⟹     𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1 

⟹     
1

𝑒𝑥
≤

1

𝑥 + 1
 

⟹     𝑒−𝑥 ≤
1

𝑥 + 1
 

⟹     𝑥 𝑒−𝑥 ≤
𝑥

𝑥 + 1
  ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑥 > 0 

⟹     
𝑥2

𝑥
 𝑒−𝑥 ≤

𝑥

𝑥 + 1
    ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑥 > 0 

⟹     𝑥2  𝑓 𝑥 ≤
𝑥

𝑥 + 1
   ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑥 > 0 

 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  ⟹   𝑢𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
 

⟹   𝑛 𝑢𝑛 + 𝑢𝑛 ≤ 1 

⟹   𝑛 𝑢𝑛 +  2𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 ≤ 1 

⟹   𝑛 𝑢𝑛 + 2 𝑢𝑛 ≤ 1 + 𝑢𝑛  

⟹     𝑛 + 2 𝑢𝑛 ≤  1 + 𝑢𝑛  

⟹    
 𝑛 + 2 𝑢𝑛
 1 + 𝑢𝑛 

≤ 1 

⟹    
𝑢𝑛

 1 + 𝑢𝑛 
≤

1

 𝑛 + 2 
    ∗  

𝑢𝑛:  و لدٌنا حسب الافتراض  ≥ 0.   

 ∗∗       𝑢𝑛 
2𝑓 𝑢𝑛 ≤

𝑢𝑛
1 + 𝑢𝑛

    ∶     إذن حسب نتٌجة السإال  2)  

 ∗   𝑒𝑡   ∗∗    ⟹    0 <  𝑢𝑛 
2𝑓 𝑢𝑛 ≤

1

𝑛 + 2
 

⟹    0 < 𝑢𝑛+1 ≤
1

 𝑛 + 1 + 1
 

⟹      𝑃𝑛+1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

   𝑃𝑛    𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;   0 < 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
  ∶   ٌعنً  

 :  لقد حصلنا على الأشٌاء التالٌة 
  
 𝑃0   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                       
 𝑃𝑛   ⟹    𝑃𝑛+1   ;   ∀ 𝑛 𝜖 ℕ

  

;    𝑛𝜖ℕ∀ :    بما أن     0 < 𝑢𝑛 ≤  
1

𝑛+1
     

0 

𝑛∞ 
𝑛∞ 

0 

𝑘 𝜖 ℕ    ⟹    𝑢𝑘 = 𝑢𝑘−1 𝑒−𝑢𝑘−1  

⟹    
1

𝑢𝑘
=  
𝑒𝑢𝑘−1

𝑢𝑘−1
 

⟹   ln  
1

𝑢𝑘
 = ln 

𝑒𝑢𝑘−1

𝑢𝑘−1
   

⟹   ln  
1

𝑢𝑘
 = ln 𝑒𝑢𝑘−1 − ln 𝑢𝑘−1   

⟹    ln  
1

𝑢𝑘
 

𝑛

𝑘=1

=  𝑢𝑘−1

𝑛

𝑘=1

− ln 𝑢𝑘−1 

𝑛

𝑘=1

  

⟹    ln  
1

𝑢𝑘
 

𝑛

𝑘=1

=  𝑢𝑘

𝑛−1

𝑘=0

− ln 𝑢𝑘 

𝑛−1

𝑘=0
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𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  1 ة 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  2 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 ة 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  1 أ 

 
1

𝑡

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 =  ln 𝑡 𝑥2

4𝑥2
= ln 4𝑥2 − ln 𝑥2 = ln 4 

+𝑡 𝜖 ℝ . عددا حقٌقٌا موجبا 𝑥لٌكن    ⟹  −𝑡 ≤ 𝑒−𝑡 − 1 ≤ 0 

⟹  −1 ≤
𝑒−𝑡

𝑡
−

1

𝑡
≤ 0 

⟹  − 1 𝑑𝑡
4𝑥2

𝑥2
≤   

𝑒−𝑡

𝑡
 

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 −   

1

𝑡
 

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 ≤  0

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 

𝑂𝑛  𝑎  𝑖𝑛𝑡𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡  𝑙′ 𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒  𝑐𝑎𝑟 𝑐𝑒𝑠   𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠

𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑡𝑒𝑠  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑡  𝑞𝑢𝑒  𝑥2 ≤ 4𝑥2  

⟹  − 𝑡 𝑥2
4𝑥2

≤ 𝐹 𝑥 −  ln 𝑡  𝑥2
4𝑥2

≤  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑥2
4𝑥2

 

⟹  −3𝑥2 ≤ 𝐹 𝑥 − ln 4 ≤ 0 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  2 ة 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 ة 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 أ 

ln  
1

𝑢𝑛
 = 𝑣𝑛     ⟹    lim

𝑛∞
 

1

𝑢𝑛
 = lim

𝑛∞
 𝑣𝑛  

    ⟹    
1

lim
𝑛∞
 𝑢𝑛 

= lim
𝑛∞
 𝑣𝑛  

    ⟹    lim
𝑛∞
 𝑣𝑛 = +∞ 

;   𝐼𝐼   :   ∀𝑥𝜖ℝ  1 لدٌنا حسب نتٌجة السإال     𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1   
𝑒−𝑥:   نحصل على      − إذن من أجل العدد الحقٌقً  ≥ −𝑥 + 1  

𝑒−𝑥     1 :   ٌعنً  − 1 ≥ −𝑥  

𝑥∀ :  نستنتج أن  (2)و  (1)من  > 0   ;  −𝑥 ≤ 𝑒−𝑥 − 1 ≤ 0   

𝑥                                  :  و لدٌنا  > 0  ⟹  −𝑥 < 0  

    ⟹    𝑒−𝑥 < 1 

    ⟹    𝑒−𝑥 − 1 < 0       2  

 −3𝑥2 ≤ 𝐹 𝑥 − ln 4 ≤ 0 

⟹    −3𝑥 ≤
𝐹 𝑥 − ln 4

𝑥
≤ 0  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑥 > 0 

⟹     lim
𝑥→0+

 
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
 = 0   

⟹     −3𝑥 ≤  
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
 ≤ 0    

0 0 

𝒙 → 𝟎+ 𝒙 → 𝟎+ 

𝑡 ≥ 1  ⟹   
1

𝑡
≤ 1 

⟹   
𝑒−𝑡

𝑡
≤ 𝑒−𝑡    ;    𝑒−𝑡 > 0 

⟹    𝑓(𝑡) ≤ 𝑒−𝑡     

𝑡 ≥ 1  ⟹   0 ≤ 𝑓 𝑡 ≤ 𝑒−𝑡  

⟹   0 ≤  𝑓 𝑡 
4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 ≤  𝑒−𝑡

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 

⟹   0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤  𝑒−𝑥
2
− 𝑒−4𝑥2

  

⟹   0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥
2
 1− 𝑒−3𝑥2

  

⟹   0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥
2
 1 − 𝑒−3𝑥2

             

⟹    lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = 0 

0 0 

𝒙 → +∞ 𝒙 → +∞ 

𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑡 
4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 =  𝑓(𝑡)

𝑎

𝑥2
𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)

4𝑥2

𝑎

𝑑𝑡 

=  𝑓(𝑡)
4𝑥2

𝑎

𝑑𝑡 −  𝑓(𝑡)
𝑥2

𝑎

𝑑𝑡 

= 𝜑 4𝑥2 − 𝜑 𝑥2  

⟹   𝐹′ 𝑥 = 8𝑥 𝜑′ 4𝑥2 − 2𝑥 𝜑′ 𝑥2  

= 8𝑥 𝑓 4𝑥2 − 2𝑥 𝑓 𝑥2  

=
8𝑥 𝑒−4𝑥2

4𝑥2
−

2𝑥 𝑒−𝑥
2

𝑥2
 

=
2 𝑒−𝑥

2
 𝑒−3𝑥2

− 1 

𝑥
 

⟹     ∀ 𝑥 > 0   ;   𝐹′(𝑥) =
2 𝑒−𝑥

2
 𝑒−3𝑥2

− 1 

𝑥
 

⟹    ln  
1

𝑢𝑛
 +  ln  

1

𝑢𝑘
 

𝑛−1

𝑘=1

= 𝑣𝑛 − ln 𝑢𝑘 

𝑛−1

𝑘=1

− ln 𝑢0    
=0

  

⟹    ln  
1

𝑢𝑛
 +   ln  

1

𝑢𝑘
 

𝑛−1

𝑘=1

+  ln 𝑢𝑘 

𝑛−1

𝑘=1

 = 𝑣𝑛   

⟹    ln  
1

𝑢𝑛
 +   ln  

1

𝑢𝑘
 + ln 𝑢𝑘  

𝑛−1

𝑘=1

= 𝑣𝑛   

⟹    ln  
1

𝑢𝑛
 +  ln 1

𝑛−1

𝑘=1

= 𝑣𝑛   

⟹    ln  
1

𝑢𝑛
 + 0 = 𝑣𝑛   

⟹    ln  
1

𝑢𝑛
 = 𝑣𝑛   

  
𝜑 𝑥 =  𝑓 𝑡 

𝑥

𝑎

𝑑𝑡  ;    𝑎 > 0

𝜑′ 𝑥 = 𝑓 𝑥                          

  

;0  دالة متصلة على المجال  𝑓لدٌنا  إذن فهً تقبل عدة دوال   .  ∞+

 : معرفة بما ٌلً 𝜑و بالخصوص تقبل دالة أصلٌة . أصلٌة على هذا المجال 

𝑥 

 دالة قابلة للاشتقاق على الٌمٌن فً الصفر 𝐹و بالتالً 

𝐹𝑑و العدد المشتق على الٌمٌن هو  
′  0 = 0.   

 . دالة متصلة على الٌمٌن فً الصفر لأن الاشتقاق ٌستلزم الاتصال 𝐹و منه 
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𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 ة 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 ج 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  5 أ 

𝐺 𝑥 = 𝑒−𝑥 ln 𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 4𝑥 + 𝐹  𝑥   ∶  و بالتالً  

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  5 ج 

𝑥 0 +∞ 

0 

2 ln 2 

𝐹 

𝐹′(𝑥) − 

𝟐 𝐥𝐧 𝟐 

𝓞 𝓲 

𝓳 

 𝓒𝑭  

;0  تناقصٌة قطعا على المجال     و هذا ٌعنً أن الدالة  +∞ .   

    ∀ 𝑥 > 0   ;   𝐹′ 𝑥 =
2 𝑒−𝑥

2
 𝑒−3𝑥2

− 1 

𝑥
∶  لدٌنا  

    ∀ 𝑥 > 0    ;    
2 𝑒−𝑥

2

𝑥
> 0  ∶  و نلاحظ  أن  

𝑒−3𝑥2   متعلقة فقط بإشارة الكمٌة  𝐹′(𝑥)إذن إشارة  
− 1 .   

 ∀ 𝑥 > 0   ;     𝐹′ 𝑥 < 0   ∶  إذن   

𝑥 > 0  ⟹   −3𝑥2 < 0 

⟹   𝑒−3𝑥2
< 1 

⟹    𝑒−3𝑥2
− 1 < 0 

⟹   𝐹′(𝑥) < 0 

𝐺 𝑥 =  𝑒−𝑡 
𝑣 ′ (𝑡)

∙ ln 𝑡 
𝑢(𝑡)

4𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

=  𝑢(𝑡) ∙ 𝑣(𝑡) 𝑥
4𝑥 − 𝑣(𝑡) ∙ 𝑢′(𝑡)

4𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

=   ln 𝑡  −𝑒−𝑡  𝑥
4𝑥 −  −𝑒−𝑡 ∙  

1

𝑡
 

4𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

= 𝑒−𝑥 ln 𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 4𝑥 +  
𝑒−𝑡

𝑡
 

4  𝑥 
2

  𝑥 
2

𝑑𝑡 

= 𝑒−𝑥 ln 𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 4𝑥 + 𝐹  𝑥  

lim
𝑥→0+

𝐺 𝑥                                                                             ∶  إذن  

= lim
𝑥→0+

𝐹  𝑥 + lim
𝑥→0+

 𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 𝑥 − lim
𝑥→0+

𝑒−4𝑥 ln 𝑥 

= ln 4 + 0 − ln 4 = 0 
lim
𝑥→0+

𝐺 𝑥 = 0      ∶  و  بالتالً  

𝐺 𝑥 = 𝐹  𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 4 + ln 𝑥 + 𝑒−𝑥 ln 𝑥   ∶  لدٌنا  

= 𝐹  𝑥 +  𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 𝑥   

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  5 ة 

lim
𝑥→0+

 𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑒−𝑥 1 − 𝑒−3𝑥 ln 𝑥 

= lim
𝑥→0+

 3𝑥𝑒−𝑥       
𝑒−3𝑥 − 𝑒0

−3𝑥 − 0
 

         
 𝑥 ln 𝑥      = 0 

𝒙 → 𝟎+ 

𝟎 

𝒙 → 𝟎+ 
𝒙 → 𝟎+ 

𝟏 
𝟎 

𝐹 
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 التمرين الأول  1  

 

من خلال معطٌات التمرٌن نُحول التجربة العشوائٌة إلى شجرة الإحتمالات 

 .التالٌة 

𝑝 𝑅:  من خلال هذه الشجرة لدٌنا  ∩ 𝑅 =
1

2
×

1

2
=

1

4
   

 التمرين الأول  2  

𝑝 𝐵:  من خلال هذه الشجرة لدٌنا  ∩ 𝐵 =
1

2
×

9

22
=

9

44
   

 التمرين الأول  3  

 التمرين الأول  4  

 التمرين الثاني  1  

 التمرين الثاني 2 أ 

 التمرين الثاني 2 ة 

 التمرين الثاني 3 أ 

 التمرين الثاني 3 ة 

𝑑إذا كان   =  قاسم للعددٌن 13 نستنتج أن  ∎   فإنه حسب النتٌجة 13

𝑛  و 13 − 𝑛:  ٌعنً  .  6 ≡ 6  13 .   

 التمرين الثاني 4 أ 

  :  نضع 
𝐴 = 𝑃 𝑛 = 21𝑛2 − 17𝑛 − 4            

𝐵 = 𝑄 𝑛 = 28𝑛3 − 8𝑛2 − 17𝑛 − 3
    

= 𝑃 1:  نلاحظ أن  𝑄 1 = 0.   

  .℞  فً  𝑄 𝑛  و   𝑃 𝑛 جذر مشترك للحدودٌتٌن  1إذن 

𝑛  تقبلان القسمة على الحدودٌة        𝑛  و        𝑛 و منه نستنتج أن   − 1 .   

 التمرين الثاني 4 ة 

3 𝑥 − 1 − 2 𝑦 − 1 = 0 

  . 𝐸  حل خاص للمعادلة  1,1 نلاحظ فً البداٌة أن الزوج 
3     1 :  و ذلك لأن  × 1 − 2 × 1 = 1   

  . 𝐸  الحل العام للمعادلة  𝑥,𝑦 لٌكن 

3𝑥     2 :  إذن  − 2𝑦 = 1   

 :نحصل على  (2)و  (1)ننجز عملٌة الفرق بٌن المتساوٌتٌن 

𝑥 3      ⊗ :  ٌعنً  − 1 = 2 𝑦 − 1    

𝑦 3/2 نستنتج أن  ⊗من هذه النتٌجة  − 1 .   

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 : 3/ 𝑦إذن حسب  − 3 لأن   1 ∧ 2 = 1.   

;   ℞𝑘𝜖∃ :  إذن    𝑦 − 1 = 3𝑘   

;   ℞𝑘𝜖∃ :  ٌعنً    𝑦 = 3𝑘 + 1   

3𝑘  بالتعبٌر 𝑦نعوض  + 𝑥 3:   نجد ⊗ فً  1 − 1 = 2 3𝑘 .   

𝑥:  إذن  = 2𝑘 + 1.   

2𝑘 نستنتج إذن أن الزوج   + 1 ; 3𝑘 +   . 𝐸   حل للمعادلة  1
;   ℞𝑘𝜖∀ :   لدٌنا عكسيا   3 2𝑘 + 1 − 2 3𝑘 + 1 = 1   

 :     تُكتب على شكل  𝐸 و بالتالً مجموعة حلول المعادلة 
𝑆 =    2𝑘 + 1 ; 3𝑘 + 1   ;   𝑘𝜖℞  

14𝑛 3:  بما أن  + 3 − 2 21𝑛 + 4 = 1.   

14𝑛  :     نستنتج أن 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡فإنه حسب مبرهنة  + 3 ∧  21𝑛 + 4 = 1 

𝑛  على 𝐵 و 𝐴بالإستعانة بالقسمة الأقلٌدٌة لـ  −  :     نحصل على  1

  
𝐴 =  𝑛 − 1  21𝑛 + 4                

𝐵 =  𝑛 − 1  28𝑛2 + 20𝑛 + 3 
  

𝑃:  نضع  =  21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 .   

14𝑛 ( :  ب (2لدٌنا حسب نتٌجة السإال  + 3 ∧  21𝑛 + 4 = 1   
 :    إذن حسب الخاصٌة المذكورة نستنتج أن 

21𝑛 :  و منه  + 4 ∧  2𝑛 + 1 = 𝑝   

𝑝( :  أ (3و منه حسب نتٌجة السإال  = 𝑝  أو  13 = 1.   

28𝑛2 بعد تعمٌل ثلاثٌة الحدود   + 20𝑛 +  :  نحصل على  3
𝐵 =  𝑛 − 1  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3  

 : و فً ما ٌلً سوف نستعمل خاصٌة مهمة فً الحسابٌات و هً 
𝑐 ∧ 𝑎 = 1   ⟹     ∀𝑏𝜖℞   ;   𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 ∧  𝑏𝑐  

 21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1 =  21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3  

1

2
 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

نى َفؼم 

 شٛئب ثؼذ

َسست 

انكشح 

 الأٔنٗ

َسست 

انكشح 

 انثبَٛخ

1

2
 

1

2
 

9

22
 

13

22
 

1

2
 

رزٕلف 

انزدشثخ 

 انؼشٕائٛخ

=
1

2
×

13

22
+

1

2
×

1

2
 

𝑝:  من خلال هذه الشجرة لدٌنا   
لونٌنمختلفٌن

 = 𝑝 𝐵 ∩ 𝑅 + 𝑝 𝑅 ∩ 𝐵    

=
6

11
 

 :    من خلال هذه الشجرة لدٌنا 

𝑝𝐵2
 𝐵1 =

𝑝 𝐵1 ∩ 𝐵2 

𝑝 𝐵2 
=

1
2

×
9

22
1
2

×
9

22
+

1
2

×
1
2

=
1

2
 

14𝑛 3                                             : لدٌنا  + 3 − 2 21𝑛 + 4    

14𝑛 إذن   + 3 ;  21𝑛 +   . 𝐸   حل للمعادلة  4
= 42𝑛 + 9 − 42𝑛 − 8 = 1 

𝑎 𝑏
𝑑 𝑐

   ⟹    𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑑 

𝑑     ∎ :  ٌعنً  =  𝑛 − 6 ∧ 13   

  .13 قاسم للعدد 𝑑و منه نستنتج أن 

𝑑 عدد أولً، إذن  13علما أن  = 𝑑  أو  13 = 1.   

21𝑛 :  نضع  + 4 ∧  2𝑛 + 1 = 𝑑.   
 :أذُكر فً البداٌة بمبدأ خوارزمٌة أقلٌدس 

:  لدٌنا 
 2𝑛 + 1  𝑛 − 6 

13 2
  و  

 21𝑛 + 14  2𝑛 + 1 
 𝑛 − 6 10

.   

 : من هاتٌن الأقلٌدٌتٌن نستنتج أن 

 21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1 =  2𝑛 + 1 ∧  𝑛 − 6  
=  𝑛 − 6 ∧ 13 

𝑝إذا كان   : الحالة الأولى = 13.   

𝑛( :  ب (3لدٌنا حسب  ≡ 6  13 .   

21𝑛 :  و لدٌنا  + 4 ∧  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 = 13.   

𝐴:  ٌعنً  ∧ 𝐵 = 13 𝑛 − 1 .   

𝑛 :  إذن  − 1  21𝑛 + 4 ∧  𝑛 − 1  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3    

= 13 𝑛 − 1  

𝑄 𝑃 
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 التمرين الثالث  1 أ 

 التمرين الثالث 1 ة 

𝑎فً حالة   =  1 + 𝑖  لدٌنا   𝐻   هذلول معادلته 𝑦 =
1

𝑥
.   

 التمرين الثالث 2 أ 

 التمرين الثالث 2 ة 

𝑎فً حالة   =  1 + 𝑖   لدٌنا  دائرة مركزها  𝐶 1,1   2 2  و شعاعها  

. 

 التمرين الثالث 3 أ 

 التمرين الثالث 3 ة 

 التمرين الثالث 3 ج 

          𝑢2 و 𝑢1 و 𝑢0 انطلاقا من قٌم 𝑧2 و 𝑧1 و 𝑧0ٌمكن تحدٌد 

𝑧و ذلك باستعمال العلاقة   = 𝑢 + 𝑎.   

𝑟3حلول المعادلة   = 8𝑟3 −𝑖𝜃 هً الجذور النونٌة من الدرجة الثالثة  

 .  و التً تُكتب بصفة عامة على شكل    8𝑟3𝑒−𝑖𝜃للعدد العقدي  

𝑢𝑘 =   8𝑟33
 ;  
−𝜃

3
+

2𝑘𝜋

3
   ;   𝑘 𝜖  0,1,2  

𝐷𝑜𝑛𝑐 ∶   
 

 
 

𝑢0 =  2𝑟 ;  
−𝜃

3
 = 2𝑟 𝑒

−𝑖𝜃
3                 

𝑢1 =  2𝑟 ;  
−𝜃

3
+

2𝜋

3
 = 2𝑟 𝑒

 −𝜃+2𝜋 𝑖
3

𝑢2 =  2𝑟 ;  
−𝜃

3
+

4𝜋

3
 = 2𝑟 𝑒

 −𝜃+4𝜋 𝑖
3

  

 

C         

𝓞 𝓲 

𝓳 

𝑧:  نضع  = 𝑥 + 𝑖𝑦 .   لدٌنا :                        𝑧2 − 𝑧 2 = 𝑎2 − 𝑎 2   
⟺    𝑧 − 𝑧   𝑧 + 𝑧  =  𝑎 − 𝑎   𝑎 + 𝑎   

⟺    2𝑖𝑦  2𝑥 =  2𝑖𝛽  2𝛼  
⟺   𝑥𝑦 = 𝛼𝛽 

⟺   𝑦 =
𝛼𝛽

𝑥
  ;   𝑥 ≠ 0 

⟺   𝐻   هذلول    

𝑧:  نضع  = 𝑥 + 𝑖𝑦 .   لدٌنا :                   𝑧 − 𝑎  𝑧 − 𝑎  = 4𝑎𝑎    

⟺   𝑧𝑧 −  𝑧𝑎 + 𝑎𝑧  + 𝑎𝑎 = 4𝑎𝑎  

⟺    𝑥2 + 𝑦2 −  2𝛼𝑥 + 2𝛽𝑦 +  𝛼2 + 𝛽2 =  2 𝑎  2 

⟺    𝑥2 − 2𝛼𝑥 + 𝛼2 −  𝑦2 + 2𝛽𝑦 + 𝛽2 =  2 𝑎  2 

⟺    𝑥 − 𝛼 2 −  𝑦 − 𝛽 2 =  2 𝑎  2 

⟺   2 𝑎   و شعاعها  𝐶 𝛼,𝛽   دائرة مركزها   𝒞  

𝑢لدٌنا   = 𝑧 − 𝑎  إذن  𝑢 = 𝑧 − 𝑎 .   

  
𝑧2 − 𝑧 2 = 𝑎2 − 𝑎 2

 𝑧 − 𝑎  𝑧 − 𝑎  = 4𝑎𝑎 
   ⟺    

𝑧2 − 𝑎2 = 𝑧 2 − 𝑎 2

 𝑧 − 𝑎  𝑧 − 𝑎  = 4𝑎𝑎 
  

  ⟺    
 𝑧 − 𝑎  𝑧 + 𝑎 =  𝑧 − 𝑎   𝑧 + 𝑎  
𝑢𝑢 = 4𝑎𝑎                                           

  

  ⟺    
𝑢 𝑢 + 2𝑎 = 𝑢  𝑢 + 2𝑎  
𝑢𝑢 = 4𝑎𝑎                           

  

  ⟺    𝑢 𝑢 + 2𝑎 =
4𝑎𝑎 

𝑢
 

4𝑎𝑎 

𝑢
+ 2𝑎  

𝑢𝑢 = 4𝑎𝑎                                       

  

  ⟺    𝑢
2 + 2𝑎𝑢 −  

4𝑎𝑎 

𝑢
 

2

− 2𝑎  
4𝑎𝑎 

𝑢
 = 0

𝑢𝑢 = 4𝑎𝑎                                                    

  

  ⟺    𝑢
4 + 2𝑎 𝑢3 − 16𝑎2𝑎 2 − 8𝑎𝑎 2𝑢 = 0

𝑢𝑢 = 4𝑎𝑎                                                    
  

  ⟺    
 𝑢4 − 8𝑎𝑎 2𝑢 +  2𝑎 𝑢3 − 16𝑎2𝑎 2 = 0
𝑢𝑢 = 4𝑎𝑎                                                    

  

  ⟺    𝑢
 𝑢3 − 8𝑎𝑎 2 + 2𝑎 𝑢3 − 8𝑎𝑎 2 = 0

𝑢𝑢 = 4𝑎𝑎                                                    
  

  ⟺    𝑆′ ∶  
 𝑢 + 2𝑎  𝑢3 − 8𝑎𝑎 2 = 0
𝑢𝑢 = 4𝑎𝑎                              

  

𝑎 حٌث   ′𝑆 لنحل النظمة  = 𝑟𝑒𝑖𝜃.   
                           : نستنتج أن  ′𝑆 من خلال المعادلة الثانٌة من النظمة 

       ،                                        𝑢 + 2𝑎  𝑢3 − 8𝑎𝑎 2 = 0   

  ⟺     𝑢 + 2𝑎 = 𝑢3     أو    0 − 8𝑎𝑎 2 = 0 

  ⟺    𝑢 = −2𝑎    أو    𝑢3 = 8𝑎𝑎 2 

  ⟺    𝑢 = −2𝑟 𝑒𝑖𝜃 𝑢3    أو     = 8𝑟3𝑒−𝑖𝜃  

𝑛 :  إذن  − 1  21𝑛 + 4 ∧  𝑛 − 1  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 =  𝑛 − 1    

𝑝إذا كان  : الحالة الثانية = 𝑛 فإن  1 ≢ 6  13 .   

21𝑛 :  و لدٌنا  + 4 ∧  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 = 1.   

𝐴:  و منه  ∧ 𝐵 =  𝑛 − 1 .   

  :    الخلاصة
 ∀𝑛 ≥ 2  ;  𝐴 ∧ 𝐵 =   

13 𝑛 − 1   ;   𝑠𝑖  𝑛 ≡ 6  13 

 𝑛 − 1   ;   𝑠𝑖  𝑛 ≢ 6  13     
  

   . 𝑧2 𝐶  و   𝑧1 𝐵  و   𝑧0 𝐴نضع  
 .  متساوي الأضلاع         نرٌد أن نبرهن أن المثلث  

𝑧2 − 𝑧0

𝑧1 − 𝑧0
=

2𝑟 − 2𝑟𝑗

2𝑟𝑗 − 2𝑟𝑗
=

1 − 𝑗

𝑗 − 𝑗
=

1 − 𝑗

− 3𝑖
 

=
 3

2
−

1

2
𝑖 = 𝑒

−𝑖𝜋
3  

𝑒 

𝐴𝐵𝐶 



A 

 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+ 2004أجوبة امتحان الدورة الإستدراكية  𝟏𝟎𝟕 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

𝐈 التمرين الرابع  1 أ 

𝐈 التمرين الرابع 1 ة 

 التمرين الرابع أ ة 𝟐

𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

; ∞−  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓لدٌنا   
1

ln 2
 .   

; ∞−  تقابل من المجال 𝑓إذن   
1

ln 2
𝑓 نحو المجال      −∞ ;  

1

ln 2
  .   

𝑓:   و لدٌنا     −∞;
1

ln 2
   =  −∞ ;  

4

𝑒 ln 2
− 2 ≈  −∞ ;  

1

10
   

; ∞−  𝜖 0:  و بما أن   
1

10
 .   

; ∞−  فً المجال  𝑓 ٌمتلك سابقا واحدا وحٌدا بالتقابل 0فإن   
1

ln 2
 .   

= 𝑓 1:  و لدٌنا  4𝑒− ln 2 − ; ∞−  𝜖 1  و  2  
1

ln 2
 .   

  .𝑓و لدٌنا كذلك حسب جدول تغٌرات الدالة 

 𝑓  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  
1

ln 2
 ;  +∞ .   

  تقابل من المجال  𝑓إذن 
1

ln 2
 ;  ; 2−   نحو صورته   ∞+ 

1

10
 .   

:  مع العلم أن 
4

𝑒 ln 2
− 2 ≈  

1

10
   

 ; 𝜖  −2 0:  و بما أن 
1

10
 𝑓 ٌمتلك سابقا وحٌدا بالتقابل 0  فإن  

 فً المجال  
1

ln 2
 ;  +∞ .   

  𝜖 2و لدٌنا  
1

ln 2
 ; = 𝑓 2  و   ∞+  0.   

= 𝑓 𝑥 هما الحلان الوحٌدان للمعادلة  2 و 1العددان  : خلاصة 0.   

𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

𝑦إذن المستقٌم ذو المعادلة   =   ∞+ بجوار   𝒞   مقارب أفقً للمنحنى 2−

. 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −2  ∶  و لدٌنا كذلك   

1

ln 2
 𝑥 

𝑓  
1

ln 2
  

−∞ +∞ 

−2 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

𝑒

2
 𝑥 

2

𝑒
 

0 +∞ 

0 −∞ 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 − 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 4𝑥 𝑒−𝑥 ln 2 − 2  

= lim
𝑥→+∞

 

 
 
 

4

ln 2
  

1

𝑒𝑥 ln 2

𝑥 ln 2

 − 2

 

 
 

 

=  
4

ln 2
 lim
𝑢→+∞
𝑢=𝑥 ln 2

 
1

𝑒𝑢

𝑢

 − 2 

=  
4

ln 2
  0 − 2 = −2 

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 4𝑥 𝑒−𝑥 ln 2 − 2  

= lim
𝑥→−∞

 

 
 
 

4

ln 2
  

1

𝑒𝑥 ln 2

𝑥 ln 2

 − 2

 

 
 

 

=  
4

ln 2
 lim
𝑢→−∞
𝑢=𝑥 ln 2

 
1

𝑒𝑢

𝑢

 − 2 

=  
4

ln 2
  −∞ − 2 = −∞ 

 . ٌقبل فرعا شلجمٌا فً اتجاه محور الأراتٌب  𝒞 نستنتج أن 

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 4 𝑒−𝑥 ln 2 −

2

𝑥
 = +∞ 

 :    إذن من النهاٌتٌن التالٌتٌن 
 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= +∞

  

𝑧2 − 𝑧0

𝑧1 − 𝑧0
= 𝑒

−𝑖𝜋
3                                                                   ∶  إذن  

⟹    

 
 

 

 

 
𝑧2 − 𝑧0

𝑧1 − 𝑧0
 =  𝑒

−𝑖𝜋
3  = 1                    

arg  
𝑧2 − 𝑧0

𝑧1 − 𝑧0
 ≡ arg  𝑒

−𝑖𝜋
3    2𝜋 

  

⟹      

 𝑧2 − 𝑧0 =  𝑧1 − 𝑧0            

arg  
𝑧2 − 𝑧0

𝑧1 − 𝑧0
 ≡

−𝜋

3
  2𝜋 

  

⟹     
𝐴𝐶 = 𝐴𝐵                     

 𝐴𝐵      ,𝐴𝐶       
            

≡
−𝜋

3
  2𝜋 

  

⟹  𝐴𝐵𝐶  مثلث  متساوي  الأضلاع     

𝑓:  لدٌنا  ′ 𝑥 = 4 1 − 𝑥 ln 2 𝑒−𝑥 ln 2   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  و نعلم أن    4 𝑒−𝑥 ln 2 > 0   

𝑓إذن إشارة   ′ 𝑥   1   متعلقة فقط بإشارة − 𝑥 ln 2 .   

𝑥إذا كان   =
1

ln 2
𝑓  فإن   ′ 𝑥 = 0.   

 :نستنتج إذن جدول تغٌرات  كما ٌلً 

𝑥إذا كان   >
1

ln 2
𝑓  فإن   ′ 𝑥 < 0.   

𝑥إذا كان   <
1

ln 2
𝑓  فإن   ′ 𝑥 > 0.   

 :و نلخص نتائج هذه الدراسة فً الجدول التالً 

= 𝑔  : 𝑔 𝑥دراسة الدالة 
ln 2𝑥 

𝑥
.   

; 0  دالة معرفة على المجال  𝑔لدٌنا   +∞ .   

   .∞+ بجوار   Γ إذن محور الأراتٌب مقارب أفقً لـ 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
ln 2𝑥 

𝑥
 = 0   ∶  و لدٌنا   

 𝑔  0  قابلة للاشتقاق على المجال,  :    و مشتقتها مُعرفة بما ٌلً  ∞+

𝑔′ 𝑥 =
1 − ln 2𝑥 

𝑥2
 

𝑥:  إذا كان  =
𝑒

2
= 𝑔′ 𝑥  فإن   0.   

𝑥:  إذا كان  >
𝑒

2
> 𝑔′ 𝑥  فإن   0.   

𝑥:  إذا كان  <
𝑒

2
< 𝑔′ 𝑥  فإن   0.   
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𝐈 التمرين الرابع 3 ة 

 مع محور الأفاصٌل و التً  Γ  أضٌف نقطة تقاطع  Γ قبل أن نرسم 

= 𝑔 𝑥ٌُحقق أفصولها المعادلة   0.   

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

′𝑔لدٌنا    
𝑒

2
 = Ω ٌقبل مماسا أفقٌا فً النقطة   Γ إذن   . 0  

𝑒

2
,

2

𝑒
 .   

∶ Δ و منه فإن  𝑦 =
2

𝑒
Ω فً نقطة واحدة و هً  Γ  ٌقطع   

𝑒

2
,

2

𝑒
 .   

 . شكل مقعر  Γ : و لدٌنا حسب الرسم المبٌانً 

∶ 𝐷 إذن كل مستقٌم   𝑦 = 𝑘 متواجد بٌن   Δ  و محور الأفاصٌل ٌقطع 

 Γ  و بالتالً فالمعادلة  .  بالضبط فً نقطتٌن 𝑥 = 𝑘             تقبل حلٌن 

𝛼 و 𝛽  0 مختلفٌن شرط أن ٌكون < 𝑘 <
2

𝑒
.   

 بما أن  
1

𝑒
 =  .  مختلفٌن 𝛽  و  𝛼     و  0

فإن أحدهما أصغر من الآخر و نؤخذ اعتباطٌا  
1

2
< 𝛼 < 𝛽.   

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ة 

= 𝑓 𝑥 حلا للمعادلة  𝛽 و 𝛼لٌكن  0.   

:  بما أن 
1

2
< 𝛼 < 𝛽.   

𝛽من الجزء الأول نستنتج أن  ( ج (2فإنه حسب السإال  = 𝛼  أو  2 = 1  

 هما حلا 𝛽 و 𝐼𝐼 : 𝛼من الجزء ( أ (1من جهة أخرى لدٌنا حسب السإال  .

= 𝑔 𝑥المعادلة   𝑘.   

= 𝑔 1:  إذن  𝑘  و  𝑔 2 = 𝑘.   

ln:  أي  2 = 𝑘  أو  ln 4 = 2𝑘.   

𝑘:  و بالتالً  = ln 2   

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

; ∞−  متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓𝑘لدٌنا   
1

𝑘
 .   

; ∞−  تقابل من  𝑓𝑘إذن   
1

𝑘
; ∞−   نحو     

4

𝑘𝑒
− 2 .   

0:  و لدٌنا  < 𝑘 <
2

𝑒
:    إذن 

1

𝑘
>

𝑒

2
   

:  و منه 
4

𝑘𝑒
> :   أي   .   2

4

𝑘𝑒
− 2 > 0.   

; ∞−  𝜖 0:   ٌعنً أن   
4

𝑘𝑒
− 2 .   

; ∞−  ٌمتلك سابقا وحٌدا فً المجال  0إذن   
1

𝑘
  .𝑓𝑘  بالتقابل  

  تقابل من  𝑓𝑘و بنفس الطرٌقة لدٌنا 
1

𝑘
 ;  ; 2−   نحو   ∞+ 

4

𝑘𝑒
− 2 .   

  متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝑓𝑘لأن 
1

𝑘
 ;  +∞ .   

 ; 𝜖  −2 0و بما أن   
4

𝑘𝑒
− 2  .    

  من المجال  𝑏 ٌمتلك سابقا واحدا 0فإن 
1

𝑘
 ;   .𝑓𝑘  بالتقابل  ∞+ 

= 𝑓𝑘 𝑏:  ٌعنً  𝑏  و  0 >
1

𝑘
.   

=  𝑓𝑘و بالتالً المعادلة    𝑏 و 𝑎  تقبل بالضبط حلٌن مختلفٌن 0

𝑎حٌث   <
1

𝑘
< 𝑏.   

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 ة 

𝑓ln:  نلاحظ أن  2 𝑥 = 𝑓 𝑥 .   

= 𝑓 𝑥و نعلم أن المعادلة     .2 و 1  تقبل حلٌن وحٌدٌن و هما 0
𝑓lnإذن المعادلة   2 𝑥 =   .2 و 1  تقبل كذلك حلٌن وحٌدٌن فقط و هما 0

= 𝑓𝑘 𝑥و نعلم أن المعادلة    𝑏 و 𝑎  تقبل بالضبط حلٌن 0

0كٌفما كان   < 𝑘 <
2

𝑘
.   

𝑎:  إذن نستنتج بالضرورة أن  = 𝑏  و  1 =  . وحٌدٌن𝑏 و 𝑎لأن   . 2

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 أ 

  .ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 

𝑓𝑘
′ 𝑥 = 4 𝑒−𝑘𝑥 − 𝑘𝑥 𝑒−𝑘𝑥  = 4 1 − 𝑘𝑥 𝑒−𝑘𝑥  

 𝑥 𝑒−𝑘𝑥
𝑡

0

𝑑𝑥 =
1

𝑘2
 1 − 𝑘𝑡 𝑒−𝑘𝑡 − 𝑒−𝑘𝑡   ∶  إذن  

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ة 

1

𝑘
 𝑥 

𝑓𝑘  
1

k
  

−∞ +∞ 

−2 −∞ 

𝑓𝑘  

+ 𝑓𝑘
′(𝑥) 0 − 

𝑔 𝑥 = 0   ⟺    
ln 2𝑥 

𝑥
= 0    ;   𝑥 > 0 

⟺    ln 2𝑥 = 0   

⟺    ln 2𝑥 = ln 1   

⟺    𝑥 =
1

2
   

 𝑥 𝑒−𝑘𝑥
𝑡

0

𝑑𝑥 =  
𝑥 𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
 

0

𝑡

−  
𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
 

𝑡

0

𝑑𝑥 

=  
𝑥 𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
 

0

𝑡

−
1

𝑘
 
𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
 

0

𝑡

 

=  
𝑡 𝑒−𝑘𝑡

−𝑘
 +

1

𝑘
 
𝑒−𝑘𝑡

−𝑘
 +

1

𝑘
 

1

𝑘
  

=
1

𝑘2
 1 − 𝑘𝑡 𝑒−𝑘𝑡 − 𝑒−𝑘𝑡   

𝑔 

𝑔 

𝑥 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 ج 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 ة 

∫ لنحسب الآن التكامل   𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛽

𝛼
  .𝑘 و 𝛽 و 𝛼  بدلالة  

=  𝑓𝑘و نعلم أن   = 𝑓𝑘 𝛽  و  0 0.   

4𝛼 𝑒−𝑘𝛼:  إذن  − 2 = 4𝛽 𝑒−𝑘𝛽  و  0 − 2 = 0.   

2𝛼:  و منه  = 𝑒𝛼𝑘 2𝛽     2   و   1     = 𝑒𝛽𝑘.   

∫بالرجوع إلى التعبٌر الأخٌر للتكامل   𝑥 −𝑘𝑥𝛽

𝛼
 :     نحصل على 

𝐈𝐈  5 التمرين الرابع 

إذن العددان 
2

 و 
𝑣

2
 هما حلٌن للمعادلة  

ln 2𝑥 

𝑥
= 𝑘.    

: أو بتعبٌر آخر 
𝑢

2
 و 
𝑣

2
= 𝑔 𝑥 هما حلٌن للمعادلة   𝑘.   

 𝑔قٌمة قصوٌة للدالة  :  𝑔و لدٌنا حسب جدول تغٌرات الدالة 

,0 على  +∞ .  

,𝑥 𝜖  0 ∀إذن   +∞   ;   0 <
ln 2𝑥 

𝑥
<

2

𝑒
.   

0:  و منه  < 𝑘 <
2

𝑒
   

لقد حصلنا إذن على أن 
2

 و 
𝑣

2
= 𝑔 𝑥 هما حلا المعادلة   𝑘  

0حٌث   < 𝑘 <
2

𝑒
.   

ٌُمكننا تطبٌق نتائج التمرٌن و خصوصا نتٌجة السإال   ( .ج (4و بالتالً 

ln:  إذن   2 ×
𝑢

2
 ∙ ln  2 ×

𝑣

2
 ≤ 1.   

∙ ln 𝑢:  و بالتالً  ln 𝑣 ≤ 1.   

𝐼𝑘 =
2 𝛽 − 𝛼 

𝛼𝛽𝑘2
 1 − 𝛼𝛽𝑘2  ∶  إذن  

 عددان حقٌقٌان موجبان قطعا و  𝛽 و 𝛼بما أن 
1

2
< 𝛼 < 𝛽.   

 . كمٌة موجبة𝑘أي أن .   ٌقٌس مساحة𝐼𝑘فإن التكامل  

1 :  إذن  − 𝛼𝛽𝑘2 ≥ ≥ 𝛼𝑘  𝛽𝑘     ∗ :  ٌعنً   . 0 1.   

  :  و نعلم أن 
2𝛼 = 𝑒𝛼𝑘      1 

2𝛽 = 𝑒𝛽𝑘      2 
  :  إذن   .  

ln 2𝛼 =  𝛼𝑘 

ln 2𝛽 =  𝛽𝑘 
    

 :     نحصل على  ∗ و بالتالً بالرجوع إلى النتٌجة 

 𝛼𝑘 ∙  𝛽𝑘 ≤ 1   ⟺   ln 2𝛼 ∙ ln 2𝛽 ≤ 1 

𝐼𝑘 =  𝑓𝑘 𝑥 
𝛽

𝛼

𝑑𝑥 =   4𝑥 𝑒−𝑘𝑥 − 2 
𝛽

𝛼

𝑑𝑥 

= 4  𝑥 𝑒−𝑘𝑥
𝛽

𝛼

𝑑𝑥 − 2 𝛽 − 𝛼  

 𝑥 𝑒−𝑘𝑥
𝛽

𝛼

𝑑𝑥 =  𝑥 𝑒−𝑘𝑥
𝛽

0

𝑑𝑥 −  𝑥 𝑒−𝑘𝑥
𝛼

0

𝑑𝑥 

=
1

𝑘2
 1 − 𝑘𝛽 𝑒−𝑘𝛽 − 𝑒−𝑘𝛽 − 1 + 𝑘𝛼 𝑒−𝑘𝛼 + 𝑒−𝑘𝛼   

=
1

𝑘2
 𝑘𝛼 𝑒−𝑘𝛼 + 𝑒−𝑘𝛼−𝑘𝛽 𝑒−𝑘𝛽 − 𝑒−𝑘𝛽   

 𝑥 𝑒−𝑘𝑥
𝛽

𝛼

𝑑𝑥 =
1

𝑘2
 
𝑘𝛼

2𝛼
+

1

2𝛼
−
𝑘𝛽

2𝛽
−

1

2𝛽
  

=
1

𝑘2
 

1

2𝛼
−

1

2𝛽
  

=  
𝛽 − 𝛼

2𝛼𝛽𝑘2
  

 :     نجد 𝐼𝑘و بالتالً بالرجوع إلى تعبٌر التكامل 

𝐼𝑘 =  𝑓𝑘 𝑥 
𝛽

𝛼

𝑑𝑥 = 4  𝑥 𝑒−𝑘𝑥
𝛽

𝛼

𝑑𝑥 − 2 𝛽 − 𝛼  

= 4  
𝛽 − 𝛼

2𝛼𝛽𝑘2
 − 2 𝛽 − 𝛼  

= 2 𝛽 − 𝛼  
1

𝛼𝛽𝑘2
− 1  

=
2 𝛽 − 𝛼 

𝛼𝛽𝑘2
 1 − 𝛼𝛽𝑘2  

:   عددان حقٌقٌان مختلفان و موجبان قطعا حٌث 𝑣 و 𝑢لٌكن 
ln 𝑢

𝑢
=

ln 𝑣

𝑣
   

  ⟺   
ln  2  

𝑢
2
  

2  
𝑢
2
 

=
ln  2  

𝑣
2
  

2  
𝑣
2
 

 

  ⟺   
ln  2  

𝑢
2
  

 
𝑢
2
 

=
ln  2  

𝑣
2
  

 
𝑣
2
 

 = 𝑘 = 𝑢𝑛𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒  

𝛼 

𝑒 

𝐼 

𝑢 

𝑢 
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 التمرين الأول  1  

 

  .∗ℝ عنصرٌن من 𝑛 و 𝑚لٌكن 

𝑚  لٌكن   +
1

𝑚
 ;𝑚 −

1

𝑚
𝑛   و    +

1

𝑛
 ;𝑛 −

1

𝑛
  .𝐸  عنصرٌن من  

𝑛:  بما أن  ≠ 𝑚  و  0 ≠ 𝑚𝑛  فإن  0 ≠ 0.   

𝑚𝑛 :   و منه  +
1

𝑚𝑛
  ;   𝑚𝑛 −

1

𝑚𝑛
  𝜖 𝐸  

  .𝐸  قانون تركٌب داخلً فً ∗و بالتالً  

 التمرين الأول  2 أ 

  .𝐸  عنصرٌن من  𝜑 𝑛  و   𝜑 𝑚لٌكن  
∗ 𝜑 𝑚 :  (1لدٌنا حسب السإال  𝜑 𝑛 = 𝜑 𝑚𝑛    

   . ∗,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل من  𝜑إذن 
  .𝐸 عنصرا من 𝐴لٌكن 

;   ∗𝑚𝜖ℝ!∃ :    نكتب 𝐴إذن حسب تعرٌف المجموعة    𝜑 𝑚 = 𝐴   

   . ∗,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تقابل من  𝜑و هذا ٌعنً أن 

   . ∗,𝐸   نحو   ×,∗ℝ   تشاكل تقابلً من    و بالتالً  

 التمرين الأول  2 ة 

ٌُحولها إلى  ٌُحافظ على البنٌة الجبرٌة للزمرة و  نعلم أن التشاكل التقابلً 

 .مجموعة الوصول 

إذن نستنتج البنٌة   .  ∗,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل تقابلً من  𝜑لدٌنا 

   ∗,𝐸   انطلاقا من البنٌة الجبرٌة للمجموعة   ×,∗ℝ الجبرٌة للمجموعة  

  .𝜑و ذلك عن طرٌق التشاكل التقابلً 

 . 1  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد هو العدد  ×,∗ℝ   بما أن

 ٌقبل مماثلا 𝑎و كل عنصر 
1

𝑎
  .× بالقانون 

           .  𝜑 1  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد هو الزوج   ∗,𝐸  :  فإن

𝜑  ٌقبل مماثلا   𝜑 𝑚و كل عنصر    
1

𝑚
  .∗  بالقانون  

= 𝜑 1:  و لدٌنا  𝜑  و   2,0   
1

𝑚
 =  𝑚 +

1

𝑚
  ;   

1

𝑚
−𝑚 .   

𝐈  1  التمرين الثاني 

3 عددان أولٌان مختلفان إذن  3 و 𝑝لدٌنا  ∧ 𝑝 = 1.   

𝑝3−1:   نكتب 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡إذن حسب مبرهنة  ≡ 1  3    

 𝑚 +
1

𝑚
  ;  𝑚 −

1

𝑛
 ∗  𝑛 +

1

𝑛
  ;  𝑛 −

1

𝑛
                           ∶  لدٌنا  

=  𝑚𝑛 +
1

𝑚𝑛
  ;   𝑚𝑛 −

1

𝑚𝑛
  

𝑚2:   ٚؼُٙ  − 2𝑚 + 1 ≥ 𝑚 :       أ٘ 0 − 1 2 ≥ 0    

  .𝑚ٔ ْزِ انؼجبسح صسٛسخ كٛفًب كبٌ انؼذد انسمٛمٙ 
𝑚ٔ ثبلأخص يٍ أخم   > 0   

𝑚2 :  َدذ𝑚َضشة طشفٙ انًزشاخسخ فٙ انؼذد انًٕخت  + 1 ≥ 2𝑚 

 :خلاصت 

𝐹 =   𝑥,𝑦  𝜖 ℝ2   ∕    𝑥 ≥ 2 ٔ 𝑦2 = 𝑥2 − 4 =

=   𝑚 +
1

𝑚
,𝑚 −

1

𝑚
  𝜖 ℝ2   ∕   𝑚 > 0  

𝐹: إرٌ   .  2,0  َدذ انضٔج  𝐹يٍ ثٍٛ ػُبصش انًدًٕػخ  ≠ ∅  

𝐹:   َسزُزح أٌ 𝐹ٔ يٍ انصٛغخ انثبَٛخ نهًدًٕػخ  ⊂ 𝐸  
𝑚:    لأٌ  > 0  ⟺   𝑚𝜖ℝ∗  

 :  ثسٛث 𝐹 ػُصشٍٚ يٍ 𝑋𝑚 ٔ 𝑋𝑛نٛكٍ 

 
𝑋𝑚 =  𝑚 +

1

𝑚
 ;𝑚 −

1

𝑚
   ;   𝑚 > 0

𝑋𝑛 =  𝑛 +
1

𝑛
 ;𝑛 −

1

𝑛
   ;   𝑛 > 0

  

  𝐸   1 خضء غٛش فبسؽ يٍ 𝐹: ٔ ثبنزبنٙ 

𝑚:  ثًب أٌ  > 0  ٔ  𝑛 > :    فئٌ 0
𝑚

𝑛
> 𝑋  ٔ يُّ  0

 
𝑚

𝑛
 
 𝜖 𝐹   

   . ∗,𝐸    صيشح خضئٛخ يٍ   ∗,𝐹 :   َسزُزح أٌ  2  ٔ  1 يٍ 

𝑋𝑚 :      أ٘   ∗  𝑋𝑛 
′  𝜖 𝐹 

        

 2  

 التمرين الأول  3 ة 

𝑋𝑚 ∗  𝑋𝑛 
′ =  𝑚 +

1

𝑚
 ;𝑚 −

1

𝑚
  ∗   𝑛 +

1

𝑛
 ;−𝑛 +

1

𝑛
  

=  
𝑚

𝑛
+

1
𝑚
𝑛

 ;
𝑚

𝑛
−

1
𝑚
𝑛

 = 𝑋
 
𝑚
𝑛
 
 

 التمرين الأول  3 أ 

  𝑚رمجم ػهٗ الألم زلا يٕخجب  ٔ نلإخبثخ ػهٗ ْزا انسؤال َجٍٛ أٌ انًؼبدنخ

  𝑚1 ٔ 𝑚2ٔ يُّ انًؼبدنخ رمجم زهٍٛ يخزهفٍٛ 

 𝑚2 ػذد زمٛمٙ يٕخت لطؼب إرٌ فئشبسح انسم انثبَٙ 1انسم 

 لا رًُٓب ػهًب أَّ رى إٚدبد زم يٕخت نهًؼبدنخ

  :إرٌ   𝐹 ػُصشا يٍ  𝑥,𝑦 نٛكٍ 
𝑥 ≥ 2

𝑦2 = 𝑥2 − 4
  

𝑚 : ثسٛث 𝑚ْم ٕٚخذ ػذد زمٛمٙ يٕخت : َطشذ انسؤال  +
1

𝑚
= 𝑥 

=∆ :نذُٚب  𝑥2 − 4 =  𝑥 − 2  𝑥 + 2  

𝑥 :فئٌ  :ثًب أٌ  ≥ 2 ∆> 0 

𝑚1 =
1 +  ∆

2
 𝑚2 =

1 −  ∆

2
 ٔ

  

𝑚 :نذُٚب  +
1

𝑚
= 𝑥 ⟺    𝑚2 −𝑚𝑥 + 1 = 0 

𝑥∀  :َسزُزح إرٌ أٌ  ≥ 0 ,  ∃𝑚 > 0   ;   𝑥 = 𝑚 +
1

𝑚
 

= ± 𝑚2 +
1

𝑚2
+ 2 − 4 

𝑦 :َخزبس  =  𝑚 −
1

𝑚
  

,𝑥  :إرٌ  𝑦 =  𝑚 +
1

𝑚
,𝑚 −

1

𝑚
  𝜖 ℝ2   ∕    𝑚 > 0 

𝑦2 :إرٌ  :ٔ نذُٚب  = 𝑥2 − 4 𝑦 = ± 𝑥2 − 4 

= ±  𝑚 −
1

𝑚
 

2

 

= ±  𝑚 −
1

𝑚
  

𝑚  :َُطهك يٍ  : عىغٍب +
1

𝑚
,𝑚 −

1

𝑚
  𝜖 ℝ2   ∕    𝑚 > 0 

𝑚رمجم زهٕلا يٍ أخم   نُجشٍْ أٌ انًزشاخسخ > 0.   𝑚 +
1

𝑚
≥ 2 

 :انًزشاخسخ ركبفئ 
𝑚2 + 1

𝑚
≥ 2 

𝜑 

𝑚 
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𝐈 التمرين الثاني 2 أ 

  .2نعلم أن العدد الأولً الزوجً الوحٌد هو 
  .5 عدد أولً و أكبر من العدد 𝑝لدٌنا 
 . سٌكون بالضرورة عددا فردٌا 𝑝إذن 

;   𝑞𝜖ℕ∃ :  و منه    𝑝 = 2𝑞 + 1.   
;   𝑞𝜖ℕ∃ :  أي    𝑝2 =  2𝑞 + 1 2.   

;   𝑞𝜖ℕ∃ :  و منه    𝑝2 = 4𝑞2 + 4𝑞 + 1.   
;   𝑞𝜖ℕ∃ :  ٌعنً    𝑝2 − 1 = 4𝑞 𝑞 + 1    

𝐈 التمرين الثاني 2 ة 

;   𝑞𝜖ℕ∃ :  لدٌنا    𝑝2 − 1 = 4𝑞 𝑞 + 1    
𝑞  و 𝑞و لدٌنا  +  . عددان صحٌحان طبٌعٌان متتابعان  1

 .إذن أحدهما فردي و الآخر زوجً 

𝑞 𝑞أي أن الجداء   +  .  عدد زوجً دائما  1
;   𝑚𝜖ℕ∃ :  ٌعنً    𝑞 𝑞 + 1 = 2𝑚   

;   𝑚𝜖ℕ∃ :  ٌعنً    𝑝2 − 1 = 4 2𝑚    
;   𝑚𝜖ℕ∃ :  ٌعنً    𝑝2 − 1 = 8𝑚   

𝑝2 /8:  و منه  − 𝑝2:    أي  1 ≡ 1  8 .   

𝐈  3 التمرين الثاني 

 𝑛2 و 𝑛1 أعداد أولٌة و كانت 𝑝𝑘 و ⋯ و 𝑝2 و 𝑝1إذا كانت  : تذكير

;   𝑖∀  أعداد صحٌحة طبٌعٌة حٌث  𝑛𝑘 و ⋯و     𝑝𝑖 
𝑛𝑖/𝑎 .   

𝑝𝑖  فإن الجداء  
𝑛𝑖 𝑘

 .إنتهً التذكٌر  . 𝑎  قاسم لـ 1

24:  لدٌنا  = 23 × 31 .                                                 

2 /8و لدٌنا كذلك  − 𝑝2 /3   و   1 − 1 .   

𝑝2 /23:  ٌعنً  − 𝑝2 /31  و   1 − 1 .   

      إذن حسب الخاصٌة المذكورة .  أولٌان3 و 2و نعلم أن العددان 

23:  نستنتج أن  × 31/ 𝑝2 − 𝑝2:  و بالتالً   .  1 ≡ 1  24 .   

𝐈𝐈  1 التمرين الثاني 

𝐈𝐈  2 التمرين الثاني 

 .سوف نستعمل فً هذا السإال البرهان بالخلف 

    :        حٌث𝑎23 و ⋯ و 𝑎2 و 1نفترض وجود أعداد 

 ∀𝑘  ;  𝑎𝑘 ∧ 24 = 𝑎1  و  1
2 + 𝑎2

2 + ⋯+ 𝑎23
2 = 23997  

,𝑘 𝜖  1 ∀:  ننطلق من كون  . 23   ;   𝑎𝑘 ∧ 24 = 1   

  :   نكتب  𝐼𝐼  1 إذن حسب نتٌجة السإال 

𝑎1
2 ≡ 1  24 

𝑎2
2 ≡ 1  24 
⋮ ⋮ ⋮

𝑎23
2 ≡ 1  24 

    

𝐈 التمرين الثالث  1 أ 

𝐈 التمرين الثالث 1 ة 

𝐈 التمرين الثالث 1 ج 

𝑎 عدد صحٌح طبٌعً حٌث  𝑎لدٌنا  ∧ 24 = 1.   
 :  نفصل بٌن حالتٌن 𝑎من أجل العدد 

 . عددا أولٌا 𝑎إذا كان  : الحالة الأولى

2لدٌنا   ∧ 24 ≠ 3  و  1 ∧ 24 ≠ 5  و  1 ∧ 24 = 1.   

  .5 عدد أولً أكبر من 𝑎إذن 

𝐼   : 𝑎2 و منه حسب نتائج الفقرة  ≡ 1  24 .   

 . عدد غٌر أولً 𝑎إذا كان  : الحالة الثانية

𝑝1 و لٌكن  
𝑛1 × 𝑝2

𝑛2 ×⋯× 𝑝𝑘
𝑛𝑘  𝑎  تفكٌك العدد  

 .إلى جداء عوامل أولٌة 

𝑎بما أن   ∧ 24 = 𝑎  أي  1 ∧  23 ∙ 31 = 1.   

  .3 و تخالف 2 تًخالف 𝑝𝑘 و ⋯ و 1فإن جمٌع الأعداد الأولٌة 
,𝑖 𝜖  1 ∀  :  و منه  𝑘    ;   𝑝𝑖 ≥ 5.   

 .إذن ٌمكننا استعمال نتائج الفقرة الأولى من التمرٌن 

𝑝1:  لدٌنا 
2 ≡ 𝑝1 :  إذن   .  24 1

2 𝑛1 ≡ 1 24 .   

𝑝2:  و لدٌنا 
2 ≡ 𝑝2 :  إذن   .  24 1

2 𝑛2 ≡ 1 24 .   

𝑝3:  و لدٌنا 
2 ≡ 𝑝3 :  إذن   .  24 1

2 𝑛3 ≡ 1 24 .   

𝑝𝑘:  و لدٌنا 
2 ≡ 𝑝𝑘 :  إذن   .  24 1

2 𝑛𝑘 ≡ 1 24 .   

 : عند المرور إلى الجداء بٌن هذه المتوافقات نجد 

𝑝1
2𝑛1 ∙ 𝑝2

2𝑛2 ∙ 𝑝3
2𝑛3 ∙ ⋯ ∙ 𝑝𝑘

2𝑛𝑘 ≡ 1  24  

𝑎2:  و بالتالً  ≡ 1  24    

𝑎  ∀:   فً كلتا الحالتٌن : الخلاصة ∧ 24 = 1   ;   𝑎2 ≡ 1  24    

 𝑝1
𝑛1 ∙ 𝑝2

𝑛2 ∙ 𝑝3
𝑛3 ∙ ⋯ ∙ 𝑝𝑘

𝑛𝑘  2 ≡ 1  24  ∶  إذن  

23997     1 :  ٌعنً  ≡ 23  24 .   

23997     2 نستعٌن بالآلة الحاسبة لنحصل على   ≡ 21  24 .   
23نستنتج أن   (2)و  (1)من  ≡ 21  24 .   

 . و هذا مستحٌل 2 ٌقسم العدد 24ٌعنً أن 

      24 أولٌة مع 𝑎23 و ⋯ و 𝑎2 و 𝑎1لا وجود لأعداد : و بالتالً 

𝑎1و تحقق  
2 + 𝑎2

2 + ⋯+ 𝑎23
2 = 23997.   

 :    عند المرور إلى الجمع بٌن هذه المتوافقات نحصل على 

 𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2 + ⋯+ 𝑎23

2 ≡ 23  24  

 . متصلة على الٌمٌن فً الصفر 𝑓إذن 

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

 𝑥 + 2 𝑒
−2
𝑥 = 0 = 𝑓 0  ∶  لدٌنا   

lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+
 
 𝑥 + 2 𝑒

−2
𝑥

𝑥
  

= lim
𝑥→0+

 1 +
2

𝑥
 𝑒

−2
𝑥  

= lim
𝑥→0+

𝑒
−2
𝑥 − lim

𝑥→0+
 
−2

𝑥
 𝑒

−2
𝑥  

= 0 − lim
𝑢→−∞

𝑢=
−2
𝑥

𝑢 𝑒𝑢  

= 0 − 0 = 0 = 𝑓𝑑
′ 0  

;0  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓إذن  +∞ .   

;0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

= 𝑓 𝑥:  لدٌنا   𝑥 + 2  𝑒
−2

𝑥.   

𝑓:                              إذن  ′ 𝑥 = 𝑒
−2

𝑥 +  𝑒
−2

𝑥  
′

 𝑥 + 2  𝑒
−2

𝑥 

= 𝑒
−2
𝑥 +

2

𝑥2
 𝑥 + 2 𝑒

−2
𝑥  

=  
2𝑥 + 4 + 𝑥2

𝑥2
  𝑒

−2
𝑥  

=  
𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 3

𝑥2
  𝑒

−2
𝑥  

=  
 𝑥 + 1 2 + 3

𝑥2
  𝑒

−2
𝑥 > 0 

توجد صٌغة أخرى  : ملاحظة

 :    للخاصٌة المذكورة و هً كالتالً 
  

𝑚/𝑎
𝑛/𝑎 

𝑚 ∧ 𝑛 = 1

    ⟹     𝑚𝑛/𝑎  

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

𝑝 

𝑝 

𝑎 
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𝐈 التمرين الثالث 2 ة 

,0  متصلتٌن و قابلتٌن للاشتقاق معا على  𝜑 و و بما أن  +∞ .   

=  0:  و كذلك  𝜑 0 = 1.   

𝑡∀ :  إذن حسب الخاصٌة المذكورة نستنتج أن  ≥ 0   ;    𝑡 ≥ 𝜑 𝑡    

𝑡∀ :  ٌعنً  ≥ 0   ;   𝑒−𝑡 ≥  1 − 𝑡    

𝑡∀      1 :  أي  ≥ 0   ;   𝑒−𝑡 + 𝑡 − 1 ≥ 0   

𝐈 التمرين الثالث 2 ج 

 . عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑥لٌكن 

إذن 
2

𝑥
 . عدد حقٌقً موجب قطعا 

𝑡∀ :  و نعلم أن  ≥ 0    ;     0 ≤  𝑒−𝑡 + 𝑡 − 1 ≤
𝑡2

2
   

 بـ 𝑡إذن نستطٌع تعوٌض 
2

𝑥
 لأن هذه النتٌجة صالحة للأعداد 

  .0الأكبر من أو تساوي 

𝐈 التمرين الثالث 2 د 

𝐈  3 التمرين الثالث 

𝐈𝐈  1 التمرين الثالث 

,0  متصلتٌن و قابلتٌن للاشتقاق معا على  𝜓 و و بما أن  +∞ .   

= 𝜓 0:  و كذلك   0 = 1.   

𝑡∀ : إذن حسب الخاصٌة المذكورة نستنتج أن  ≥ 0    ;    𝑡 ≤ 𝜓 𝑡     

 ∀𝑡 ≥ 0    ;   𝑒−𝑡 ≤  1 − 𝑡 +
𝑡2

2
  ∶  ٌعنً  

 2      ∀𝑡 ≥ 0    ;    𝑒−𝑡 + 𝑡 − 1 ≤
𝑡2

2
   ∶  ٌعنً  

𝑡∀      :  نستنتج أن  (2)و  (1)من  ≥ 0    ;     0 ≤  𝑒−𝑡 + 𝑡 − 1 ≤
𝑡2

2
     

     ∀𝑥 > 0    ;     0 ≤  𝑒
−2
𝑥 +

2

𝑥
− 1 ≤

1

2
 

2

𝑥
 

2

 ∶      و منه  

     ∀𝑥 > 0    ;     1 −
2

𝑥
 ≤ 𝑒

−2
𝑥 ≤  1 −

2

𝑥
+

2

𝑥2
   ∶   ٌعنً  

𝑥 نضرب أطراف هذا التؤطٌر فً العدد الموجب قطعا   +   لنحصل  2

 :  على التؤطٌر الجمٌل التالً 

     𝑥 + 2  1 −
2

𝑥
 ≤  𝑥 + 2 𝑒

−2
𝑥 ≤  𝑥 + 2  1 −

2

𝑥
+

2

𝑥2
  

𝑥      :    بعد النشر و التبسٌط نحصل على  −
4

𝑥
 ≤ 𝑓(𝑥) ≤  𝑥 −

2

𝑥
+

4

𝑥2
  

     ∀𝑥 > 0    ;    
−4

𝑥
≤ 𝑓 𝑥 − 𝑥 ≤

−2

𝑥
+

4

𝑥2
 ∶  و بالتالً  

        ٌقبل مقاربا مائلا  نستنتج أن  (2)و  (1)إذن من النهاٌتٌن 

𝑦 و معادلته  ∞+بجوار  (و هو المنصف الأول للمعلم   ) = 𝑥.   

lim     2  :    و لقد علمنا من قبل أن 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

 

 𝓒  

𝑡:                               لدٌنا  ≥ 0   ⟹   −𝑡 ≤ 0 

⟹    𝑒−𝑡 ≤ 1 

⟹   −𝑒−𝑡 ≥ −1 

⟹   ′ 𝑡 ≥ 𝜑′ 𝑡  

𝑡 :  و باستعمال هذه المتفاوتة نكتب  ≥ 0   ⟹    𝑒−𝑡 ≥  1 − 𝑡  
⟹   −𝑒−𝑡 ≤  𝑡 − 1  

⟹   ′ 𝑡 ≤ 𝜓′ 𝑡  

 :   إذن حسب خاصٌات التؤطٌر و النهاٌات نستنتج أن 

 1     lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 𝑥 = 0 

lim
𝑥→+∞

 
−2

𝑥
+

4

𝑥2
 = lim  و    0

𝑥→+∞
 
−4

𝑥
 = 0   ∶  لدٌنا   

 :إذن نحن أمام الوضعٌة التالٌة 

     
−4

𝑥
 

   
≤ 𝑓 𝑥 − 𝑥 ≤  

−2

𝑥
+

4

𝑥2
 

       
  

𝒙 → +∞ 

0 0 

𝒙 → +∞ 

,𝑎  دالتٌن مُعرفتٌن على مجال 𝑔 و 𝑓لتكن  : تذكير 𝑏 .  

,𝑥 𝜖  𝑎 ∀:  فإن  𝑏   ;   𝑓 𝑥 ≥ 𝑔(𝑥)   

 .إنتهى التذكير 

 . عددا حقٌقٌا موجبا 𝑡لٌكن 

  :  نضع 

𝜑 𝑡 =  1 − 𝑡      

𝜓 𝑡 = 1 − 𝑡 +
𝑡2

2

 𝑡 = 𝑒−𝑡           

  :      إذن  

𝜑 𝑡 = −1            

𝜓 𝑡 = 𝑡 − 1    

 𝑡 = −𝑒−𝑡        

    

 

 :   إذا كان 

  𝑓 و 𝑔 متصلتٌن على      , 𝑏   

  𝑓 و 𝑔 قابلتٌن للاشتقاق على     , 𝑏   

 𝑓 𝑎 = 𝑔 𝑎  

 ∀ 𝑥 𝜖  𝑎, 𝑏   ;   𝑓 ′ 𝑥 ≥ 𝑔′ 𝑥  

𝐈𝐈  2 التمرين الثالث 

,0  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓𝑛إذن  +∞ .   

𝑓𝑛
′ 𝑥 =   𝑥 +

2

𝑛
  𝑒

−2
𝑥  

′

                                               ∶  لدٌنا   

=  𝑒
−2
𝑥  +  

−2

𝑥
 
′

 𝑥 +
2

𝑛
  𝑒

−2
𝑥  

=  𝑒
−2
𝑥  +  

2

𝑥2
  𝑥 +

2

𝑛
  𝑒

−2
𝑥  

=  1 +  
2

𝑥2
  𝑥 +

2

𝑛
   𝑒

−2
𝑥 > 0 

𝑎 

𝑎 

𝒞 

lim
𝑥→0+

 
𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓𝑛 0 

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+

 𝑥 +
2
𝑛
  𝑒

−2
𝑥

𝑥
 

= lim
𝑥→0+

 1 +
2

𝑛𝑥
 𝑒

−2
𝑥  

= lim
𝑥→0+

 𝑒
−2
𝑥  + lim

𝑢→+∞

𝑢=
2
𝑥

 
1

𝑛
∙

1

 𝑒
𝑢

𝑢
 
  

= 0 +
1

𝑛
 0 = 0 𝜖 ℝ 

𝑓𝑛 𝑑 :  و لدٌنا  . قابلة للاشتقاق على الٌمٌن فً الصفر 𝑓𝑛إذن 
′  0 = 0  

. 
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𝐈𝐈 التمرين الثالث 3 أ 

,0  تقابل من المجال  𝑓𝑛إذن  ,0   نحو المجال   ∞+ +∞ .   

,𝑦 𝜖  0 ∀:  أو بتعبٌر آخر  +∞   ;   ∃! 𝑥 𝜖  0, +∞   ;   𝑓𝑛 𝑥 = 𝑦   

,0 أو بتعبٌر أخٌر نقول أن كل عنصر من     ٌقبل سابقا واحدا  ∞+

,0  من المجال  𝑓𝑛بالتقابل  +∞  .   

𝐈𝐈 التمرين الثالث 3 ة 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 3 ج 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 3 د 

𝐈𝐈 ٖ

 ـ
 التمرين الثالث 3

𝐈𝐈𝐈 التمرين الثالث 1 أ 

,0  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓𝑛لدٌنا  +∞ .   

,0  تقابل من المجال  𝑓𝑛إذن  ,𝑓𝑛   0  نحو المجال   ∞+ +∞   .   

𝑓𝑛   0, +∞   =  lim
𝑥→0+

𝑓𝑛 𝑥  ;  lim
𝑥→0+

𝑓𝑛 𝑥  =  0, +∞    

 𝑎سوف نستعمل فً هذا السإال البرهان بالخلف لكً نبٌن أن النهاٌة 

𝑎:  و من أجل ذلك نفترض أن  .  0تساوي  ≠ 0.   

 2 و هذا تناقض واضح لأن  
2

𝑎 − ٌُخالف  2   .∞±  عدد حقٌقً و 

= lim 𝛼𝑛:  إذن .  إذن ما افترضناه كان خاطئا   0.   

   2 𝑒
 

2
𝛼𝑛
 
− 2 = 𝑛 𝛼𝑛  ∶  لدٌنا   

  lim
𝑛∞

 2 𝑒
 

2
𝛼𝑛
 
− 2  = lim

𝑛∞
 𝑛 𝛼𝑛  ∶  إذن   

   2 𝑒
 

2
𝑎
 
− 2  =  +∞  𝑎    ∶  و منه   

   2 𝑒
 

2
𝑎
 
− 2  =  ±∞    ∶  و منه   

 . عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑥لٌكن 

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا غٌر منعدم 𝑛و لٌكن 

 𝑓𝑛+1 𝑥 −
2

𝑛 + 1
 −  𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
  

=
2

𝑛 𝑛 + 1 
+ 𝑒

−2
𝑥   

−2

𝑛 𝑛 + 1 
  

=
−2

𝑛 𝑛 + 1 
 𝑒

−2
𝑥 − 1  

𝑥 > 0   ⟹     
−2

𝑥
< 0 

⟹     𝑒
−2
𝑥 < 1 

⟹      𝑒
−2
𝑥 − 1 < 0 

⟹     
−2

𝑛 𝑛 + 1 
 𝑒

−2
𝑥 − 1 > 0 

⟹      𝑓𝑛+1 𝑥 −
2

𝑛 + 1
 >  𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
     

 
∀𝑥 > 0
∀𝑛𝜖ℕ∗

   ;    𝑓𝑛+1 𝑥 −
2

𝑛 + 1
 >  𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
      ⋆   

  :  الخلاصة

𝑓𝑛 𝛼𝑛 =
2

𝑛
   ⟺     𝛼𝑛 +

2

𝑛
  𝑒

−2
𝛼𝑛 =

2

𝑛
 

   ⟺    
𝛼𝑛 +

2
𝑛

𝑒
 

2
𝛼𝑛
 

=
2

𝑛
 

   ⟺    2 𝑒
 

2
𝛼𝑛
 

= 𝑛  𝛼𝑛 +
2

𝑛
  

   ⟺    2 𝑒
 

2
𝛼𝑛
 

= 𝑛 𝛼𝑛 + 2 

   ⟺    2 𝑒
 

2
𝛼𝑛
 
− 2 = 𝑛 𝛼𝑛  

𝑥 عددا حقٌقٌا موجبا حٌث    𝑥لٌكن  < 2.   

,0  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على  𝑓و سوف نستعمل كون  +∞ .   

𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑥   ⟹    𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑡 ≤ 𝑓 2𝑥  

⟹    𝑓 𝑥 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑓 𝑡 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑓 2𝑥 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

⟹   𝑓 𝑥  𝑡 𝑥
2𝑥  ≤  𝑓 𝑡 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝑓 2𝑥   𝑡 𝑥
2𝑥  

⟹   𝑥 𝑓 𝑥 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 𝑓(2𝑥) 

           𝑛 صالحة لكل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  ⋆ المتفاوتة 

  .𝑥و صالحة لكل عدد حقٌقً موجب قطعا 

𝛼𝑛:  لدٌنا من خلال ما سبق   𝜖  0, +∞ .   

 𝛼𝑛 من أجل العدد الحقٌقً الموجب قطعا  ⋆ إذن نستطٌع تطبٌق النتٌجة 

 :  نحصل على 𝑛و العدد الصحٌح الطبٌعً الغٌر المنعدم 

   ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 −
2

𝑛 + 1
 >  𝑓𝑛 𝛼𝑛 −

2

𝑛
   

   ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;   𝑓𝑛 𝛼𝑛 =
2

𝑛
    ∶   نعلم أن    

   ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;   𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 −
2

𝑛 + 1
> 0     ∶   إذن    

,0   تزاٌدٌة قطعا على  𝑓𝑛+1نعلم ان   و نعلم أنها كذلك تقابل إذن   .  ∞+

𝑓𝑛+1تقابلها العكسً  
,0   دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  1− +∞ .   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن    𝑓𝑛+1
−1  𝑓𝑛+1 𝛼𝑛  > 𝑓𝑛+1

−1  𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1     

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝛼𝑛 > 𝛼𝑛+1   

 .  تناقصٌة قطعا ∗𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ ٌعنً أن المتتالٌة  

𝛼𝑛 ) 0و بما أنها مصغورة بالعدد  > 0 ) 

= lim 𝛼𝑛:  فإنها متقاربة و نضع  𝑎 𝜖 ℝ.   

   ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;   𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 >
2

𝑛 + 1
     ∶   ٌعنً    

   ∀𝑛𝜖ℕ    ;    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1 =
2

𝑛 + 1
    ∶  و نعلم أن    

   ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;   𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 > 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1      ∶   إذن    

 عدد طبٌعً غٌر منعدم ، نلاحظ أن العدد 𝑛من أجل 
2

𝑛
 . عدد حقٌقً موجب قطعا 

إذن العدد 
2

𝑛
,0  عنصر من المجال   +∞ .   

,0  من المجال   𝑛فهو ٌقبل إذن سابقا واحدا    .𝑓𝑛  بالتقابل  ∞+

!∃  ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  أو بتعبٌر آخر   𝛼𝑛  𝜖  0, +∞    ;   𝑓𝑛 𝛼𝑛 =
2

𝑛
  

=  𝑓𝑛ٌعنً أن المعادلة  
2

𝑛
,0  فً 𝑛  تقبل حلا وحٌدا  +∞ .   𝛼 

𝛼 

𝛼 

𝑒 
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𝐈𝐈𝐈  2  التمرين الثالث 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الثالث 1 ة 

,0  عنصرٌن من المجال  𝑥 و 𝑎لٌكن  +∞ .   

,0  تقبل عدة دوال أصلٌة على المجال  𝑓إذن  +∞ .   
,0  دالة متصلة على المجال  𝑓لدٌنا  +∞ .   

 :     التً تُحقق 𝜓 تقبل دالة أصلٌة 𝑓و بالخصوص 

𝐈𝐈𝐈  3  التمرين الثالث 

 
 
 

 
 

 

𝜓 𝑥 =  𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

 𝑑𝑡                      

𝜓 𝑎 = 0                                        

𝜓′ 𝑥 = 𝑓 𝑥   ;   ∀ 𝑥 𝜖  0, +∞ 

  

 :     مُعرفة بما ٌلً 𝐹و بالتالً مشتقة الدالة 

 
𝐹′ 𝑥 =   𝑥 + 2   𝑒

1
𝑥 − 1 +  3𝑥 + 2  𝑒

1
𝑥 𝑒

−2
𝑥  ;   𝑥 > 0

𝐹𝑑
′  0 = 0                                                                                    

  

𝑥 0 +∞ 

0 

𝐹 

𝐹′(𝑥) + 

+∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = +∞ ∶ lim نعلم أن   
𝑥→+∞

𝑥 𝑓 𝑥 = +∞ ∶  و  منه   

 :  إذن حسب خاصٌات الترتٌب و النهاٌات نستنتج أن 

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = +∞ 

≤ 𝐹 𝑥 :    إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة  𝑥 𝑓(2𝑥)      

+∞ 

𝒙 → +∞ 

𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

 𝑑𝑡                                     ∶  لدٌنا  

=  𝑓(𝑡)
𝑎

𝑥

 𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

= −𝜓 𝑥 + 𝜓 2𝑥  

𝑥بما أن   ⟶ ,0   دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على المجال 𝜓  و  2 +∞  . 

,𝜓   0و   +∞   ⊂  0, +∞ .   

,0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐹فإن    و ذلك باستعمال المبرهنات  ∞+

 .العامة لاشتقاق مُركب و مجموع دالتٌن 

≥ 𝑥 𝑓 𝑥:  و لدٌنا  𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 𝑓(2𝑥).   

≥ 𝑓 𝑥 :  إذن 
𝐹 𝑥 

𝑥
≤  𝑓(2𝑥)   

𝐹𝑑:  و لدٌنا .  قابلة للاشتقاق على ٌمٌن الصفر 𝐹و هذا ٌعنً أن 
′  0 = 0  

. 

𝑓 𝑥  ≤  
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
 ≤ 𝑓(2𝑥)    

 :    إذن حسب خاصٌات الترتٌب و النهاٌات نستنتج أن 

lim
𝑥→0+

 
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
 = 0 𝜖 ℝ 

0 0 

𝒙 → 𝟎+ 𝒙 → 𝟎+ 

𝐹′ 𝑥 =  𝜓 2𝑥 − 𝜓 𝑥  
′
  ;   𝑥 > 0 

=  𝜓 2𝑥  
′
− 𝜓′ 𝑥  

= 2 𝜓′ 2𝑥 − 𝜓′ 𝑥  

= 2 𝑓 2𝑥 − 𝑓 𝑥  

= 2 2𝑥 + 2  𝑒
−1
𝑥 −  𝑥 + 2  𝑒

−2
𝑥  

=  2 2𝑥 + 2  𝑒
1
𝑥 −  𝑥 + 2  𝑒

−2
𝑥  

=   4𝑥 + 4  𝑒
1
𝑥 −  𝑥 + 2  𝑒

−2
𝑥  

=   𝑥 + 2 + 3𝑥 + 2  𝑒
1
𝑥 −  𝑥 + 2  𝑒

−2
𝑥  

=   𝑥 + 2  𝑒
1
𝑥 +  3𝑥 + 2  𝑒

1
𝑥 −  𝑥 + 2  𝑒

−2
𝑥  

=   𝑥 + 2   𝑒
1
𝑥 − 1 +  3𝑥 + 2  𝑒

1
𝑥 𝑒

−2
𝑥  

 :  نستخلص النتائج المحصل علٌها فً الجدول التالً 

𝑥 𝑓 𝑥    ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 𝑓 2𝑥       ∶  إذن   

lim
𝑥→0+

𝐹 𝑥 = 0 ∶  و منه   

𝑥                                     : لدٌنا  > 0   ⟹      
 𝑒

1

𝑥 − 1 > 0

 3𝑥 + 2 > 0
 𝑥 + 2 > 0

  

⟹    𝐹′ 𝑥 > 0 

⟹    𝐹  𝑒𝑠𝑡  𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒  𝑠𝑢𝑟   0, +∞  

lim
𝑥→0+

𝑥𝑓 𝑥 = 0    𝑒𝑡    lim
𝑥→0+

𝑥𝑓(2𝑥) = 0   ∶  و لدٌنا   

0 0 

𝒙 → 𝟎+ 𝒙 → 𝟎+ 
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 التمرين الرابع  1 أ 

 التمرين الرابع 1 ة 

 (و ذلك حسب السإال أ . 1هذه المعادلة الأخٌرة تقبل حلا خاصا و هو العدد 

𝑧3ننجز القسمة الأقلٌدٌة للحدودٌة   . + 2 𝑧2 +  1 − 𝑖 𝑧 +   على 1

𝑧 الحدودٌة   − 𝑖   نحصل على   𝑧 − 𝑖  𝑧2 +  2 + 𝑖 𝑧 + 𝑖 = 0  

𝑧2:  لنعمل الآن ثلاثٌة الحدود التالٌة  . +  2 − 𝑖 𝑧 + 𝑖   

= ∆:  لدٌنا    2 − 𝑖 2 − 4𝑖 = 3   

 التمرين الرابع 2 أ 

 التمرين الرابع 2 ة 

= 𝑧 و بالتالً المعادلة   𝑧        ًتقبل ثلاثة حلول و ه :             

                                                    𝑧0 = 𝑖   و   𝑧1   و    𝑧2.    

  .𝑧2 و 𝑧1إذن ثلاثٌة الحدود تقبل جذرٌن 

   
𝑧1 = −1 +

 3

2
−

1

2
𝑖

𝑧2 = −1 −
 3

2
−

1

2
𝑖

  

= 𝑓 𝑖:  و بالتالً  𝑖    

𝑓 𝑖𝑦 = 𝑖𝑦   ⟺     
𝑖 𝑖𝑦 − 1

 𝑖𝑦 + 1 2
= 𝑖𝑦 

⟺      𝑖𝑦  𝑖𝑦 + 1 2 = −𝑦 − 1 

⟺      𝑖𝑦  −𝑦2 + 2𝑖 𝑦 + 1 = −𝑦 − 1 

⟺     −𝑖 𝑦3 + 𝑖 𝑦 − 2 𝑦2 = −𝑦 − 1 

⟺     𝑖 −𝑦3 + 𝑦 +  1 − 𝑦 = 0 

⟺       
−𝑦3 + 𝑦 = 0
 1 − 𝑦 = 0

  

⟺       
𝑦 1 − 𝑦  1 + 𝑦 = 0
 1 − 𝑦 = 0                

  

⟺       
𝑦 = 𝑦   أو   0 = 𝑦   أو  1 = −1
𝑦 = 1                                          

  

⟺     𝑦 = 1 

𝑓 𝑧 = 𝑧   ⟺    
𝑖𝑧 − 1

𝑧2 + 2𝑧 + 1
= 𝑧 

⟺     𝑧3 + 2 𝑧2 + 𝑧 = 𝑖 𝑧 − 1 

⟺     𝑧3 + 2 𝑧2 +  1 − 𝑖 𝑧 + 1 = 0 

 :ٔ ثًب أٌ 
11𝜋

6
≡
−𝜋

6
 2𝜋  

𝑧1 :فئٌ  + 1 = 𝑒
−𝜋𝑖

6 = 𝑒
11𝜋

6   1  

𝑧1 :نذُٚب  + 1 =
 3

2
−

1

2
𝑖 = cos  

𝜋

6
 − 𝑖 sin  

𝜋

6
   

= cos  
−𝜋

6
 + 𝑖 sin  

−𝜋

6
   

= 𝑒
−𝑖𝜋

6   

𝑧1نٛكٍ  = 𝑟𝑒𝑖𝜃 .  1 نذُٚب زست انُزٛدخ :  𝑧1 + 1 = 𝑒
11𝜋

6  

⟺      𝑧1 + 1 = 𝑒
11𝑖𝜋

6  

⟺      𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑒
11𝑖𝜋

6 − 1 

⟺       𝑆1 : 
𝑟 cos𝜃 = cos  

11𝜋

6
 − 1

𝑟 sin 𝜃 = 𝑠𝑖𝑛  
11𝜋

6
       

  

= sin 2𝜑:  َسزؼٍٛ ثبنؼلالخ انًثهثٛخ انزبنٛخ  2 cos 𝜑 sin 𝜑   

 :َسصم ػهٗ 

 sin 𝜃 =  
sin  

11𝜋
6
 

sin  
11𝜋
12

 
 =

1

2
 

2 cos  
11𝜋
12

 sin  
11𝜋
12

 

𝑠𝑖𝑛  
11𝜋
12

 
  

 ⟺     sin 𝜃 = cos  
11𝜋

12
 = sin  

11𝜋

12
+
𝜋

2
 = sin  

17𝜋

12
  

 ⟺     sin 𝜃 = sin  
17𝜋

12
  

 ⟹     𝜃 ≡
17𝜋

12
 2𝜋  

𝑧1 :ٔ ثبنزبنٙ  = 2 sin  
11𝜋

12
 𝑒

17𝑖𝜋
12  

𝑧2 :ٔ نذُٚب كزنك  + 1 =
− 3

2
−

1

2
𝑖 = −cos  

𝜋

6
 − 𝑖 sin  

𝜋

6
   

= cos  𝜋 −
𝜋

6
 − 𝑖 sin  𝜋 −

𝜋

6
   

= cos  
5𝜋

6
 − 𝑖 sin  

5𝜋

6
   

= cos  
−5𝜋

6
 + 𝑖 sin  

−5𝜋

6
 = 𝑒

−5𝑖𝜋
6   

 :ٔ ثًب أٌ 
7π

6
≡
−5π

6
 2π   ٌفئ: 𝑧2 + 1 = 𝑒

−5𝑖𝜋
6 =  𝑒

7𝑖𝜋
6  

 2  

 𝑟نُسست أٔلا 

. 

 : نذُٚب 

= cos 2𝜃:  َسزؼٍٛ ثبنؼلالخ انًثهثٛخ انزبنٛخ  2 cos2 𝜃 − 1  

 :َسصم ػهٗ 

cos2:  ثى َسزؼٍٛ ثؼذ رنك ثبنؼلالخ انًثهثٛخ انزبنٛخ  𝜃 + sin2 𝜃 = 1  

 َؼهى أٌ يؼٛبس ػذد ػمذ٘ ٚكٌٕ دائًب ػذدا زمٛمٛب يٕخجب

 𝑟 cos 𝜃 2 +  𝑟 sin 𝜃 2 =  cos  
11𝜋

6
 − 1 

2

+  sin  
11𝜋

6
  

2

 

⟺   𝑟2 = cos2  
11𝜋

6
 + 1 − 2 𝑐𝑜𝑠  

11𝜋

6
 + sin2  

11𝜋

6
  

⟺   𝑟2 = 2  1 − 𝑐𝑜𝑠  
11𝜋

6
   

⟺   𝑟2 = 2  1 − 2𝑐𝑜𝑠2  
11𝜋

12
 + 1  

⟺   𝑟2 = 4  1 − 𝑐𝑜𝑠2  
11𝜋

12
   

𝑟2   :َسصم ػهٗ  = 4 sin2  
11𝜋

12
𝑟   :ٔ يُّ    = ±2 sin  

11𝜋

12
  

𝑟   :إرٌ  = 2 sin  
11𝜋

12
  

 : َسصم ػهٗ   𝑆1  ثمًٛزّ فٙ انًؼبدنخ انثبَٛخ يٍ انُظًخ𝑟َؼٕض 

  2 sin  
11𝜋

12
 sin𝜃 = sin  

11𝜋

6
  

⟺       2 sin 𝜃 =
1

2
 

sin  
11𝜋

6
 

sin  
11𝜋
12

 
  

𝑓 
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 التمرين الرابع 3 ج 

0    بما أن  ≤ 𝛼  تؤخذ قٌمة وحٌدة و هً  𝛼  فإن ≥
𝜋

2
.   

𝛼:  و بالتالً  =
𝜋

2
   

 : إقترح طرٌقتٌن للإجابة على هذا السإال 

 :    الإجابة بالإستعانة بالقاعدة التالٌة  : الطريقة الأولى

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  
𝑥 − 𝑦

2
  𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
 
 

 َؼهى أٌ يؼٛبس ػذد ػمذ٘ ٚكٌٕ دائًب ػذدا زمٛمٛب يٕخجب

  2 sin  
7𝜋

12
 sin𝜑 = sin  

7𝜋

6
  

𝑠   :إرٌ  = 2 sin  
7𝜋

12
  

 : َسصم ػهٗ   𝑆2  ثمًٛزّ فٙ انًؼبدنخ انثبَٛخ يٍ انُظًخ𝑠َؼٕض 

⟺     sin𝜑 =
1

2
 

sin  
7𝜋
6
 

sin  
7𝜋
12
 
 ===== sin  

13𝜋

12
  

ثُفس 

 انطشٚمخ

 ⟹     𝜑 ≡
13𝜋

12
 2𝜋  

𝑧2 :ٔ ثبنزبنٙ  = 2 sin  
7𝜋

12
 𝑒

13𝑖𝜋
12  

𝑧2نٛكٍ  = 𝑠𝑒𝑖𝜑 .  2 نذُٚب زست انُزٛدخ :  𝑧2 + 1 =  𝑒
7𝑖𝜋

6  

⟺      𝑧2 + 1 =  𝑒
7𝑖𝜋

6  

⟺      𝑧2 =  𝑒
7𝑖𝜋

6 − 1 

⟺      𝑠𝑒𝑖𝜑 =  𝑒
7𝑖𝜋

6 − 1 

⟺       𝑆2 ∶  
𝑠 cos𝜑 = cos  

7𝜋

6
 − 1

𝑠 sin𝜑 = 𝑠𝑖𝑛  
7𝜋

6
       

  

  .𝑠ثُفس انطشٚمخ َسست أٔلا 

ثُفس 

 انطشٚمخ

 ⟺       𝑠 = ±2 sin  
7𝜋

12
   𝑠2 = 2  1 − 𝑐𝑜𝑠  

7𝜋

6
   

𝑓 𝑧 + 𝑓 𝑧       = 0   ⟺    𝑓 𝑧 + 𝑖 𝑓 𝑧 = 0 
⟺     1 + 𝑖𝑧  𝑓 𝑧 = 0 

⟺      
 1 + 𝑖𝑧 = 0
𝑓 𝑧 = 0    

أو    

⟺      
 1 + 𝑖𝑧 = 0
 𝑖𝑧 − 1 = 0 

أو    

⟺      
𝑧 = 𝑖
𝑧 = −𝑖 

أو    

⟺      𝑒
𝑖𝛼 = 𝑒

𝑖𝜋
2

𝑒𝑖𝛼 = 𝑒
−𝑖𝜋

2

أو    

⟺    𝛼 ≡
𝜋

2
  𝜋  

𝑖 𝑒𝑖𝛼 − 1

2 𝑒𝑖𝛼
=

1

2
 𝑖 − 𝑒−𝑖𝛼                                   ∶  لدٌنا  

=
1

2
 𝑒

𝑖𝜋
2 + 𝑒𝑖𝜋𝑒−𝑖𝛼  

=
1

2
 𝑒

𝑖𝜋
2 + 𝑒𝑖 𝜋−𝛼   

=
1

2
 𝑒𝑖 𝜋−𝛼  + 𝑒

𝑖𝜋
2   

=
1

2
 2 cos 

 𝜋 − 𝛼 − 𝜋
2

2
  𝑒

𝑖 
 𝜋−𝛼 +𝜋

2
2

 
 

= cos  
𝜋

4
−
𝛼

2
  𝑒

𝑖 
3𝜋
4
−
𝛼
2
 
 

= sin 
𝜋

2
−  

𝜋

4
−
𝛼

2
   𝑒

𝑖 
3𝜋
4
−
𝛼
2
 
 

= sin  
𝜋

4
+
𝛼

2
  𝑒

𝑖 
3𝜋
4
−
𝛼
2
 
 

 :    و بالتالً نستنتج الشكل الأسً و المثلثً كما ٌلً 

𝑓 𝑧 =  
1

2 cos2  
𝛼
2
 
  

𝑖 𝑒𝑖𝛼 − 1

2 𝑒𝑖𝛼
  

=  
1

2 cos2  
𝛼
2
 
 sin  

𝜋

4
+
𝛼

2
  𝑒

𝑖 
3𝜋
4
−
𝛼
2
 
 

=  
sin  

𝜋
4

+
𝛼
2
 

2 cos2  
𝛼
2
 
  𝑒

𝑖 
3𝜋
4
−
𝛼
2
 
 

=   
sin  

𝜋
4

+
𝛼
2
 

2 cos2  
𝛼
2
 
   ;     

3𝜋

4
−
𝛼

2
   

 .الإجابة دون استعمال تلك القاعدة  : الطريقة الثانية

 أ

= 𝑓 𝑧:     إرٌ  𝑓(𝑖) 

= 𝑓 𝑖   :         ٔ نذُٚب زست انسؤال    𝑖  

= 𝑓 𝑧:   ٔ يُّ  𝑓 𝑖 = 𝑖   

𝑧: نذُٚب زست انسؤال      = 𝑖  ة 

1 

𝑖 :نذُٚب  = 1  cos  
𝜋

2
 + 𝑖 sin  

𝜋

2
  = 𝑒

𝑖𝜋
2  

= 𝑓 𝑧 :ٔ ثبنزبنٙ  𝑒
𝑖𝜋
2  

𝑧:  نذُٚب  = 𝑒𝑖𝛼    
 .فٙ ْزا انسؤال ٚدت اسزسضبس خًٛغ لٕاػذ انسسبة انًثهثٙ

= 𝑓 𝑧 :نذُٚب  𝑓 𝑒𝑖𝛼  =
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

 𝑒𝑖𝛼 + 1 2
 

𝑒𝑖𝛼  :ٔ نذُٚب  + 1 
2

=  cos𝛼 + 𝑖 sin𝛼 + 1 2 

 التمرين الرابع 3 أ 

𝑧لدٌنا   = 𝑒𝑖𝛼  إذن   𝑧 = = 𝑧𝑧  و منه  1 1.   

=       𝑓 𝑧:  إذن  𝑖𝑧 𝑓 𝑧 .   

𝑓 𝑧       =  
𝑖𝑧 − 1

 𝑧 + 1 2
 

              
=
−𝑖 𝑧 − 1

 𝑧 + 1 2
                          ∶   لدٌنا    

=
𝑧 𝑖 −1 + 𝑖𝑧 

𝑧 2 1 + 𝑧 2
= 𝑖𝑧  

−1 + 𝑖𝑧

 1 + 𝑧 2
 = 𝑖𝑧 𝑓(𝑧) 

𝜋 
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𝜑   : إرٌ  ≡  
3𝜋

4
−
𝛼

2
  2𝜋   2  

  : َسزُزح أٌ  2  ٔ  1 يٍ 
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

2𝑒𝑖𝛼
 = 𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+
𝜋

4
 𝑒

𝑖 
3𝜋
4
−
𝛼
2
 
 

= 𝑓 𝑧 :ٔ ثبنزبنٙ   
𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2

+
𝜋
4
 

2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 
 

           

𝑒
𝑖 

3𝜋
4
−
𝛼
2
       

  𝑟انًؼٛبس 
  𝜑انؼًذح 

= 𝑧 ثًب أٌ     .𝑒𝑖𝛼 ٚكزت ػهٗ انشكم 𝑧  فئٌ 1

=  ℜ𝑒 𝑓 𝑧 :نذُٚب 
1

2
 

⟺       ℜ𝑒  
𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2

+
𝜋
4
 

2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 
 𝑒

𝑖 
3𝜋
4
−
𝛼
2
 
 =

1

2
 

⟺         
𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2

+
𝜋
4
 

2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 
 cos  

3𝜋

4
−
𝛼

2
 =

1

2
 

⟺   
 𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2
 𝑐𝑜𝑠  

𝜋
4
 + 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2
 𝑠𝑖𝑛  

𝜋
4
  

𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 

×

×

 𝑐𝑜𝑠  
3𝜋
4
 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2
 + 𝑠𝑖𝑛  

3𝜋
4
 𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2
  

1
= 1 

⟺   

 2
2
 2
2
 𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2
 + 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2
   𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2
 − 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2
  

𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 

= 1 

⟺   
𝑠𝑖𝑛2  

𝛼
2 − 𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2 + 𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2 − 𝑐𝑜𝑠

2  
𝛼
2 

𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2 

= 1 

⟺   𝑠𝑖𝑛2  
𝛼

2
 − 𝑐𝑜𝑠2  

𝛼

2
 = 2𝑐𝑜𝑠2  

𝛼

2
  

⟺   1 − 2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
 = 2𝑐𝑜𝑠2  

𝛼

2
  

⟺   1 = 4𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
  

𝑓 𝑧 =
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

4 𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 𝑒𝑖𝛼

=  
1

2 𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 
  

𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

2𝑒𝑖𝛼
  

  :سُسبٔل اٌٜ إٚدبد انشكم انًثهثٙ نهزؼجٛش 
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

2𝑒𝑖𝛼
  

  :َضغ 
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

2𝑒𝑖𝛼
 = 𝑟𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑖 𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺     𝑒−𝑖𝛼  𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1 = 2𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 2𝑖 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺    𝑖 −  𝑒−𝑖𝛼 = 2𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 2𝑖 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺    𝑖 −  𝑐𝑜𝑠 −𝛼 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 −𝛼 = 2𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 2𝑖 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺    𝑖 −  𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 2𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 2𝑖 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺    − 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑖  1 + 𝑠𝑖𝑛 𝛼  = 2𝑟𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑖 2𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜑   

⟺     
− 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 2𝑟𝑐𝑜𝑠 𝜑 

1 + 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 2𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜑 
  

2𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜑 2  :نذُٚب  +  2𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜑 2 = 4𝑟2 

⟺       − 𝑐𝑜𝑠𝜑 2 +  1 + 𝑠𝑖𝑛 𝛼  
2

= 4𝑟2 

⟺      2 1 + 𝑠𝑖𝑛 𝛼  = 4𝑟2 

⟺      𝑒𝑖𝛼 + 1 
2

=  cos𝛼 + 𝑖 sin𝛼 + 1 2 

=  2 cos2  
𝛼

2
 − 1 + 2𝑖 sin  

𝛼

2
 cos  

𝛼

2
 + 1 

2

 

=  2 cos2  
𝛼

2
 + 2𝑖 sin  

𝛼

2
 cos  

𝛼

2
  

2

 

=  2 cos  
𝛼

2
  cos  

𝛼

2
 + 𝑖 sin  

𝛼

2
   

2

 

= 4 cos2  
𝛼

2
  𝑒

𝑖𝛼
2  

2

 

= 4 cos2  
𝛼

2
 𝑒𝑖𝛼  

𝑠𝑖𝑛 :ٔ نذُٚب   
3𝜋

4
−
𝛼

2
 = 𝑠𝑖𝑛  𝜋 −

3𝜋

4
+
𝛼

2
  

= 𝑠𝑖𝑛  
𝜋

4
+
𝛼

2
  

= 𝑐𝑜𝑠 𝜑   :ٔ يُّ 
2𝑠𝑖𝑛  

𝜋
4

+
𝛼
2
 𝑐𝑜𝑠  

3𝜋
4
−
𝛼
2
 

2𝑠𝑖𝑛  
𝛼
2

+
𝜋
4
 

 

  = 𝑐𝑜𝑠  
3𝜋

4
−
𝛼

2
  

 التمرين الرابع 4  

⟺      2  1 − 2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
+
𝜋

4
 + 1 = 4𝑟2 

⟺      4 1 − 𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
+
𝜋

4
  = 4𝑟2 

⟺      4𝑠𝑖𝑛2  
𝛼

2
+
𝜋

4
 = 4𝑟2 ⟺      𝑟 = ±𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+
𝜋

4
  

 : ثمًٛزّ فٙ انًؼبدنخ الأٔنٗ يٍ انُظًخ َدذ 𝑟َؼٕض 

− 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛  
𝛼

2
+
𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑐𝑜𝑠 𝜋 − 𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛  
𝛼

2
+
𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑠𝑖𝑛  𝜋 − 𝛼 +
𝜋

2
 = 2𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+
𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑠𝑖𝑛  
3𝜋

2
− 𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+
𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑠𝑖𝑛  2  
3𝜋

4
−
𝛼

2
  = 2𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+
𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      2𝑠𝑖𝑛  
3𝜋

4
−
𝛼

2
 𝑐𝑜𝑠  

3𝜋

4
−
𝛼

2
 = 2𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+
𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑐𝑜𝑠 𝜑 =
2𝑠𝑖𝑛  

3𝜋
4
−
𝛼
2
 𝑐𝑜𝑠  

3𝜋
4
−
𝛼
2
 

2𝑠𝑖𝑛  
𝛼
2

+
𝜋
4
 

 ⟺         𝑧1 =
−1

2
− 𝑖

 3

2
𝑧2       أو        =

−1

2
+ 𝑖

 3

2
 

 ثًب أٌ يؼٛبس ػذد ػمذ٘ ٚكٌٕ دائًب ػذد يٕخجب 

0 :ٔ ثًب أٌ  <
𝜋

4
<
𝛼

2
+
𝜋

4
<

3𝜋

4
< 𝜋  ٌ0:   لأ ≤ 𝛼 < 𝜋  

𝑟      :فئٌ  = 𝑠𝑖𝑛  
𝛼

2
+
𝜋

4
   1  
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 التمرين الأول  1 أ 

 

 . عددٌن صحٌحٌن نسبٌٌن 𝑦 و 𝑥لٌكن 

 التمرين الأول  1 ة 

 التمرين الأول  2  

5𝑘2 القاسم المشترك الأكبر للعددٌن  : أو بتعبٌر آخر  + 4𝑘 − 1      

5𝑘 و   + 𝑘   هو نفسه القاسم المشترك الأكبر للعددٌن  1 −  8 و  3

  .℞ عنصر من 𝑘حٌث 

 التمرين الأول  3  

  :   النظمة ℕ2لنحل فً 
121 𝑥         = 59 𝑦        

𝑥 ∧ 𝑦 = 8

𝑥 ≡ 1  5 

    

  :  هذه النظمة تصبح 
𝑥2 + 2𝑥 + 1 = 5𝑦 + 9
𝑥 ∧ 𝑦 = 8                      

𝑥 ≡ 1  5                        

    

  :  ٌعنً 

 𝑥 + 1 2 = 5𝑦 + 9
𝑥 ∧ 𝑦 = 8               

𝑥 ≡ 1  5               

  :    ٌعنً  
 𝐸   حل  لـ   𝑥,𝑦 

𝑥 ∧ 𝑦 = 8           

𝑥 ≡ 1  5            

    

  :   و منه نستنتج أن 

𝑥 = 5𝑘 + 1             
𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1

8/ 𝑘 − 3                  

   

  :  ٌعنً 

𝑥 = 5𝑘 + 1                      
𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1         
 ∃𝑛𝜖℞   ;    𝑘 − 3 = 8𝑛  

    

  :    ٌعنً 

𝑥 = 5𝑘 + 1                      
𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1         
 ∃𝑛𝜖℞   ;   𝑘 = 8𝑛 + 3   

  

  :   ٌعنً 
𝑥 = 5 8𝑛 + 3 + 1                                   

𝑦 = 5 8𝑛 + 3 2 + 4 8𝑛 + 3 − 1         
𝑂𝑛  𝑐𝑜𝑖𝑠𝑖𝑡  𝑛𝜖ℕ                                       

   

  :   و منه 
𝑥 = 40𝑛 + 16                    
𝑦 = 320𝑛2 + 272𝑛 + 56
𝑛𝜖ℕ                                       

  

 التً تكتب على شكل  ℕ2نلاحظ أن جمٌع الأزواج من  : عكسيا

 40𝑛 + 16 ; 320𝑛2 + 272𝑛 +   هً حلول للنظمة السابقة  56

  .ℕ عنصر من 𝑛حٌث 

 هً جمٌع الأزواج  ℕ2إذن مجموعة حلول النظمة فً 

 40𝑛 + 16 ; 320𝑛2 + 272𝑛 +   .𝑛𝜖ℕ  حٌث  56

 𝐸   حل  لـ   𝑥,𝑦   ⟺    𝑥 + 1 2 = 9 + 5𝑦 

⟺    𝑥2 + 2𝑥 + 1 − 9 = 5𝑦 

⟺   𝑥2 + 2𝑥 − 8 = 5𝑦 

⟺    𝑥 + 4  𝑥 − 2 = 5𝑦 

⟺   5/ 𝑥 + 4  𝑥 − 2  

⟺    5/ 𝑥 + 4    𝑜𝑢   5/ 𝑥 − 2   ;   𝑐𝑎𝑟 5 𝜖 ℙ 

⟺    5/ 𝑥 + 4 − 5    𝑜𝑢   5/ 𝑥 − 2  

⟺    5/ 𝑥 − 1     𝑜𝑢   5/ 𝑥 − 2  
⟺    𝑥 ≡ 1  5     𝑜𝑢   𝑥 ≡ 2  5  

𝑥 ≡ 1  5   ⟹   5/ 𝑥 − 1  
  ⟹    ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑥 − 1 = 5𝑘 

  ⟹    ∃𝑘𝜖℞    ;   𝑥 = 5𝑘 + 1 

  ⟹     5𝑘 + 1 + 1 2 = 9 + 5𝑦  ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 𝐸  

  ⟹    25𝑘2 + 4 + 20𝑘 = 9 + 5𝑦 

  ⟹    𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1   ;   𝑘𝜖℞ 

𝑥 ≡ 2  5   ⟹   5/ 𝑥 − 2  

  ⟹    ∃𝑘′𝜖℞   ;   𝑥 − 2 = 5𝑘′ 

  ⟹    ∃𝑘′𝜖℞   ;   𝑥 = 5𝑘′ + 2 

  ⟹    ∃𝑘′𝜖℞   ;    5𝑘′ + 3 2 = 9 + 5𝑦 

  ⟹    ∃𝑘′𝜖℞   ;   25𝑘′2 + 9 + 30𝑘′ = 9 + 5𝑦 

  ⟹    ∃𝑘′𝜖℞   ;   𝑦 = 5𝑘′2 + 6𝑘′ 

  .℞تذكٌر بمبدأ خوارزمٌة أقلٌدس فً 
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

   ⟹    𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑐 

5𝑘2 + 4𝑘 − 1 5𝑘 + 1
3𝑘 − 1 𝑘

   ∶  لدٌنا    

 :إذن حسب مبدأ خوارزمٌة أقلٌدس نكتب 

 5𝑘2 + 4𝑘 − 1 ∧  5𝑘 + 1 =  5𝑘 + 1 ∧  3𝑘 − 1      1  

5𝑘 + 1 3𝑘 − 1
2𝑘 + 2 1

   ∶  و لدٌنا    

 :إذن حسب مبدأ خوارزمٌة أقلٌدس نكتب 

 5𝑘 + 1 ∧  3𝑘 − 1 =  3𝑘 − 1 ∧  2𝑘 + 2      2  

3𝑘 − 1 2𝑘 + 2
𝑘 − 3 1

   ∶  و لدٌنا    

 3𝑘 − 1 ∧  2𝑘 + 2 =  2𝑘 + 2 ∧  𝑘 − 3      3  

 :إذن حسب مبدأ خوارزمٌة أقلٌدس نكتب 

2𝑘 + 2 𝑘 − 3
8 2

   ∶  و لدٌنا    

 :إذن حسب مبدأ خوارزمٌة أقلٌدس نكتب 

 2𝑘 + 2 ∧  𝑘 − 3 =  𝑘 − 3 ∧ 8      4  

 5𝑘2 + 4𝑘 − 1 ∧  5𝑘 + 1 =  𝑘 − 3 ∧ 8     

 :  نستنتج أن  (4)و  (3)و  (2)و  (1)من 

5𝑘  نتحقق أن جمٌع الزواج  عكسيا + 1 ; 5𝑘2 + 4𝑘 −  2℞  من  1

′5𝑘 و كذلك جمٌع الأزواج   .  𝐸 تحقق المعادلة  + 2 ;  5𝑘′2 + 6𝑘′   

  . 𝐸  تحقق كذلك المعادلة 2℞من 

   :                         ه2ً℞ فً   و بالتالً مجموعة حلول المعادلة 

5𝑘 جمٌع الأزواج   + 1 ; 5𝑘2 + 4𝑘 − 1                                     

′5𝑘 و جمٌع الأزواج   + 2 ;  5𝑘′2 + 6𝑘′  حٌث  𝑘 و 𝑘′ عددان 

 .صحٌحان نسبٌان 

   :  (إذن حسب السإال ب
𝑥 = 5𝑘 + 1             
𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1
𝑥 ∧ 𝑦 = 8               

 .   

   :  (2و منه حسب نتٌجة السإال 

𝑥 = 5𝑘 + 1             
𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1
 𝑘 − 3 ∧ 8 = 8      

   

  :  ٌعنً 

𝑥 = 5𝑘 + 1                                                  
𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1                                     

 5𝑘 + 1 ∧  5𝑘2 + 4𝑘 − 1 = 8               

    

𝐸 
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𝐈  1  التمرين الثاني 

 .نفصل فً هذا التمرٌن بٌن ثلاث حالات أساسٌة 
2إذاكان  : الحالة الأولى −𝑚 > 10 و 0 −𝑚 > 0.  

𝑚:  إذن  < 𝑚  و  2 < 10.   

𝒞𝑚 :  و منه   ∶  
𝑥2

  10−𝑚 
2 +

𝑦2

  2−𝑚 
2 = 1 

 . إهلٌلج  𝒞𝑚 إذن 

2إذا كان   : الحالة الثانية < 𝑚 < 10.   

10إذن   −𝑚 > 𝑚  و  0 − 2 > 0   

∶ 𝒞𝑚 :  أي   
𝑥2

  10−𝑚 
2 −

𝑦2

  𝑚−2 
2 = 1   

 . هذلول  𝒞𝑚 إذن 

𝑚إذا كان   : الحالة الثالثة > 10.   

𝑚 فإن   − 2 > 10   و  0 −𝑚 < 0.   

∶ 𝒞𝑚 :  و منه   − 
𝑥2

  𝑚−10 
2 +

𝑦2

  𝑚−2 
2 = 1   

 نلاحظ أن الكمٌة  
𝑥2

  𝑚−10 
2 +

𝑦2

  𝑚−2 
 .  موجبة دائما  2

𝒞𝑚    مجموعة فارغة   𝒞𝑚 إذن    = ∅ .   

𝐈  2 التمرين الثاني 

𝐈  3 التمرين الثاني 

  و رإوسه   𝒪 0,0  إهلٌلج مركزه   𝒞1 لدٌنا حسب ما سبق  

𝐴 3,0   و  𝐵 −3 ,0   و  𝐴′ 0,1   و  𝐵′ 0,−1 .               

, 2 2 و بإرتاه هما   , 𝐹′ −2 2  و   0 0 .   

𝐈𝐈  1 التمرين الثاني 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 أ 

   . 𝑀2 𝑧2  و   𝑀1 𝑧1نضع  

;   𝛼𝜖ℝ∀ :  نعلم أن   cos2 𝛼 + sin2 𝛼 = 1   

:  إذن 
9 co s2 𝛼

9
+

sin2 𝛼

1
= 1   

:  و منه 
 3 cos 𝛼 2

32 +
si n2 𝛼

12 = 1   

3 إذن الزوج   cos𝛼  ; sin𝛼   ٌُحقق معادلة الإهلٌلج    𝒞1 .   

   . 𝑀1 𝜖  𝒞1:  و بالتالً 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 ة 

 :نفصل بٌن ثلاث حالات 

𝑚إذا كان   : الحالة الأولى < 𝑚  إذن   2 < 10.    

𝒞𝑚 :  و لدٌنا   ∶  
𝑥2

  10−𝑚 
2 +

𝑦2

  2−𝑚 
2 = 1   

𝑎نضع   =  10 −𝑚  و  𝑏 =  2 −𝑚 .   إذن  :𝑐 = 2 2   

; 𝐹 2 2:   هما  𝒞𝑚 و منه فإن بإرتا الإهلٌلج  ; 𝐹′ −2 2  و   0 0   

2 :  الحالة الثانية . < 𝑚 < 10.   

∶ 𝒞𝑚 :   لدٌنا   
𝑥2

  10−𝑚 
2 −

𝑦2

  𝑚−2 
2 = 1  

 :   و رإوسه الأربعة هً   .  𝒪 0,0  إهلٌلج مركزه   𝒞𝑚 أي أن  

 

 
 

𝐴  10 −𝑚  ;  0    

𝐵 − 10 −𝑚  ;  0 

𝐴′ 0 ;   2 −𝑚      

𝐵′ 0 ; − 2 −𝑚   

  

𝐴  10  ورأساه   𝒪 0,0  هذلول مركزه   𝒞𝑚 إذن   −𝑚 ; 0   

𝐴′ − 10و   −𝑚 ; 0 .   

𝑎نضع   =  10 −𝑚  و  𝑏 =  𝑚 − 2.   

𝑐:  إذن  =  𝑎2 + 𝑏2 = 2 2.   

; 𝐹 2 2  هما   𝒞𝑚 إذن بإرتا الهذلول   ; 𝐹′ −2 2  و   0 0 .   

  𝒞𝑚  معرفٌن بما ٌلً  ′∆  و  ∆  ٌقبل مقاربٌن     : 

 
  
 

  
 

 

 ∆ ∶ 𝑦 =   
𝑚 − 2

10 −𝑚
 𝑥      

 ∆′ ∶  𝑦 = −  
𝑚 − 2

10 −𝑚
 𝑥

  

  
 ∆ ∶ 𝑦 =

𝑏

𝑎
𝑥      

 ∆′ ∶  𝑦 = −
𝑏

𝑎
𝑥

  ∶  ٌعنً  

  
𝑧1 =

6 cos𝛼 + 2𝑖 sin𝛼

2
= 3 cos𝛼 + 𝑖 sin𝛼

𝑧2 =
6 cos𝛼 − 2𝑖 sin𝛼

2
= 3 cos𝛼 − 𝑖 sin𝛼

  

  . 𝒞1   نقطة من الإهلٌلج  𝑃 𝑥0;𝑦0لتكن  

 : تُكتب على الشكل 𝑃 فً  𝒞1  مماس الإهلٌلج  𝑇 المعادلة الدٌكارتٌة لـ 

 𝑇  ∶   
𝑥𝑥0

9
+
𝑦𝑦0

1
= 1 ⟹    𝑇  ∶   𝑦 =  

−𝑥0

9𝑦0
 𝑥 + 1 

   .𝑧1 هً صورة العدد العقدي  𝑀1لدٌنا 

𝑀1 3 معرفة بالزوج  𝑀1إذن النقطة  cos𝛼  ; sin𝛼 .   

∥ 𝒪𝑀1 :  ننطلق من الكتابة   𝑇 .   

 :  أي . هذا ٌعنً أن لهما نفس المٌل 
−𝑥0

9𝑦0
 =  

sin 𝛼

cos 𝛼
    

𝑥0     ∗ :  و منه  = −3𝑦0 ∙  
sin 𝛼

cos 𝛼
    

𝑃 𝑥0:  و بما أن  ,𝑦0  𝜖  𝒞1    

 :    تكتب على شكل  𝒪𝑀1 و منه فإن المعادلة الدٌكارتٌة المختصرة لـ 

 𝒪𝑀1  ∶   𝑦 =  
sin𝛼

3 cos𝛼
 𝑥 

𝓞 𝓲 

𝐀′ 

𝐅 𝐀 𝐁 𝐅′ 

𝐁′ 

1 C          

 : و معرفٌن بما ٌلً  . 𝑧2 و 𝑧1 تقبل حلٌن عقدٌٌن مترافقٌن  𝐸 إذن 

 :     التالٌة  𝐸  المعادلة ℂنعتبر فً 

 𝐸  ∶   𝑧2 −  6 cos𝛼 𝑧 +  1 + 8 cos2 𝛼 = 0 

= ∆                                 : لدٌنا    6 cos𝛼 2 − 4 1 + 8 cos2 𝛼   

= 36 cos2 𝛼 − 4 − 32 cos2 𝛼 

= 4 cos2 𝛼 − 4 
= −4 1 − cos2 𝛼  

= −4 sin2 𝛼  

=  2𝑖 sin𝛼  
2
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   . 𝒪𝑀1  ٌكون موازٌا للمستقٌم  𝑃2 و 𝑃1 فً  𝒞1 بحٌث المماس لـ 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 ج 

   :    المعطٌات 

𝑀1 𝑧1                              

𝑀2 𝑧2                              

𝑃1 3 sin𝛼 − 𝑖 cos𝛼     

𝑃2 −3 sin𝛼 + 𝑖 cos𝛼  

  

 التمرين الثالث  1  

  .𝐸 فً تجربة عشوائٌة 𝐴 احتمال وقوع حدث 𝑝لٌكن  : تذكير

 مرة متتالٌة فإن احتمال الحصول على 𝑛 و ذلك 𝐸عند إعادة التجربة 

𝐶𝑛:   مرة هو 𝑘 بالضبط 𝐴الحدث 
𝑘𝑝𝑘 1 − 𝑝 𝑛−𝑘.   

𝐶𝑛 :  و لدٌنا 
𝑘𝑝𝑘 1 − 𝑝 𝑛−𝑘𝑘=𝑛

𝑘=0 = 1   

 .انتهى التذكير 

= 𝑝 𝐴 هو الحصول على كرة بٌضاء و لدٌنا  𝐴فً التمرٌن، الحدث 
10

𝑛
  

 . مرة متتالٌة 𝑛و ننجز التجربة العشوائٌة  .

 التمرين الثالث 2 أ 

 التمرين الثالث 2 ة 

0:  و بالتالً  ≤ 𝑘 ≤ 9   

10ننطلق من كون  : الشطر الثانً من السإال  ≤ 𝑘 ≤  𝑛 − 1 .   

10     1 إذن   ≤ 10 𝑛 − 𝑘 ≤ 10 𝑛 − 10 .   

10:  و لدٌنا كذلك  ≤ 𝑘 ≤  𝑛 − 1 .   

𝑛 11:  إذن  − 10 ≤  𝑛 − 10  𝑘 + 1 ≤ 10 𝑛 − 1    

 التمرين الثالث 2 ج 

0من أجل   ≤ 𝑘 ≤ 𝑢𝑘  لدٌنا  9 =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
≥ 1.   

0ٌعنً من أجل   ≤ 𝑘 ≤ 𝑝𝑘+1  لدٌنا  9 ≥ 𝑝𝑘.   

𝑝𝑘 𝑘𝜖 و منه فإن المتتالٌة    .  تزاٌدٌة  0,9 

10و من أجل   ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 𝑢𝑘  لدٌنا  1 =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
≤ 1.   

10ٌعنً من أجل   ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 𝑝𝑘+1  لدٌنا  1 ≤ 𝑝𝑘.   

 .  تناقصٌة 𝑝𝑘 𝑘≥0 إذن  

   .𝑝10نستنتج إذن أن أكبر قٌمة لهذه المتتالٌة هً  

𝑦0إذا كان   = − cos𝛼  فإن  𝑥0 = −3𝑦0 ∙  
sin 𝛼

cos 𝛼
 = 3 sin𝛼   

𝑦0إذا كان   = cos𝛼  فإن  𝑥0 = −3𝑦0 ∙  
sin 𝛼

cos 𝛼
 = −3 sin𝛼   

    .𝑃2 و 𝑃1و بالتالً حصلنا على نقطتٌن 
𝑃1 3 sin𝛼  ;  − cos𝛼 

𝑃2 −3 sin𝛼  ; cos𝛼 
  

𝒪𝑀1
2 + 𝒪𝑃1

2 = 𝒪𝑀2
2 + 𝒪𝑃2

2   ∶  و بالتالً  

 مرة هو احتمال الحصول 𝑘 بالضبط 𝐴 الحدث 𝐴إذن احتمال الحصول على 

𝑝𝑘:   كرة بٌضاء و ٌساوي 𝑘على  = 𝐶𝑛
𝑘 𝑝 𝐴  

𝑘
 1 − 𝑝 𝐴  

𝑛−𝑘
  

. 
= 𝐶𝑛

𝑘  
10

𝑛
 
𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛−𝑘

 

= 𝐶𝑛
𝑘  

10

𝑛
 
𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛−𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛 − 10
 
𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛 − 10
 
𝑛

 
𝑛

𝑛
 
𝑛

 

= 𝐶𝑛
𝑘  

10

𝑛 − 10
 
𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛

 
 𝑛 − 10 𝑛−𝑘 𝑛 − 10 𝑘𝑛𝑛

𝑛𝑘𝑛𝑛−𝑘 𝑛 − 10 𝑛
  

= 𝐶𝑛
𝑘  

10

𝑛 − 10
 
𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛

 
 𝑛 − 10 𝑛 ∙ 𝑛𝑛

𝑛𝑘𝑛𝑛−𝑘 𝑛 − 10 𝑛
  

= 𝐶𝑛
𝑘  

10

𝑛 − 10
 
𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛

 
 𝑛 − 10 𝑛 ∙ 𝑛𝑛

𝑛𝑛 ∙  𝑛 − 10 𝑛
  

= 𝐶𝑛
𝑘  

10

𝑛 − 10
 
𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛

 

𝑛بما أن   𝑛   فإن  ≤ − 𝑘 ≥ 0.   

𝑛 10إذن العددان   − 𝑘   و   𝑛 − 10  𝑘 +  .  موجبان معا  1

⟺   10 𝑛 − 𝑘 ≥  𝑛 − 10  𝑘 + 1  

⟺   10𝑛 − 10𝑘 ≥ 𝑛𝑘 + 𝑛 − 10𝑘 − 10 

⟺   10𝑛 − 𝑛 + 10 ≥ 𝑘 𝑛 − 10 + 10  

⟺   𝑘 ≤
9𝑛 + 10

𝑛
 

⟺   𝑘 ≤ 9 +
10

𝑛
 

⟺   𝑘 ≤ 9   ;    𝑜𝑛  𝑓𝑎𝑖𝑡  𝑡𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒  𝑛  𝑣𝑒𝑟𝑠 + ∞ 

 2     
1

𝑛 𝑛 − 10 
≤

1

 𝑛 − 10  𝑘 + 1 
≤

1

11 𝑛 − 10 
 ∶  و منه  

 :  طرفا بطرف نحصل على  (2)و  (1)نضرب التؤطٌرٌن 

    
10

𝑛 𝑛 − 10 
≤

10 𝑛 − 𝑘 

 𝑛 − 10  𝑘 + 1 
≤

10 𝑛 − 10 

11 𝑛 − 10 
   

    
10 𝑛 − 𝑘 

 𝑛 − 10  𝑘 + 1 
≤

10

11
   ∶ 𝑢𝑘 و منه    ≤ 1   ∶  أي    

:  فإن 
𝑥0

2

32 +
𝑦0

2

12 = 1   

 :   فً آخر تعبٌر حصلنا علٌه نجد  ∗  بقٌمته حسب 0نعوض 

1

9
 −3𝑦0 ∙

sin𝛼

cos𝛼
 + 𝑦0

2 = 1  ⟺   𝑦0
2  

sin2 𝛼

cos2 𝛼
+ 1 = 1 

⟺   𝑦0
2  

1

cos2 𝛼
 = 1 

⟺   𝑦0
2 = cos2 𝛼 

⟺    𝑦0 = ± cos𝛼 

𝒪𝑀1
2 + 𝒪𝑃1

2 =  𝑧1 
2 +  3 sin𝛼 − 𝑖 cos𝛼 2 

=  9 cos2 𝛼 + sin2 𝛼 +  9 sin2 𝛼 + cos2 𝛼  

= 9 cos2 𝛼 + sin2 𝛼 +  sin2 𝛼 + cos2 𝛼  
= 9 × 1 + 1 = 10 

𝒪𝑀2
2 + 𝒪𝑃2

2 =  𝑧2 
2 +  −3 sin𝛼 + 𝑖 cos𝛼 2 

=  9 cos2 𝛼 + sin2 𝛼 +  9 sin2 𝛼 + cos2 𝛼  

= 9 × 1 + 1 = 10 

𝑢𝑘:   نضع  =
𝑃𝑘+1

𝑃𝑘
  

𝑢𝑘 =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
=
𝐶𝑛
𝑘+1  

10
𝑛 − 10

 
𝑘+1

 
𝑛 − 10
𝑛

 
𝑛

𝐶𝑛
𝑘  

10
𝑛 − 10

 
𝑘

 
𝑛 − 10
𝑛

 
𝑛   ∶  لدٌنا   

=
𝐶𝑛
𝑘+1

𝐶𝑛
𝑘  

10

𝑛 − 10
 
𝑘+1−𝑘

 

=
𝑛!

 𝑘 + 1 !  𝑛 − 𝑘 − 1 !
×
𝑘!  𝑛 − 𝑘 !

𝑛!
×

10

𝑛 − 10
 

=  
𝑛 − 𝑘

𝑘 + 1
  

10

𝑛 − 10
  

𝑘لدٌنا حسب المعطٌات   ≥ 0.   

𝑢𝑘 ≥ 1  ⟺    
𝑛 − 𝑘

𝑘 + 1
  

10

𝑛 − 10
 ≥ 1  ;    𝑘 ≥ 0 

⟺   
10 𝑛 − 𝑘 

 𝑛 − 10  𝑘 + 1 
≥ 1  

𝑥 
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𝐈 التمرين الرابع  1 أ 

𝐈 التمرين الرابع 1 ة 

𝐈  2 التمرين الرابع 

 :    نلخص إذن هذه النتائج فً الجدول التالً 

𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

𝑓 نحتاج إلى دراسة إشارة المشتقة الثانٌة   𝒞 لدراسة تقعر المنحنى  ′′  𝑥   

. 

𝐈 التمرين الرابع 3 ة 

𝐈 التمرين الرابع 4 أ 

𝐈 التمرين الرابع 4 ة 

و هو محور الأفاصٌل   . ∞+ ٌقبل مقاربا أفقٌا بجوار   إذن 

 𝑦 = 0 .   

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 0 ∶  لدٌنا  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  بما أن   −𝑒−2𝑥 < 0   
𝑓فإن إشارة   1   متعلقة فقط بإشارة الكمٌة    ′ + 2𝑥 .   

𝑥إذا كان   =
−1

2
𝑓  فإن   ′ 𝑥 = 0.   

𝑥إذا كان   <
−1

2
𝑓  فإن   ′ 𝑥 > 0.   

𝑥إذا كان   >
−1

2
𝑓  فإن   ′ 𝑥 < 0.   

𝑥:  إذا كان  = 𝑓:  فإن   . 0 ′′  𝑥 = 0.   

 :   نستنتج إذن الجدول التالً 

𝑥:  إذا كان  > 𝑓:  فإن   . 0 ′′  𝑥 > 0.   

𝑥:  إذا كان  < 𝑓:  فإن   . 0 ′′  𝑥 < 0.   

−1

2
 𝑥 

𝑒

2
 

−∞ +∞ 

0 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

0 𝑥 −∞ +∞ 

− 𝑓′′(𝑥) 0 + 

C         
Ω 0,1  

َمطخ 

 اَؼطبف

         C يُمؼََّش         C يُسَذَّة

𝑀 = 𝑝10 = 𝐶𝑛
𝑘  

10

𝑛 − 10
 

10

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛

              ∶  و منه  

=
𝑛! × 1010 ×  𝑛 − 10 𝑛

10! ×  𝑛 − 10 ! ×  𝑛 − 10 𝑛 × 𝑛𝑛
 

=
𝑛!

𝑛𝑛
×

1010

10!
×
 𝑛 − 10 𝑛

 𝑛 − 10 !
 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥  

= lim
𝑚→+∞

𝑚=2 𝑥+1 

 
𝑒2

2
×

1

 
𝑒𝑚

𝑚
 
 =

𝑒2

2
× 0 = 0 

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥  

= lim
𝑚→−∞

𝑚=2 𝑥+1 

 
𝑒2

2
×

1

 
𝑒𝑚

𝑚
 
 =

𝑒2

2
 −∞ = −∞ 

 . اتجاهه محور الأراتٌب ∞− ٌقبل فرعا شلجمٌا بجوار  𝒞 نستنتج أن 

   :    إذن من الوضعٌة التالٌة 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= +∞

  

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 1 +

1

𝑥
 𝑒−2𝑥     ∶  و لدٌنا  

=  1 + 0  +∞  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  لدٌنا    𝑓 𝑥 =  1 + 𝑥  𝑒−2𝑥.   

 لأنها عبارة عن جداء دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق ℝ دالة قابلة للاشتقاق على 𝑓إذن 

ℝ  و لدٌنا .  على   :𝑓 ′ 𝑥 =  1 + 𝑥 ′𝑒−2𝑥 +  1 + 𝑥  𝑒−2𝑥 ′  

= 𝑒−2𝑥 − 2 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥  

= 𝑒−2𝑥 − 2𝑒−2𝑥 − 2𝑥 𝑒−2𝑥  

= −𝑒−2𝑥 − 2𝑥 𝑒−2𝑥  
= − 1 + 2𝑥  𝑒−2𝑥  

𝑓 ′′  𝑥 =  − 1 + 2𝑥  𝑒−2𝑥 ′  

= −2 𝑒−2𝑥 + 2 1 + 2𝑥 𝑒−2𝑥  

= −2 𝑒−2𝑥 + 2 𝑒−2𝑥 + 4𝑥 𝑒−2𝑥  

= 4𝑥 𝑒−2𝑥  

  :    لدٌنا 

𝑓 𝑥 =  1 + 𝑥  𝑒−2𝑥        

𝑓 ′ 𝑥 = − 1 + 2𝑥  𝑒−2𝑥

𝑓 ′′  𝑥 = 4𝑥 𝑒−2𝑥               

  

𝑓:  أي  ′′  𝑥 + 3 𝑓 ′ 𝑥 + 2 𝑓 𝑥 = −𝑒−2𝑥.   

  . 𝐸  حل خاص للمعادلة التفاضلٌة 𝑓إذن 

 𝐸  ∶   𝑦′′ + 3𝑦′ + 2𝑦 = −𝑒−2𝑥  

𝑓                                               :  إذن  ′′  𝑥 + 3 𝑓 ′ 𝑥 + 2 𝑓(𝑥) 

= 4𝑥 𝑒−2𝑥 − 3 1 + 2𝑥  𝑒−2𝑥 + 2 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥  

=  4𝑥 − 3 − 6𝑥 + 2 + 2𝑥 𝑒−2𝑥  

= −𝑒−2𝑥  

=∆  و ذلك بعد حساب الممٌز  2−  و  1−هذه المعادلة تقبل الحلٌن   1  

𝑦𝐻:  إذن  . = 𝛼 𝑒−𝑥 + 𝛽 𝑒−2𝑥   ;   𝛼,𝛽 𝜖 ℝ   

ٌُكتب على شكل   𝐸 الحل العام للمعادلة   𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝑃.   

 نختاره فً هذه الحالة مساوٌا للدالة  𝐸  هو حل خاص للمعادلة 𝑃حٌث 

𝑓 و 𝑦𝐻 هو حل المعادلة التفاضلٌة  التالٌة   : 𝐸𝐻 .   

 𝐸𝐻  ∶   𝑦′′ + 3𝑦′ + 2𝑦 = 0 

 :     و ذلك عن طرٌق حل معادلتها الممٌزة التالٌة  𝐸𝐻 لنحل المعادلة 

𝑟2 + 3𝑟 + 2 = 0 

 𝛼 و 𝛽 ثابثتٌن حقٌقٌتٌن ٌتم تحدٌدهما فً حالة معرفة الشروط البدئٌة 

𝑦 0  و 𝑦′ 0  .  أي الوضعٌة البدئٌة للمتحرك و سرعته البدئٌة. 

ٌُكتب على شكل  𝐸 الحل العام للمعادلة التفاضلٌة : و بالتالً       : 
𝑦 𝑥 = 𝑦𝐻 𝑥 + 𝑦𝑃 𝑥  

= 𝛼 𝑒−𝑥 + 𝛽 𝑒−2𝑥 + 𝑓 𝑥   ;    𝛼,𝛽  𝜖 ℝ2 

= 𝛼 𝑒−𝑥 + 𝛽 𝑒−2𝑥 +  1 + 𝑥 𝑒−2𝑥   ;    𝛼,𝛽  𝜖 ℝ2 

𝑓  
−1

2
 =  1 −

1

2
  𝑒

−2 
1
2
 

=
1

2𝑒
 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

 

𝓞 

 𝓒  
−𝟏 −𝟏

𝟐
 

𝒆

𝟐
 

𝟏 

𝒞 

𝑥 

 و

𝑦 



A 

 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+ 2005أجوبة امتحان الدورة الإستدراكية  𝟏𝟐𝟑 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

𝐈𝐈  1 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  2 التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  2 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  2 ة 

  .∗𝑛 𝜖 ℕحٌث   .  𝑛,0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن 
0:  إذن  ≤ 𝑥 ≤ 𝑛 0:    و منه ≤

𝑥

𝑛
≤ 1.   

𝑡:  نضع  =
𝑥

𝑛
0:  إذن   .  ≤ 𝑡 ≤ 1.   

1:  ٌعنً أن  ≤  𝑡 + 1 ≤ 2   

𝑡   ب  𝑢نستطٌع إذن تعوٌض   +  :  نجد  ⋆   فً التؤطٌر  1

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 ة 

 .ٌشٌر التكامل هندسٌا إلى قٌاس طول أو مساحة أو حجم 

𝒜 =  𝑓 𝑥 
𝑛

0

 𝑑𝑥                                                           ∶  إذن  

=   1 + 𝑥      
𝑢 𝑥 

∙ 𝑒−2𝑥 
𝑣 ′ (𝑥)

𝑛

0

 𝑑𝑥 

=  𝑢 𝑥 ∙ 𝑣 𝑥  0
𝑛 − 𝑢′ 𝑥 ∙ 𝑣(𝑥)

𝑛

0

 𝑑𝑥 

=  
− 1 + 𝑥  𝑒−2𝑥

2
 

0

𝑛

−
1

2
 𝑒−2𝑥
𝑛

0

 𝑑𝑥 

=  
− 1 + 𝑥  𝑒−2𝑥

2
 

0

𝑛

−
1

2
 
−𝑒−2𝑥

2
 

0

𝑛

 

=  
− 1 + 𝑛  𝑒−2𝑛

2
+

1

2
 +

1

2
 
−𝑒−2𝑛

2
+

1

2
  

= 𝑒−2𝑛  
− 1 + 𝑛  

2
−

1

4
 +

1

2
+

1

4
 

= 𝑒−2𝑛  
−3 − 2𝑛

4
 +

3

4
 

=
−𝑒−2𝑛

4
 2𝑛 + 3 +

3

4
 

=
3 −  2𝑛 + 3 𝑒−2𝑛

4
 

lim
𝑛∞

𝒜𝑛 = lim
𝑛∞

 
3 −  2𝑛 + 3 𝑒−2𝑛

4
  

=
3

4
−

1

4
 lim
𝑛∞
 2𝑛 + 3 𝑒−2𝑛  

=
3

4
−

1

4
 lim

𝑚→+∞
𝑚=2𝑛+3

𝑒3 ×
1

 
𝑒𝑚

𝑚
 
  

=
3

4
−

1

4
 𝑒3 × 0 =

3

4
 

 .سوف نستعمل تقنٌة المكاملة بتغٌٌر المتغٌر 

𝑡:  نضع  = 𝑛𝑥 و منه    :𝑑𝑡 = 𝑛 𝑑𝑥.   
𝑥:  إذا كان  = 𝑡:  فإن   . 0 = 0.   

𝑥:  إذا كان  = 𝑡:  فإن   . 1 = 𝑛.   

𝑢𝑛 = 𝑛  𝑓(𝑥) 𝑛
1

0

 𝑑𝑥 = 𝑛  𝑓  
𝑡

𝑛
  

𝑛𝑛

0

 
𝑑𝑡

𝑛
 

=
𝑛

𝑛
   1 +

𝑡

𝑛
 𝑒

−2𝑡
𝑛  

𝑛𝑛

0

 
𝑑𝑡

𝑛
 

=   1 +
𝑡

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑡
𝑛

0

 𝑑𝑡 

𝑢 𝜖  1,2   ⟺   1 ≤ 𝑢 ≤ 2 

  ⟺     
1

2
≤

1

𝑢
≤ 1 

  ⟹     
1

𝑢
≤ 1         1  

𝑢 𝜖  1,2    ⟹     𝑢 − 1 2 ≥ 0 

   ⟹    𝑢2 − 2𝑢 + 1 ≥ 0 

   ⟹    𝑢2 + 1 ≥ 2𝑢 

   ⟹    
𝑢2 + 1

𝑢
≥ 2   ;    𝑢 ≠ 0 

   ⟹    𝑢 +
1

𝑢
≥ 2   ;    𝑢 ≠ 0 

   ⟹    
1

𝑢
≥ 2 − 𝑢       2  

   ∀ 𝑢 𝜖  1,2   ;      2 − 𝑢 ≤
1

𝑢
≤ 1   ∶  و بالتالً  

𝑢 𝜖  1,2    ⟹      1   𝑒𝑡   2  

   ⟹    
1

𝑢
≤ 1    𝑒𝑡    

1

𝑢
≥ 2 − 𝑢  

   ⟹    2 − 𝑢 ≤
1

𝑢
≤ 1     ⋆  

2 −  𝑡 + 1 ≤
1

𝑡 + 1
≤ 1 ⟺     1 − 𝑡 ≤

1

𝑡 + 1
≤ 1 

⟹      1 − 𝑡 𝑑𝑡 ≤   
1

𝑡 + 1
 𝑑𝑡 ≤  1 𝑑𝑡 

⟹     𝑡 −
𝑡2

2
 ≤ ln 1 + 𝑡 ≤ 𝑡 

⟹     
𝑥

𝑛
−
𝑥2

2𝑛2
 ≤ ln  1 +

𝑥

𝑛
 ≤

𝑥

𝑛
 

⟹     𝑥 −
𝑥2

2𝑛
 ≤ 𝑛 ln  1 +

𝑥

𝑛
 ≤ 𝑥  ;   𝑛 > 0 

  
𝑥 𝜖  0;𝑛 

𝑛 𝜖 ℕ∗
   ⟹    𝑛 ln  1 +

𝑥

𝑛
 ≤ 𝑥  

⟹    ln  1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

≤ 𝑥 

⟹     1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

≤ 𝑒𝑥  

⟹      1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥 ≤  𝑒−𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥 

⟹    𝑢𝑛 ≤  𝑒−𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥         1  

𝑛 𝜖 ℕ∗    ⟹    𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ 𝑛 ln  1 +

𝑥

𝑛
  

⟹    𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ ln  1 +

𝑥

𝑛
 
𝑛

 

⟹    𝑒
 𝑥−

𝑥2

2𝑛
 
≤  1 +

𝑥

𝑛
 
𝑛
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0لٌكن   < 𝑎 < 𝑎  و  1 ≤ 𝑥 ≤ 1.   

,0  تناقصٌة على المجال  𝑓و سوف نستعمل كون الدالة  +∞ .   

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 ة 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 ج 

 :  و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 

lim
𝑛∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

 𝑑𝑥 = 0  

lim
𝑛∞

𝑢𝑛 = 1   ⟺    lim
𝑛∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

0

𝑑𝑥 = 1  

⟺    lim
𝑛∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
𝑎

0

𝑑𝑥 + lim
𝑛∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

𝑑𝑥 = 1  

⟺    lim
𝑛∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
𝑎

0

𝑑𝑥 + 0 = 1  

⟺    lim
𝑛∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
𝑎

0

𝑑𝑥 = 1    ;   ∀ 𝑎 𝜖  0,1  

⟹    𝑒
 𝑥−

𝑥2

2𝑛
 
∙ 𝑒−2𝑥 ≤  1 +

𝑥

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑥  

⟹    𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 
≤  1 +

𝑥

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑥  

⟹    𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛

0

 𝑑𝑥 ≤   1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑥
𝑛

0

 𝑑𝑥 

⟹    𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛

0

 𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛       2  

𝑛 𝜖 ℕ∗    ⟹     𝑛 ≥ 1   ⟹    𝑛2 ≥ 1 

   ⟹     𝑛 ≤ 𝑛3    ⟹    𝑛
1
3 ≤ 𝑛 

   ⟹      𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛
1
3

0

 𝑑𝑥 ≤  𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛

0

 𝑑𝑥      3     

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥
1
3     ⟹     𝑥2 ≤ 𝑛

2
3 

    ⟹     𝑥2 ≤
2𝑛

2 𝑛
1
3

 

    ⟹     2 𝑛
1
3 ≤

2𝑛

𝑥2
 

    ⟹     
−1

2 𝑛
1
3

≤
−𝑥2

2𝑛
 

    ⟹   −𝑥 −  
1

2 𝑛
1
3

≤ −𝑥 −
𝑥2

2𝑛
 

    ⟹   𝑒
 −𝑥− 

1

2 𝑛
1
3

 

≤ 𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 
 

    ⟹    𝑒
 −𝑥− 

1

2 𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤  𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛
1
3

0

 𝑑𝑥    4  

⟹     𝑒
 −𝑥− 

1

2 𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛          5  

 :  نستنتج أن  (4)و  (3)و  (2)من 

 𝑒
 −𝑥− 

1

2 𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤  𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛 
𝑛

1
3

0

 𝑑𝑥 ≤  𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛 
𝑛

0

𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛  

  ∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن  

  . 1متتالٌة متقاربة و تإول إلى العدد 

 :  نستنتج أن   (5)و  (1)من 

 𝑒
 −𝑥− 

1

2 𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛 ≤  𝑒−𝑥
𝑛

0

 𝑑𝑥 

𝑒
 − 

1

2 𝑛
1
3

 

 −𝑒−𝑥  0
𝑛

1
3 ≤ 𝑢𝑛 ≤  −𝑒−𝑥  0

𝑛   ∶  ٌعنً   

𝑒
 − 

1

2 𝑛
1
3

 

 −𝑒−𝑛
1
3 + 1 

               
≤ 𝑢𝑛 ≤  −𝑒−𝑛 + 1          ∶  ٌعنً   

1 
1 

𝑛∞ 
𝑛∞ 

0 < 𝑎 < 1   ⟹    𝑓 1 < 𝑓 𝑎 < 𝑓 0  

⟹    2 𝑒−2 < 𝑓 𝑎 < 1 

⟹    ln 𝑓 𝑎  < ln 1 

⟹    ln 𝑓 𝑎  < 0 

lim
𝑛→+∞

𝑛 1 − 𝑎  𝑓 𝑎  
𝑛

 

= lim
𝑛→+∞

𝑛 1 − 𝑎 𝑒𝑛 ln 𝑓(𝑎)    ;  ln 𝑓 𝑎  < 0 

= lim
𝑛→+∞

𝑛 ln 𝑓(𝑎) 𝑒𝑛 ln 𝑓(𝑎)  
1 − 𝑎

ln 𝑓 𝑎  
   

= lim
𝑚→−∞

𝑚=𝑛 ln 𝑓(𝑎) 

 𝑚𝑒𝑚  
1 − 𝑎

ln 𝑓 𝑎  
   

= 0 ×  
1 − 𝑎

ln 𝑓 𝑎  
 

       
𝑡𝑖𝑠  𝑖𝑠  𝑎
𝑟𝑒𝑎𝑙

𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟

= 0  

ٌُصبح  ⋕ إذن التؤطٌر       : 

0 <  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

 𝑑𝑥 ≤ 𝑛 1 − 𝑎  𝑓 𝑎  
𝑛

             

0 0 

𝑛∞ 𝑛∞ 

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 1   ⟹    𝑓 1 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑎  

⟹    2 𝑒−2 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑎  

⟹    0 < 2 𝑒−2 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑎  

⟹    0 < 𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛 ≤ 𝑛 𝑓 𝑎  
𝑛

  ;   𝑛 > 0 

⟹    0 <  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

 𝑑𝑥 ≤  𝑛 𝑓 𝑎  
𝑛

1

𝑎

 𝑑𝑥 

⟹    0 <  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

 𝑑𝑥 ≤ 𝑛 1 − 𝑎  𝑓 𝑎  
𝑛

    ⋕  

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 أ 
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𝐈  1  التمرين الأول 

 

  . ℳ2 ℝ جزء غٌر فارغ من 𝐺نلاحظ فً البداٌة أن المجموعة 
𝑀 𝑎لتكن   ,𝑏   و  𝑀 𝑐 ,𝑑  مصفوفتٌن من  𝐺.  

𝐈  2  التمرين الأول 

   . ×,𝐺  قانون تجمٌعً فً  ×لدٌنا 
   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من الزمرة  𝐺لأن 

𝐼و لدٌنا كذلك   =  
1 0
0 1

   ℳ2 ℝ فً  ×  هو العنصر المحاٌد للضرب  

    .   فً   × هو نفسه العنصر المحاٌد للضرب 𝐼إذن  .

𝐼:  و ذلك لأن  = 𝑀 0,1  𝜖 𝐺.   

𝑀 𝑎لتكن   ,𝑏  مصفوفة من  𝐺.  

 × بالنسبة لـ 𝐺  قابلة للقلب فً  𝑀    ,𝑏تكون المصفوفة  

𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎إذا و فقط إذا كان   ,𝑏  ≠ 0.   

𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎:  لدٌنا  ,𝑏  =  
1 0
𝑎 𝑏

 = 𝑏 − 0 = 𝑏   

𝑏:    فإن 𝑀    ,𝑏  𝜖 𝐺و بما أن   ≠ 0.   

𝐈  3  التمرين الأول 

  زمرة  ×,𝐻 و بالتالً نستنتج حسب الخاصٌة الممٌزة للزمرة الجزئٌة أن  

   . ×,𝐺 جزئٌة من الزمرة الأم  

𝐈  4  التمرين الأول 

 .للإجابة على هذا السإال أقترح طرٌقتٌن 
 . عددٌن حقٌقٌٌن 𝑏 و 𝑎لٌكن  : الطريقة الأولى

𝑀 𝑎:  لدٌنا  ,1 × 𝑀 𝑏 ,1 = 𝑀 𝑎+𝑏  ,1    

𝑀 𝑎1:  إذن   ,1 × 𝑀 𝑎2  ,1 × ⋯× 𝑀 𝑎𝑛  ,1 = 𝑀  𝑎𝑖  ;1 .   

𝑀 𝑎:  و منه   ,1 × 𝑀 𝑎  ,1 ×⋯× 𝑀 𝑎  ,1 = 𝑀 𝑛𝑎  ;1 .   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  و بالتالً     𝑀 𝑎 ,1  
𝑛

= 𝑀 𝑛𝑎  ,1 .   

;     ∗𝑛𝜖ℕ∀ :   أي      𝐴𝑛 =  
1 0
𝑛𝑎 1

   

𝑀 تقبل مماثلا  𝐺  من  𝑀   ,𝑏و بالتالً كل مصفوفة  
 
−𝑎

𝑏
 ,

1

𝑏
 

 𝐺  فً 

  .×بالنسبة لـ 

 : و من أجل ذلك نعطً مثالا مضادا  . 𝐺 لٌس تبادلٌا فً ×لنبٌن الآن أن 

   . 𝑀 2,2  و   𝑀 1,1نعتبر المصفوفتٌن  

  
𝑀 1,1 ×𝑀 2,2 =  

1 0
1 1

 ×  
1 0
2 2

 =  
1 0
3 2

 

𝑀 2,2 ×𝑀 1,1 =  
1 0
2 2

 ×  
1 0
1 1

 =  
1 0
4 2

 

  

 .استعمال البرهان بالترجع  : الطريقة الثانية

𝑛من أجل   = 𝐴1  لدٌنا  1 =  
1 0
𝑎 1

 = 𝐴   

∶  𝑃𝑛  :     بما ٌلً ∗ℕ المعرفة على  𝑃𝑛 نعتبر العبارة    𝐴𝑛 =  
1 0
𝑛𝑎 1

  

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐺و بالتالً 

𝑀 𝑎 ,𝑏 × 𝑀 𝑐 ,𝑑 =  
1 0
𝑎 𝑏

  
1 0
𝑐 𝑑

   ;     𝑏,𝑑 ≠  0,0  

=  
1 0

𝑎 + 𝑏𝑐 𝑏𝑑
   ;      

𝑎 + 𝑏𝑐 ≠ 0
𝑏𝑑 ≠ 0      

  

= 𝑀 𝑎+𝑏𝑐  ,𝑏𝑑   𝜖 𝑮 

𝑏          :  و لدٌنا  ≠ 0   ⟹     
1

𝑏
≠ 0  

𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎:  و منه  ,𝑏  = 𝑏 ≠ 0.   

 و سوف نحدد مقلوب هذه المصفوفة 𝐺  تقبل مقلوبا فً  𝑀   ,𝑏إذن  

𝐴−1 : بالعلاقة التالٌة  =  
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 
−1

=
1

𝑑𝑒𝑡𝐴
 
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

  

 𝑀 𝑎 ,𝑏  
−1

=  
1 0
𝑎 𝑏

 
−1

=
1

𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎 ,𝑏  
 
𝑏 0
−𝑎 1

  ∶  لدٌنا  

=
1

𝑏
 
𝑏 0
−𝑎 1

 =  
1 0
−𝑎

𝑏

1

𝑏

  

⟹    𝑀
 
−𝑎
𝑏

,   
1
𝑏
 
 𝜖 𝐺 

× 𝑀 1,1:  نلاحظ أن  𝑀 2,2 ≠ 𝑀 2,2 × 𝑀 1,1 .   
  .𝐺 لٌس تبادلٌا فً ×إذن 

  .تبادلية غير زمرة   ×,𝐺 :  خلاصة 

𝑴 هي  𝑮 في  𝒂,𝒃 مماثلة 
 
−𝒂

𝒃
 ,
𝟏

𝒃
 

.   

  𝑮 تجميعي في ×   .𝑮 ليس تبادليا في × 

   𝑴 𝟎,𝟏 يقبل عنصرا محايدا × 

 . عددٌن حقٌقٌٌن 𝑏 و 𝑎لٌكن 

𝐻:   لدٌنا  =   𝑀 𝑎 ,𝑏  𝜖 𝐺  ;   𝑏 > 0    
𝐼:  لدٌنا حسب ما سبق  = 𝑀 0,1  𝜖 𝐻   

1و بما أن   >    .𝑀 0,1  𝜖 𝐻  فإن  0

  .𝐺 جزء غٌر فارغ من 𝐻و منه 
𝑀 𝑎لتكن   ,𝑏   و  𝑀 𝑐 ,𝑑  مصفوفتٌن من  𝐻.  

𝑀 𝑎                    :  لدٌنا  ,𝑏 ×  𝑀 𝑐 ,𝑑  
−1

= 𝑀 𝑎 ,𝑏 × 𝑀
 
−𝑐

𝑑
 ,

1

𝑑
 

 

=  
1 0
𝑎 𝑏

  
1 0
−𝑐

𝑑

1

𝑑

  

=  
1 0

 𝑎 −
𝑏𝑐

𝑑
 

𝑏

𝑑

  

𝑑بما أن   > 𝑏  و  0 >   فإن  0
𝑏

𝑑
> 0.   

𝑀 𝑎 ,𝑏 ×  𝑀 𝑐 ,𝑑  
−1

=  
1 0

 𝑎 −
𝑏𝑐

𝑑
 

𝑏

𝑑

  ∶  و منه   

= 𝑀
  𝑎−

𝑏𝑐
𝑑
   ,
𝑏
𝑑
 

  𝜖  𝐻 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن حسب مبدأ الترجع     𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒.   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :   ٌعنً    𝐴𝑛 =  
1 0
𝑛𝑎 1

   

 . صحٌحة  𝑃1 إذن العبارة 
  صحٌحة 𝑃𝑛  عددا صحٌحا طبٌعٌا غٌر منعدم و نفترض أن 𝑛لٌكن 

 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒   ⟹     𝐴𝑛 =  
1 0
𝑛𝑎 1

  

⟹     𝐴𝑛 × 𝐴 =  
1 0
𝑛𝑎 1

 ×  
1 0
𝑎 1

  

⟹     𝐴𝑛+1 =  
1 0

 𝑛 + 1 𝑎 1
  

⟹      𝑃𝑛+1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

   :  لقد حصلنا إذن على الوضعٌة التالٌة 
 𝑃1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                        
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;    ∀𝑛𝜖ℕ∗ 

  

𝐺 

𝑎 

𝑎 

𝑎 

𝑎 

𝑀 
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𝐈𝐈  1  التمرين الأول 

𝐈𝐈  2  التمرين الأول 

𝐈𝐈  3  التمرين الأول 

 التمرين الثاني  1 أ 

 التمرين الثاني 1 ة 

 التمرين الثاني 1 ج 

𝑎و نفترض أن  . سوف نستعمل البرهان بالخلف  = 1.   
𝑥لدٌنا   𝑦  و        = = 𝑏𝑑  و  𝑏 = 1.   
𝑥     إذن  𝑦  و  = = 𝑑.   

  . 𝐸  حل للمعادلة  𝑦,    بما أن الزوج 

𝑑2 𝑑:  فإن  + 𝑑 = 𝑑2 𝑑 − 𝑑 2.   

2𝑑3:  ٌعنً أن  = 𝑑:  أي   .  0 = 0.   

𝑑و هذا تناقض واضح لأن   = 𝑥 ∧ 𝑦 ≠ 0.   
𝑎و بالتالً  . إذن ما افترضناه كان خاطئا  ≠ 1.   

𝑎:  من جهة أخرى لدٌنا  −  𝑎 − 1 = 1.   
1𝑎:  ٌعنً  − 1 𝑎 − 1 = 1.   

𝑎:   نستنتج أن 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡إذن حسب  ∧  𝑎 − 1 = 1.   

𝑎2     3 و منه حسب الأداة الأولى نستنتج أن   ∧  𝑎 − 1 = 1.   

𝑏لدٌنا   = 𝑎 :  (  إذن حسب نتٌجة السإال أ1 + 1 𝑎2 = 𝑑 𝑎 − 1 2   
𝑘:  نضع  = 𝑑 𝑎 − 1  𝜖 ℞ إذن    : 𝑎 + 1 𝑎2 = 𝑘 𝑎 − 1 .   

𝑎      4 :  و منه  − 1 / 𝑎 + 1 𝑎2.   
𝑎  أن  𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠نستنتج حسب  (4)و  (3)من  − 1 / 𝑎 + 1 .   

ٌُحافظ على البنٌة الجبرٌة لمجموعة الإنطلاق  نعلم أن التشاكل التقابلً 

ٌُحولها إلى مجموعة الوصول   .و 

ℝ   نحو   ×,𝐺  تشاكل تقابلً من  𝜑بما أن  × ℝ∗,⊺  .   فإنه بإمكاننا

ℝ استنتاج البنٌة الجبرٌة للمجموعة   × ℝ∗,⊺  انطلاقا من البنٌة الجبرٌة  

  .𝜑 و ذلك عن طرٌق التشاكل التقابلً  ×,𝐺 للمجموعة 

     ×  زمرة غٌر تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالقانون  ×,𝐺 لدٌنا  

𝑀 𝑎  و كل مصفوفة  𝑀 0,1هو المصفوفة   ,𝑏   من  𝐺 تقبل 

𝑀مماثلة  
 
−𝑎

𝑏
 ,

1

𝑏
 

  .× بالقانون 𝐺  فً 

ℝ إذن   × ℝ∗,⊺  زمرة غٌر تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالقانون  ⊺    

ℝ  من   𝑐,𝑑    و كل زوج    𝜑 𝑀 0,1هو   × ℝ∗ ٌقبل مماثلا  

ℝفً   × ℝ∗  و هو ⊺  بالقانون  𝜑   𝑀 𝑐 ,𝑑  
−1
 .  

ℝ ٌعنً   × ℝ∗,⊺  زمرة غٌر تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالقانون  ⊺    

ℝ  من   𝑐,𝑑    و كل زوج   0,1 هو الزوج   × ℝ∗ ٌقبل مماثلا  

ℝفً   × ℝ∗  و هو الزوج ⊺  بالقانون   
−𝑐

𝑑
 ,

1

𝑑
 .  

𝑑 حٌث   𝐸  حلا للمعادلة  𝑦,   لٌكن  = 𝑥 ∧ 𝑦.   
𝑥𝑢      حٌث℞ من 𝑣 و 𝑢إذن حسب الأداة الخامسة ٌوجد  + 𝑦𝑣 =.   

𝑎𝑑 𝑢:  ٌعنً  + 𝑏𝑑 𝑣 = 𝑑.   

 .للإجابة على هذا السإال نحتاج إلى أربع أدوات 
   . 𝑃𝐺𝐶𝐷  :  الأداة الأولى

𝑎 ∧ 𝑏 = 1   ⟹    𝑎𝑚 ∧ 𝑏𝑛 = 1   ;   ∀ 𝑚,𝑛 𝜖ℕ2 

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 .   𝑎/𝑏𝑐    𝑒𝑡   𝑎  :  الأداة الثانية ∧ 𝑐 = 1   ⟹    𝑎/𝑏 

   . 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡  :  الأداة الثالثة
𝑎 ∧ 𝑏 = 1   ⟺    ∃  𝑚,𝑛  𝜖 ℞2  ;   𝑚𝑎 + 𝑛𝑏 = 1 

   .(التؤلٌفة الخطٌة) :  الأداة الرابعة
  
𝑎/𝑏
𝑎/𝑐

     ⟹     ∀  𝑚,𝑛  𝜖 ℞  ;   𝑎/ 𝑚𝑏 + 𝑛𝑐  

   . 𝐷𝑖𝑜𝑝𝑎𝑛𝑡𝑒  :   الأداة الخامسة
𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑑    ⟹     ∃  𝑚,𝑛  𝜖 ℞2   ;   𝑚𝑎 + 𝑛𝑏 = 𝑑 

𝑎𝑢:   فنحصل على 𝑑نختزل بالعدد الغٌر منعدم  + 𝑏𝑣 = 1   
𝑎:   نستنتج أن 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡و منه حسب  ∧ 𝑏 = 1.   

𝑎2     ∗ :  إذن حسب الأداة الأولى نستنتج أن  ∧ 𝑏 = 1   
  :( فإنه حسب السإال أ 𝐸   حل للمعادلة  𝑥,𝑦 بما أن  

𝑑𝑏2 𝑎:  نكتب  − 𝑏 2 =  𝑎 + 𝑏 𝑎2.   
𝑘:  نضع  = 𝑏𝑑 𝑎 − 𝑏 2 𝜖 ℞   

𝑎2و بما أن   ∧ 𝑏 = 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠   : 𝑏/ 𝑎 فإنه حسب  ∗   حسب 1 + 𝑏    
      إذن حسب الأداة الرابعة  𝑏/ −𝑏و نعلم أن  

𝑏/ 𝑎نستنتج أن   + 𝑏 − 𝑏   ً1   ٌعن     𝑏/𝑎   
𝑎     2 :  و نعلم حسب ما سبق أن  ∧ 𝑏 = 1.   

𝑏:  نستنتج أن  (2)و  (1)إذن من  = 1   

𝑎 إذن   + 𝑏 2 = 𝑘𝑏  ٌعنً أن  𝑏/ 𝑎 + 𝑏 𝑎2.   

𝑀 𝑎لتكن   ,𝑏   و  𝑀 𝑐 ,𝑑  مصفوفتٌن من  𝐺.  

𝑀 𝑎:  لدٌنا  ,𝑏 × 𝑀 𝑐 ,𝑑 = 𝑀 𝑎+𝑏𝑐  ,𝑏𝑑     

𝜑 𝑀 𝑎                   :و منه  ,𝑏 × 𝑀 𝑐 ,𝑑  = 𝜑 𝑀 𝑎+𝑏𝑐  ,𝑏𝑑      

=  𝑎 + 𝑏𝑐 ; 𝑏𝑑         1  

𝜑 𝑀 𝑎            : و لدٌنا كذلك  ,𝑏  ⊺ 𝜑 𝑀 𝑐 ,𝑑  =  𝑎, 𝑏 ⊺  𝑐,𝑑   

=  𝑎 + 𝑏𝑐 ; 𝑏𝑑      2  

 :  نستنتج أن  (2)و  (1)من النتٌجتٌن 

𝜑 𝑀 𝑎 ,𝑏 × 𝑀 𝑐 ,𝑑  = 𝜑 𝑀 𝑎 ,𝑏  ⊺ 𝜑 𝑀 𝑐 ,𝑑   

 𝐸   حل  لـ   𝑥, 𝑦   ⟺   𝑥2 𝑥 + 𝑦 = 𝑦2 𝑥 − 𝑦 2 
  ⟺    𝑎𝑑 2 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑 =  𝑏𝑑 2 𝑎𝑑 − 𝑏𝑑 2 

  ⟺    𝑎2𝑑3 𝑎 + 𝑏 = 𝑏2𝑑3 𝑎 − 𝑏 2𝑑 

  ⟺    𝑎2 𝑎 + 𝑏 = 𝑏2𝑑 𝑎 − 𝑏 2  ;   𝑑3 ≠ 0 

𝐿𝑒𝑡’𝑠  𝑔𝑒𝑡  𝑏𝑎𝑐𝑘  𝑡𝑜  𝑤𝑜𝑟𝑘  𝑛𝑜𝑤 

  𝑎, 1 ⊺  𝑎, 1 ⊺ ⋯ ⊺  𝑎, 1  ′  

=  𝜑 𝑀 𝑎 ,1  ⊺ 𝜑 𝑀 𝑎 ,1  ⊺ ⋯ ⊺ 𝜑 𝑀 𝑎 ,1   
′
 

=  𝜑 𝑀 𝑎 ,1 × 𝑀 𝑎 ,1 × ⋯× 𝑀 𝑎 ,1   
′
 

=  𝜑  𝑀 𝑎 ,1  
𝑛
  
′
 

=  𝜑 𝑀 𝑛𝑎 ,1   
′
 

 : للإجابة على هذا السإال سوف نحتاج إلى استعمال صندوق الأدوات التالً 

  𝜑تشاكل 

  تعرٌف التطبٌق𝜑  

   𝑀 𝑎 ,1  
𝑛

= 𝑀 𝑛𝑎  ا 1,

   
−𝑐

𝑑
 ,

1

𝑑
  ⊺ بالنسبة لـ  𝑐,𝑑 هو مماثل   

=  𝑛𝑎, 1 ′  

=  
−𝑛𝑎

1
 ,

1

1
  

=  −𝑛𝑎, 1  

ℝ   نحو   ×,𝐺  تشاكل من  𝜑إذن  × ℝ∗,⊺ .   
ℝ  عنصرا من   𝑐,𝑑 لٌكن   × ℝ∗.   

𝑥  المعادلة ذات المجهول 𝐺و لنحل فً  ,𝑦  التالٌة :          𝜑 𝑀 𝑥 ,𝑦  =

 𝑐,𝑑 .    هذه المعادلة تُصبح  : 𝑥,𝑦 =  𝑐,𝑑 .   
𝑥:  و منه  = 𝑐  و  𝑦 = 𝑑.   

=  𝑀     ,𝑦 إذن المعادلة    𝑐,𝑑        ًتقبل حلا وحٌدا ف𝐺 

𝑀 𝑐و هو المصفوفة   ,𝑑 .   

 :    أو بتعبٌر جمٌل نكتب 

ℝ   نحو   ×,𝐺  تقابل من  𝜑إذن  × ℝ∗,⊺ .   

ℝ   نحو   ×,𝐺   تشاكل تقابل من  𝜑  :  خلاصة × ℝ∗,⊺ .   

  ∀  𝑐,𝑑  𝜖 ℝ ×ℝ∗   ,  ∃!  𝑀 𝑥 ,𝑦  𝜖 𝐺  ∶   𝜑 𝑀 𝑥 ,𝑦  =  𝑐,𝑑  

𝑀  𝑐,𝑑  

𝜑 𝑥 

𝑥 
𝑑 

𝑎 

𝑥 

𝑎𝑑 
𝑑 
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 التمرين الثاني 1 د 

  :  لدٌنا 
 𝑎 − 1 / 𝑎 + 1 

 𝑎 − 1 / 𝑎 − 1 
    إذن   

𝑎 ≡ −1  𝑎 − 1 

𝑎 ≡ 1  𝑎 − 1 
 .   

1:  و منه نستنتج من هاتٌن المتوافقتٌن أن  ≡ −1  𝑎 − 1    
2:  أي  ≡ 0  𝑎 − 1 .   

𝑎 ٌعنً أن العدد   −   .2  ٌقسم العدد  1
 . فقط 2 و 1 هً 2و نعلم أن القواسم الصحٌحة الطبٌعٌة للعدد 

𝑎:  إذن  − 1 = 𝑎  أو  1 − 1 = 2.   
𝑎:  ٌعنً  = 𝑎  أو  2 = 1.   

 التمرين الثاني 2  

𝐈  1  التمرين الثالث 

𝐈  2 التمرين الثالث 

𝐈  3 التمرين الثالث 

02:  لدٌنا  − 02 − 2 × 0 + 6 × 0 = 0.   
   . 𝒪 0,0  𝜖  𝐻:  إذن 

 تُكتب بصفة عامة على 𝒪 فً النقطة  𝐻  للهذلول  𝑇𝒪 معادلة المماس 

∶   𝑇𝒪 :شكل   𝑥𝑥0 − 𝑦𝑦0 =  𝑥 + 𝑥0 − 3 𝑦 + 𝑦0    

𝑥0فً حالتنا هذه لدٌنا   = 𝑦0  و  0 = 0.   

𝑇𝒪 :  𝑥 :   تُكتب على شكل  𝑇𝒪 إذن معادلة المماس  − 3𝑦 = 0   

𝐈  4 التمرين الثالث 

𝐈𝐈  1 التمرين الثالث 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 2 أ 

= 𝑃 𝑧:   المعادلة ℂلنحل فً  4 − 6𝑖.   
𝑧2:  ٌعنً  −  2 + 6𝑖 𝑧 +  6𝑖 − 4 = 0.   
= ∆:  لدٌنا    2 + 6𝑖 2 − 4 6𝑖 − 4 .   

 :    المعرفٌن بما ٌلً 𝑧2 و 𝑧1إذن المعادلة تقبل حلٌن عقدٌٌن 

  
𝑧1 =

 2 + 6𝑖 + 4𝑖

2
= 1 + 5𝑖

𝑧2 =
 2 + 6𝑖 − 4𝑖

2
= 1 + 𝑖

  

 ∆  

 ∆′  

𝐁 

 𝓗  

𝐂 

𝓞 

𝐁  
𝐞𝟐      

𝐞𝟏      

 𝓗  

  هما الحلان الوحٌدان  27,9   و   24,12 الزوجان   : خلاصة

∗ℕ فً   𝐸 للمعادلة  × ℕ∗.   

∗ℕلنحل فً   × ℕ∗ المعادلة   𝐸 .  
∗ℕ فً   𝐸   حلا للمعادلة  𝑥,𝑦 لٌكن   × ℕ∗.   

:  إذن حسب النتائج السابقة نستنتج أن 

 
 
 

 
 

 

𝑥 = 𝑎𝑑                
𝑦 = 𝑏𝑑                
𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑑           
𝑏 = 1                   

𝑎 = 𝑎   أو  2 = 3

  

 .نفصل إذن بٌن حالتٌن 
𝑎إذا كان   : الحالة الأولى = 2.   

,𝑎 إذن   𝑏 = = 𝑥,𝑦   و منه   2,1   2𝑑,𝑑 .   

∶  𝐸 :  و منه    2𝑑 2 2𝑑 + 𝑑 = 𝑑2𝑑2.   
𝑑:    أي  4𝑑2  3𝑑 :  ٌعنً  = 12.   

= 𝑥,𝑦 :  و بالتالً   2𝑑,𝑑 =  24,12 .   
𝑎إذا كان   : الحالة الثانية = 3.   

,𝑎 :  إذن  𝑏 = = 𝑥,𝑦 :    و منه  3,1   3𝑑,𝑑 .   

∶ 𝐸 :  و منه    3𝑑 2 3𝑑 + 𝑑 = 𝑑2 2𝑑 2.   
36𝑑3:  ٌعنً  = 4𝑑4  أي  𝑑 = 9.   

= 𝑥,𝑦 :  و بالتالً   3𝑑,𝑑 =  27,9    
24 242:  عكسٌا نلاحظ أن  + 12 = 122 24 − 12 2   

27 272:  و كذلك  + 9 = 92 27 − 9 2   

𝑀 
𝑥
𝑦  𝜖  𝐻   ⟺    𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 = 0 

⟺    𝑥2 − 2𝑥 −  𝑦2 − 6𝑦 = 0 

⟺    𝑥2 − 2𝑥 + 1 −  𝑦2 − 6𝑦 + 9 = −8 

⟺    𝑥 − 1 2 −  𝑦 − 3 2 = −8 

⟺   
 𝑥 − 1 2

 2 2 
2 −

 𝑦 − 3 2

 2 2 
2 = −1 

𝑎 معاملات الحدودٌة   + 𝑏 4  :   
𝑢4                                                                :  إذن  =  1 + 5𝑖 4 

= 14 + 4 5𝑖 + 6 5𝑖 2 + 4 5𝑖 3 +  5𝑖 4 

= 1 + 20 𝑖 − 150 − 500 𝑖 + 625 

= 476 − 480 𝑖 

𝑢لدٌنا   = 1 + 𝑣  و  5 = 1 + 𝑖  و  𝑤 = 239 − 𝑖.   
𝑃𝑎𝑠𝑐𝑎𝑙 :  1لدٌنا حسب مثلث 

1
1
1
1

1
2
3
4

1
3
6

1
4 1

 

  :   نضع 
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  ;    𝑥,𝑦  𝜖 ℝ2

𝑎𝑓𝑓 𝑀 = 𝑧                     
   

𝑃 𝑧 = 𝑧2 −  2 + 6𝑖 𝑧 

=  𝑥 + 𝑖𝑦 2 −  2 + 6𝑖  𝑥 + 𝑖𝑦  

= 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖 𝑥𝑦 −  2𝑥 + 2𝑖 𝑦 + 6𝑖 𝑥 − 6𝑦  

= 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑖 𝑦 − 6𝑖 𝑥 + 6𝑦 

=  𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 + 𝑖 2𝑥𝑦 − 2𝑦 − 6𝑥  

𝑃 𝑧  𝜖 𝑖ℝ  ⟺   ℜ𝑒 𝑃 𝑧  = 0 

⟺   𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 = 0 

⟺   

 

 
 

و هذه الكتابة عبارة عن معادلة 

𝑀 𝑧   دٌكارتٌة ممٌزة للنقط

التٌصرفا ٌكون من أجلها   𝑃 𝑧  عددا

تخٌلٌا   

 
 

 

               و رأساه هما 𝐶 1,0 هذلول مركزه النقطة   𝐻 إذن 

𝐵 1 ; 3 + ; 𝐵  1  و   2 2 3 − و مقارباه هما المستقٌمان   .  2 2

  :   المعرفٌن بما ٌلً  ′∆  و  ∆ 
 ∆ ∶ 𝑦 − 3 = 𝑥 − 1

 ∆′ ∶ 𝑦 − 3 = 1 − 𝑥
   

  :  ٌعنً 
 ∆ ∶ 𝑦 = 𝑥 + 2

 ∆′ ∶ 𝑦 = 4 − 𝑥
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𝐈𝐈 التمرين الثالث 2 ة 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 2 ج 

  .𝑟𝑎𝑑نستعٌن بالآلة الحاسبة و نضبط وحدة قٌاس الزواٌا على الرادٌان 
𝛼لدٌنا   ≈ 0,2 𝑟𝑎𝑑  و  𝛽 ≈ 0,004 𝑟𝑎𝑑.   

0و نلاحظ أن   < 𝛼 < 0  و  1 < 𝛽 < 1.   
1−و من هذٌن التؤطٌرٌن نحصل على   <  4𝛼 − 𝛽 < 4.   

1−:  أي  <
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 < 0,3−:    و منه 4 < 𝑘 < 0,5.   

𝑘:  فإن   . ℞𝑘𝜖:  و بما أن  = 4𝛼:  و بالتالً    .0 − 𝛽 =
𝜋

4
.   

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 4:  أي   
1

5
 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

239
 =

𝜋

4
.   

 التمرين الرابع  1  

+𝑥𝜖ℝ∀ :  لدٌنا 
∗    ;   𝑔𝑛 𝑥 = 𝑛𝑥 + 2 ln 𝑥.   

+ℝ دالة قابلة للاشتقاق على  𝑛نلاحظ أن 
  لأنها مجموع دالتٌن قابلتٌن ∗

+ℝللاشتقاق على  
𝑥  و هما  ∗ ⟶ 𝑛𝑥 و  𝑥 ⟶ 2 ln 𝑥 .   

𝑔𝑛:  و لدٌنا 
′  𝑥 = 𝑛 +

2

𝑥
=

𝑛𝑥+2

𝑥
> 0   

+ℝ دالة تزاٌدٌة قطعا على  𝑔𝑛إذن 
∗.   

 :   على النحو التالً 𝑛نرسم إذن جدول تغٌرات الدالة 

 التمرين الرابع 2  

1:  لدٌنا فً البداٌة  + 𝑖 =  2  
 2

2
+ 𝑖

 2

2
 =  2 𝑒

𝑖𝜋

4   

⟹  arg 𝑣 ≡ 𝑎𝑟𝑔 1 + 𝑖 ≡
𝜋

4
  2𝜋  

 ∀𝑥𝜖ℝ+
∗     ;    

1

2𝑥  𝑥 + 2 
> 0   ∶   نلاحظ أن   

 . عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑥لٌكن 

′ 𝑥 =   𝑥 − ln 𝑥 
′

=  𝑥
1
2 
′

−  ln 𝑥 ′  

=
1

2
𝑥
−1
2 −

1

𝑥
=

1

2 𝑥
−

1

𝑥
 

=
 𝑥

2𝑥
−

2

2𝑥
=
 𝑥 − 2

2𝑥
 

=  
 𝑥 − 2

2𝑥
  
 𝑥 + 2

 𝑥 − 2
 =

𝑥 − 4

2𝑥  𝑥 + 2 
 

𝑥 0 +∞ 

𝑔𝑛  

+ 𝑔𝑛
′ (𝑥) 

−∞ 

+∞ 

𝑢2:   و بالتالً  × 𝑣 = 4𝑤  

𝑢4                                    :  و منه  × 𝑣 =  476 − 480𝑖  1 + 𝑖   
= 476 + 476𝑖 − 480𝑖 + 480 
= 956 − 4𝑖 
= 4 239 − 𝑖  
= 4𝑤 

𝛼 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

5
    ⟺  tan 𝛼 =

1

5
 

   ⟺   5 =
cos𝛼

sin𝛼
 

   ⟺   5𝑖 =  
cos𝛼

sin𝛼
  𝑖 

   ⟺   1 + 5𝑖 =  
cos𝛼

sin𝛼
  𝑖 + 1 

   ⟺   𝑢 =
sin𝛼 + 𝑖 cos𝛼

sin𝛼
 

   ⟺   𝑢 =
1

sin𝛼
 cos  

𝜋

2
− 𝛼 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

𝜋

2
− 𝛼   

   ⟺   𝑢 =
1

sin𝛼
 e

i 
𝜋
2
−𝛼 

  

sin𝛼:  لدٌنا  ≈ 0,19 ≠ ≡ arg 𝑎:    إذن 0  
𝜋

2
− 𝛼   2𝜋    

𝛽:  من جهة أخرى لدٌنا  = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

239
   ⟺  tan𝛽 =

1

239
  

   ⟺   239 =
cos𝛽

sin𝛽
 

   ⟺   239 − 𝑖 =
cos𝛽

sin𝛽
− 𝑖 

   ⟺   𝑤 =
cos𝛽 − 𝑖 sin𝛽

sin𝛽
 

   ⟺   𝑤 =
1

sin𝛽
 cos −𝛽 + 𝑖 sin −𝛽   

   ⟺   𝑤 =  
1

sin𝛽
 𝑒−𝛽𝑖  

   ⟹   arg 𝑤 ≡ −𝛽  2𝜋  

𝑢4: من جهة أخرى × 𝑣 = 𝑤  ⟹  arg 𝑢4 × 𝑣 ≡ arg 𝑤  2𝜋  

  ⟹  4 arg 𝑢 + arg 𝑣 ≡ 𝑎𝑟𝑔 𝑤   2𝜋  

⟹   4  
𝜋

2
− 𝛼 +

𝜋

4
≡ −𝛽   2𝜋  

⟹   4𝛼 − 𝛽 ≡
𝜋

4
   2𝜋  

⟹    ∃𝑘𝜖℞   ;    4𝛼 − 𝛽 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 

lim
𝑥→0+

𝑔𝑛 𝑥 = lim
𝑥→0+

 𝑛𝑥 + 2 ln 𝑥                         ∶   و لدٌنا  

= 𝑛 × 0+ + 2 ×  −∞ = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑛𝑥 + 2 ln 𝑥                      ∶   و لدٌنا  

= 𝑛 ×  +∞ + 2 ×  +∞ = +∞ 

𝑥   متعلقة بإشارة    ′إذن إشارة   − 4 .   
𝑥:  إذا كان  = = ′ 𝑥:    فإن 4 0   
𝑥:  إذا كان  < > ′ 𝑥:    فإن 4 0   

𝑥:  إذا كان  > < ′ 𝑥:    فإن 4 0   

lim
𝑥→0+

 𝑥 = lim
𝑥→0+

  𝑥 − ln 𝑥 = +∞ ∶   و لدٌنا  

lim
𝑥→+∞

 𝑥 = lim
𝑥→+∞

  𝑥 − ln 𝑥                                ∶   و كذلك  

= lim
𝑥→+∞

 𝑥  1 −
2 ln  𝑥 

 𝑥
  

= lim
𝑢→+∞

𝑢= 𝑥

𝑢  1 − 2  
ln𝑢

𝑢
   

=  +∞  1 − 2 0+   

=  +∞  1 − 0  
=  +∞  

 الجزء الأول

𝑔 

𝑔 

𝑥 
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 :     كما ٌلً و بالتالً نرسم جدول تغٌرات الدالة 

2 انطلاقا من هذا الجدول الجمٌل نلاحظ أن  − ln   قٌمة دنوٌة للدالة  4

;0 على  +∞   

 . و تتغٌر إشارتها بجوار تلك النقطة 4 تنعدم فً ′لأن 
𝑥∀ :  ٌعنً  > 0   ;    𝑥 > 2 − ln 4   

2:  و لدٌنا  − ln 4 ≈ 0,6 > 0    
𝑥∀ :  إذن  > 0   ;    𝑥 > 0.   

𝑥∀ :  ٌعنً  > 0    ;    𝑥 − ln 𝑥 > 0.   
𝑥∀ :  و بالتالً  > 0    ;     𝑥 > ln 𝑥.   

 التمرين الرابع 3 أ 

 :   إذن 
∀𝑛𝜖ℕ∗

𝑛 ≥ 3
   ;    

1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
  ⊂  0, +∞   

;0  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑔𝑛و لدٌنا  +∞ .   

;0  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على أي مجال ٌوجد ضمن 𝑔𝑛إذن  +∞ .  

 من أجل ذلك نختار المجال  
1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
 .   

  تقابل من  𝑔𝑛إذن 
1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
𝑔𝑛  نحو       

1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
   .   

  تقابل من  𝑛بما أن 
1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
1   نحو    − 2 ln𝑛   ;    𝑛 − ln𝑛   

1  عنصر من المجال  0و  − 2 ln𝑛   ;    𝑛 − ln𝑛  .   فإن الصفر

  من المجال  𝛼𝑛ٌمتلك سابقا واحدا 
1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
  .𝑔𝑛  بالتقابل  

!∃:  أو بتعبٌر آخر   𝛼𝑛  𝜖  
1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
   ;   𝑔𝑛 𝛼𝑛 = 0   

= 𝑔𝑛 𝑥المعادلة  : أو بتعبٌر أخٌر   تقبل حلا وحٌدا  𝛼𝑛  ذات المجهول 0

 فً المجال  
1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
 .   

 التمرين الرابع 3 ة 

𝐈  1 التمرين الرابع 

 . دالة غٌر قابلة للاشتقاق على الٌمٌن فً الصفر 𝑓إذن 
 . ٌقبل مماسا رأسٌا موجها نحو الأعلى فً الصفر  𝒞 و بذلك نستنتج أن 

 .و هذا المماس هو محور الأراتٌب

𝐈  2 التمرين الرابع 

lim :    إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞
 𝛼𝑛 = 0 

4 𝑥 

2 − 𝑙𝑛4 

0 +∞ 

+∞ 
 

− ′(𝑥) 0 + 

+∞ 

;0  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على  𝑔𝑛لدٌنا  +∞ .   
;0  تقابل من  𝑔𝑛إذن  ;𝑔𝑛   0  نحو   ∞+ +∞   .   

𝑔𝑛   0, +∞   =  lim
𝑥→0+

𝑔𝑛 𝑥  ;  lim
𝑥→0+

𝑔𝑛 𝑥   ∶  و لدٌنا  

=  −∞ ;  +∞ = ℝ 

,0  تقابل من المجال  𝑔𝑛إذن     .ℝ  نحو   ∞+

 :  من جهة أخرى لدٌنا 
∀𝑛𝜖ℕ∗

𝑛 ≥ 3
   ;    

1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
  ⊂ ℝ+

∗.   

𝑔𝑛:  و لدٌنا كذلك   
1

𝑛
 = 1 − 2 ln𝑛.   

𝑛 ≥ 3  ⟹   1 − 2 ln𝑛 ≤ 1 − 2 ln 3 
⟹   1 − 2 ln𝑛 ≤ −1,2 < 0 
⟹   1 − 2 ln𝑛 < 0 

⟹   𝑔𝑛  
1

𝑛
 < 0      1  

𝑛:  لدٌنا  ≥ 3 > 𝑛  :  (2  إذن حسب نتٌجة السإال 0 > ln𝑛   

𝑛 و منه   − ln𝑛 > 𝑔𝑛     2 :    أي 0  
1

 𝑛
 > 0.   

𝑔𝑛  
1

 𝑛
 = 𝑛  

1

 𝑛
 + 2 ln  

1

 𝑛
   ∶  و لدٌنا كذلك                    

=  𝑛 + ln  
1

𝑛
  

=  𝑛 − ln𝑛 

𝑔𝑛:  نستنتج أن  (2)و  (1)من   
1

 𝑛
 × 𝑔𝑛  

1

𝑛
 < 0   

  . 𝑇𝑉𝐼 نتوفر الآن على جمٌع الشروط اللازمة و الكافٌة لتطبٌق مبرهنة 

!∃:   إذن   𝛼𝑛  𝜖  
1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
   ;   𝑔𝑛 𝛼𝑛 = 0  

=  𝑔𝑛أي أن المعادلة    𝛼𝑛 تقبل حلا وحٌدا 𝑥  ذات المجهول 0

 فً المجال  
1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
 .   

 . 𝑇𝑉𝐼هناك طرٌقة أخرى للإجابة دون المرور عبر مبرهنة القٌم الوسٌطٌة 

     و سوف نستعمل فقط تعرٌف التطبٌق التقابلً و مفهوم السابق و اللاحق 

 : و هذا ما سوف أعرضه الآن بدون فاصل إشهاري  
  :  الطريقة الثانية

  .3 عددا صحٌحا طبٌعٌا غٌر منعدم و أكبر من 𝑛لٌكن 

𝑥 𝜖  
1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
   ⟺   

1

𝑛
< 𝑥 <

1

 𝑛
 

  ⟹   0 <
1

𝑛
< 𝑥 

  ⟹    𝑥 > 0 

  ⟹    𝑥 𝜖  0, +∞  

  تقابل من  𝑔𝑛إذن 
1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
1   نحو    − 2 ln𝑛   ;    𝑛 − ln𝑛 .   

1  ٌنتمً إلى المجال  0لنبٌن أن  − 2 ln𝑛   ;    𝑛 − ln𝑛 .   

𝑔𝑛    
1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
   =  𝑔𝑛  

1

𝑛
  ;  𝑔𝑛  

1

 𝑛
                     ∶  و لدٌنا  

=  1 − 2 ln𝑛  ;   𝑛 − ln𝑛  

𝑛 ≥ 3  ⟹   1 − 2 ln𝑛 ≤ 1 − 2 ln 3 
⟹   1 − 2 ln𝑛 ≤ −1,2 < 0 
⟹   1 − 2 ln𝑛 < 0     ∗  

𝑛 ≥ 3  ⟹   𝑛 > 0 

⟹     𝑛 > ln𝑛   ;    𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠   2  

⟹     𝑛 − ln𝑛 > 0         ∗∗  

 ∗   𝑒𝑡   ∗∗   ⟹   1 − 2 ln𝑛 < 0 <  𝑛 − ln𝑛 

⟹   0 𝜖  1 − 2 ln𝑛   ;    𝑛 − ln𝑛  

 
1

𝑛
 

 
< 𝛼𝑛 <  

1

 𝑛
 

   
  ∶  لدٌنا  

0 0 

𝑛∞ 𝑛∞ 

lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+
 
 𝑥
3

 𝑒−𝑥

𝑥
                       ∶  لدٌنا  

= lim
𝑥→0+

 
1

𝑥
2
3 𝑒𝑥

 =  +∞  
1

1
 = +∞ ∉  ℝ  

 . و هو محور الأفاصٌل ∞+ ٌقبل مقاربا أفقٌا بجوار  𝒞 إذن 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑥
1
3  𝑒−𝑥 = lim

𝑥→+∞
 
𝑥

1
3

𝑒𝑥
  

= lim
𝑥→+∞

 
1

 𝑒
𝑥

𝑥
 
 ×  

1

𝑥
2
3

 = 0 

 الجزء الثاني

𝑥 

𝑔 
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𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

𝐈 التمرين الرابع 3 ة 

𝐈  4 التمرين الرابع 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ة  ∀𝑥𝜖ℝ+
∗    ;   𝑓 ′ 𝑥 =  

1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓 𝑥    ∶  لدٌنا  

 ∀𝑥𝜖ℝ+
∗    ;      

𝑒−𝑥 > 0               
3𝑥 > 0                 

𝑥
1
3 = 𝑒

1
3

ln 𝑥 > 0

    ∶  نلاحظ  أن  

 ∀𝑥𝜖ℝ+
∗     ;    

𝑓(𝑥)

3𝑥
> 0   ∶  إذن  

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝑓 ′ 𝑥 =  
1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓 𝑥    ∶  لدٌنا  

 :    كما ٌلً 𝑓إذن نستنتج جدول تغٌرات الدالة 

1  متعلقة فقط بإشارة الكمٌة    ′و بذلك فإن إشارة  − 3𝑥 .   
𝑥:  إذا كان  =

1

3
= 𝑓′ 𝑥:  فإن   .  0   

𝑥:  إذا كان  >
1

3
𝑓:  فإن   .  ′ 𝑥 < 0   

𝑥:  إذا كان  <
1

3
𝑓:  فإن   .  ′ 𝑥 > 0   

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 0  ∶  و لدٌنا  

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑥
1
3 𝑒−𝑥 = 0  ∶  و كذلك  

1

3
 𝑥 

𝑓  
1

3
  

0 +∞ 

0 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

0 

 

 𝓒  

 ∀𝑥𝜖ℝ+
∗    ;   𝑓 ′ 𝑥 =  

1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓 𝑥  ∶  و بالتالً  

,0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

𝑓:  لدٌنا  ′ 𝑥 =  𝑥
1

3𝑒−𝑥 
′

=  𝑥
1

3 
′

𝑒−𝑥 +  𝑥
1

3  𝑒−𝑥 ′   

=
1

3
𝑥
−2
3  𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥  𝑥

1
3 

=  𝑥
1
3 𝑒−𝑥  

1

3
𝑥−1 − 1  

=  𝑥
1
3  𝑒−𝑥  

1

3𝑥
− 1  

=  𝑥
1
3  𝑒−𝑥  

1 − 3𝑥

3𝑥
  

=  
1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓(𝑥) 

⊃ 𝑓 𝐼:  و بالتالً  𝐼.   

⊃ 𝐼 لكً نبٌن أن   𝐼  .  
⟹   𝑦 𝜖 𝑓 𝐼:  ٌكفً أن نبٌن الإستلزام التالً    𝑦 𝜖 𝐼   

𝑦 𝜖 𝑓 𝐼    ⟹     ∃𝑥𝜖𝐼   ;   𝑓 𝑥 = 𝑦 

⟹    𝑥 𝜖 𝐼   𝑒𝑡   𝑓 𝑥 = 𝑦 

⟹    
1

3
≤ 𝑥 ≤ 1   𝑒𝑡   𝑓 𝑥 = 𝑦 

⟹   𝑓  
1

3
  ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 1    𝑒𝑡   𝑓 𝑥 = 𝑦 

𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟   
1

3
; 1  

⟹    0,5 ≥ 𝑦 ≥ 0,36 

⟹   1 >  0,5 ≥ 𝑦 ≥ 0,36 >
1

3
 

⟹   1 >  𝑦 >
1

3
 

⟹   𝑦 𝜖  
1

3
; 1 ⊂  

1

3
, 1  

⟹   𝑦 𝜖 𝐼 

𝑥 𝜖 𝐼  ⟹   𝑥 ≥
1

3
 

⟹   𝑓 𝑥 ≤ 𝑓  
1

3
   𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑠𝑡  ↘ 𝑠𝑢𝑟  

1

3 
, +∞  

⟹   𝑓 𝑥 ≤ 0,5 < 1 

⟹   𝑓 𝑥 < 1 

⟹    𝑓 𝑥  < 1  ;   𝑐𝑎𝑟 𝑓 𝑥 ≥ 0 

 1  

𝑥 𝜖 𝐼  ⟹   𝑥 ≥
1

3
>

1

5
 ⟹   𝑥 >

1

5
 

⟹    5𝑥 > 1 

⟹   3𝑥 + 2𝑥 > 1 

⟹   2𝑥 > 1 − 3𝑥 

⟹   2 >
1 − 3𝑥

𝑥
     ∗   ;   𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑥 > 0 

𝑥 𝜖 𝐼   ⟹    𝑥 ≤ 1 ⟹    1 − 𝑥 ≥ 0 
⟹    1 − 3𝑥 + 2𝑥 ≥ 0 

⟹    1 − 3𝑥 ≥ −2𝑥 

⟹     
1 − 3𝑥

𝑥
 ≥ −2    ;    𝑥 > 0 

 ∗∗  

 ∗  𝑒𝑡  ∗∗   ⟹    −2 ≤
1 − 3𝑥

𝑥
< 2 

⟹      
1 − 3𝑥

𝑥
 < 2           2  

𝑓′ 𝑥 =  
1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓(𝑥) ⟹    𝑓′(𝑥) =

1

3
∙  

1 − 3𝑥

𝑥
 ∙  𝑓(𝑥)  

⟹    𝑓′(𝑥) ≤
1

3
× 2 × 1  ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  1  𝑒𝑡   2  

⟹    𝑓′(𝑥) ≤
2

3
 

𝑥 𝑓 

𝑓 
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من الجزء الأول، رأٌنا أن المعادلة  ( أ (3و من خلال نتٌجة السإال 

𝑔𝑛  =   حٌث  𝛼𝑛  تقبل حلا وحٌدا 0
1

𝑛
 ;  

1

 𝑛
 .   

=  𝑔3إذن المعادلة    حٌث  𝛼3  هً الأخرى تقبل حلا وحٌدا 0
1

3
< 𝛼3 <

1

 3
   

= 𝑥 و بالتالً المعادلة   𝑥     حٌث  3 تقبل حلا وحٌدا و هو 
1

3
< 𝛼3 <

1

 3
  

. 
𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ة 

𝑥إذن من أجل   = 𝑐 نجد    :𝑓 ′ 𝑐 ≤
2

3
.   

,  𝑛𝜖ℕ∀ :  و منه   𝑓 ′ 𝑐  ×  𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً     𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼3  ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3   

;   𝑛𝜖ℕ∀      ∎     :  أي     𝑢𝑛+1 − 𝛼3 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3    

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛لٌكن 
;   𝑛𝜖ℕ∀ :  لدٌنا    𝑢𝑛  𝜖 𝐼.   

   .𝛼3 𝜖 𝐼 :  (و لدٌنا كذلك حسب السإال ج
𝑢𝑛 :  نستنتج إذن أن   ,𝛼3  ⊂ 𝐼.   

 متصلة و قابلة 𝑓 فإن 𝐼 دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على 𝑓بما أن 

𝑢𝑛 للاشتقاق كذلك على المجال    ;  𝛼3 .   
 فً هذا المجال  𝑇𝐴𝐹 نستطٌع إذن تطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة 

 :   نجد 𝑓على الدالة 

;   𝑥𝜖𝐼∀  :  (3لدٌنا حسب السإال     𝑓 ′ 𝑥  ≤
2

3
.   

∃ 𝑐 𝜖  𝑢𝑛  ;  𝛼3   ;   
𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼3 

𝑢𝑛 − 𝛼3
= 𝑓′(𝑐) 

  
 𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼3  =  𝑓 ′ 𝑐  ∙  𝑢𝑛 − 𝛼3 
𝑢𝑛 < 𝑐 < 𝛼3                                             

 ∶ ٌعنً     

 ∀𝑛𝜖ℕ    ;    𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛+1

  ∶  و بالتالً 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن حسب مبدأ الترجع نبٌن أن     𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً     𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛+1

   

 :  و نحصل بذلك على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 
  
 𝑃0   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                     
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;   ∀ 𝑛 𝜖 ℕ

  

 . عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑥لٌكن 

𝑓 𝑥 = 𝑥    ⟺      𝑥
3

 𝑒−𝑥 = 𝑥     ⟹     𝑥 𝑒−3𝑥 = 𝑥3 

    ⟹      𝑒−3𝑥 = 𝑥2   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑥 ≠ 0 

    ⟹     ln 𝑒−3𝑥 = ln 𝑥2  

    ⟹    −3𝑥 = 2 ln 𝑥 

    ⟹    3𝑥 + 2 ln 𝑥 = 0 

    ⟹    𝑔3 𝑥 = 0 

;   𝑛𝜖ℕ∀    ∗ :  إذن     𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛
 𝑢𝑛 − 𝛼3    

⟹   𝛼3 𝜖 𝐼                                               : لدٌنا     
1

3
≤ 𝛼3 ≤ 1   

⟹   
−2

3
≤

1

3
− 𝛼3 ≤

2

3
 

⟹     
1

3
− 𝛼3 ≤

2

3
 

⟹     𝑢0 − 𝛼3 ≤
2

3
 

⟹     
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼3 ≤
2

3
 

2

3
 
𝑛

 

⟹     𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛+1

  ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  ∗  

⟹     𝑢𝑛+1 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛+2

 

⟹     𝑃𝑛+1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

 (الترجع): الطريقة الثانية 

∶  𝑃𝑛 :   التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة     𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛+1

   

𝑛من أجل   = 𝑢0 :    لدٌنا 0 − 𝛼3 ≤
2

3
.   

 . صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة 

 . صحٌحة  𝑃𝑛  و نفترض أن ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 

 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  ⟹     𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛+1

 

⟹    
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  

2

3
 
𝑛+2

 

⟹     𝑢𝑛+1 − 𝛼3 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  

2

3
 
𝑛+2

 

𝑒𝑡  𝑐𝑒𝑙𝑎  𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  ∎  

∶  𝑃𝑛 :   بما ٌلً ℕ المعرفة على  𝑃𝑛 نعتبر العبارة    𝑢𝑛  𝜖 𝐼   

𝑛من أجل   = 𝑢0  لدٌنا  0 =
1

3
 𝜖  

1

3
 ; 1 = 𝐼.   

 . صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة 
 . صحٌحة  𝑃𝑛  عددا صحٌحا طبٌعٌا و نفترض أن 𝑛لٌكن 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن حسب مبدأ الترجع     𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒   
;   𝑛𝜖ℝ∀ :  ٌعنً    𝑢𝑛  𝜖 𝐼.   

 :    لقد حصلنا إذن على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 
  
 𝑃0   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                  
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

  

 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  ⟹   𝑢𝑛  𝜖 𝐼 

⟹   𝑓 𝑢𝑛  𝜖  𝑓 𝐼  

⟹   𝑓 𝑢𝑛  𝜖  𝐼  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓(𝐼) ⊂ 𝐼 

⟹   𝑢𝑛+1  𝜖  𝐼   

⟹    𝑃𝑛+1    𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

 :الطريقة الأولى 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :  لدٌنا     𝑢𝑛+1 − 𝛼3 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3 .   

𝑝𝑜𝑢𝑟   𝑛 − 1    ⟹     𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤
2

3
 𝑢𝑛−1 − 𝛼3  

≤
2

3

2

3
 𝑢𝑛−2 − 𝛼3  

≤
2

3

2

3

2

3
 𝑢𝑛−3 − 𝛼3  

≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢𝑛−𝑛 − 𝛼3  

⋮ ⋮ ⋮ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ج 

𝑥 

𝑥 

𝑓 𝛼 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 د 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  لدٌنا     𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛+1

   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    − 
2

3
 
𝑛+1

+ 𝛼3 ≤ 𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛+1

+ 𝛼3   

 بما أن  
2

3
 
𝑛+1

  متتالٌة هندسٌة أساسها هو العدد الحقٌقً 
2

3
   

lim: إذن  . 1و هو عدد موجب و أصغر من   
2

3
 
𝑛+1

= 0  

 :    و بالتالً نحصل على الوضعٌة التالٌة 

= lim 𝑢𝑛:  و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن  𝛼3  

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

;0  دالة متصلة على المجال  𝑓لدٌنا  +∞ .   
و بالخصوص تقبل .  تقبل عدة دوال أصلٌة على هذا المجال 𝑓إذن 

  : حٌث دالة أصلٌة 

𝑥∀ :  و بالتالً  ≥ 0   ;   𝐹 𝑥 =  8𝑥 −  𝑥   
𝑥نلاحظ أن   ≥ 8𝑥  إذن  0 ≥ 0.   

𝑥و منه فإن الدالة   ⟶  8𝑥   0   قابلة للاشتقاق على المجال; +∞ .   

;0  قابلة للاشتقاق على  𝐹و بالتالً    لأنها عبارة عن مجموع دالتٌن  ∞+

;0 قابلتٌن للاشتقاق على   ;0   و كذلك لأن   ∞+ +∞ ⊂ ℝ.   

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  1 ة

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  2 أ

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  2 ة

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  2 ج

 :    فً الجدول التالً 𝐹نلخص النتائج التً تم التوصل إلٌها بخصوص الدالة 

 
 

 

 

 𝑥 =  𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  ;   𝑎 ≥ 0

′ 𝑥 = 𝑓 𝑥     ;     ∀𝑥 ≥ 0

 𝑎 = 0                              

  

;0  دالة تزاٌدٌة على 𝐹: و بالتالً 
ln 16

7
  و تناقصٌة على  

ln 16

7
; +∞   

. 

,𝑥 𝜖  0 ∀نلاحظ أن   +∞   ;   𝑓 𝑥 ≥ 0.   
𝑒−7𝑥 16   متعلقة فقط بإشارة الكمٌة  𝐹′(𝑥)إذن إشارة   − 1 .   

𝑥إذا كان   =
ln 16

7
= 𝐹′ 𝑥  فإن   0.   

𝑥إذا كان   >
ln 16

7
> 𝐹′ 𝑥  فإن   0.   

𝑥إذا كان   <
ln 16

7
< 𝐹′ 𝑥  فإن   0.   

;   +𝑥𝜖ℝ∀ :  من جهة أخرى لدٌنا    𝑓 𝑥 ≥ 0   

;   +𝑥𝜖ℝ∀ :  إذن    𝐹 𝑥 ≥ 0     2    

 . عبارة عن دالة أصلٌة لدالة موجبة إذن فهً موجبة كذلك 𝐹لأن 

 ∀𝑥 ≥ 0   ;   𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
8𝑥

𝑥

𝑑𝑡    ∶   و لدٌنا 

 :    نستنتج أن  (2)و  (1)من 

 ∀𝑥 ≥ 0   ;   0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 2 𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥  

lim :    و بالتالً حسب خاصٌات النهاٌات و الترتٌب نستنتج أن 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = 0 

𝑙𝑛16

7
 𝑥 

𝐹  
𝑙𝑛16

7
  

0 +∞ 

0 0 

𝐹 

+ 𝐹′(𝑥) 0 − 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;  − 
2

3
 
𝑛+1

+ 𝛼3         
≤ 𝑢𝑛 ≤  

2

3
 
𝑛+1

+ 𝛼3         
 

𝛼3 𝛼3 

𝑛∞ 𝑛∞ 

𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
8𝑥

𝑥

𝑑𝑡                                             ∶  لدٌنا   

=  𝑓(𝑡)
𝑎

𝑥

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
8𝑥

𝑎

𝑑𝑡  ;   𝑎 ≥ 0 

= − 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
8𝑥

𝑎

𝑑𝑡  ;   𝑎 ≥ 0 

= − 𝑥 +  8𝑥  

;0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   𝐹′ 𝑥 =   8𝑥 −  𝑥  
′
 

= 8 ′ 8𝑥 − ′ 𝑥  

= 8 𝑓 8𝑥 − 𝑓 𝑥  

= 8  8𝑥
3

 𝑒−8𝑥 −  𝑥
3

 𝑒−𝑥  

= 8  8
1
3  𝑥

1
3  𝑒−𝑥  𝑒−7𝑥 −  𝑥

1
3  𝑒−𝑥  

=  16𝑒−7𝑥 − 1  𝑥
1
3  𝑒−𝑥  

=  16𝑒−7𝑥 − 1 𝑓(𝑥) 

𝑥 عددٌن حقٌقٌٌن حٌث  𝑡 و 𝑥لٌكن  ≤ 𝑡 ≤ 8.   

𝑥 ≤ 8𝑥   ⟹    𝑡
1
3 ≤  8𝑥 

1
3   ;   𝑐𝑎𝑟 𝑥 > 0 

⟹   𝑒−𝑡  𝑡
1
3 ≤ 𝑒−𝑡 8𝑥 

1
3   ;   𝑐𝑎𝑟 𝑒−𝑡 > 0 

⟹     𝑒−𝑡  𝑡
1
3 

8𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤   𝑒−𝑡 8𝑥 
1
3 

8𝑥

𝑥

𝑑𝑡  

⟹   𝐹(𝑥) ≤  8𝑥 
1
3  𝑒−𝑡

8𝑥

𝑥

𝑑𝑡  

⟹   𝐹 𝑥 ≤ 2𝑥
1
3  −𝑒−𝑡 𝑥

8𝑥   

⟹   𝐹 𝑥 ≤ 2𝑥
1
3  −𝑒−8𝑥 + 𝑒−𝑥   

⟹   𝐹 𝑥 ≤ 2𝑥
1
3 𝑒−𝑥   1 − 𝑒−7𝑥   

⟹   𝐹 𝑥 ≤ 2 𝑓(𝑥)  1 − 𝑒−7𝑥           1  

 :    ننطلق من التؤطٌر التالً 
 ∀𝑥 ≥ 0   ;   0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 2 𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥  

lim
𝑥→+∞

2𝑓 𝑥  1 − 𝑒−7𝑥                                           ∶    لدٌنا   
= 2 × lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) × lim

𝑥→+∞
 1 − 𝑒−7𝑥  

= 2 × 0 ×  1 − 0 = 0 

ٌُصبح  ≥ 0 :    إذن التؤطٌر السابق  𝐹 𝑥 ≤ 2 𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥             

0 0 

𝒙 → +∞ 
𝒙 → +∞ 



A 

 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+ 2006أجوبة امتحان الدورة الإستدراكية  𝟏𝟑𝟑 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 التمرين الأول  1  

 

إعطاء شخص واحد كرة واحدة، و شخص ثانً كرة  : الطريقة الرابعة

 : و من أجل ذلك توجد . واحدة و شخص ثالث كرتٌن

  𝐶6
 .إمكانٌة لاختٌار الأشخاص الثلاثة المستفٌدون 2

 3 إمكانٌات لتبادل الأدوار بٌنهم . 

  𝐶4
 .إمكانٌة لاختٌار الكرتٌن 2

  𝐶2
 .إمكانٌة لاختٌار الكرة الأولى 1

  𝐶1
 .إمكانٌة لاختٌار الكرة الثانٌة 1

 
3إذن هذه الحالة تتحقق فً   × 𝐶6

3 × 𝐶4
2 × 𝐶2

1 × 𝐶1
 .  إمكانٌة 1

و من . نعطً كل شخص من الأشخاص الستة كرة واحدة : الطريقة الخامسة

 :أجل ذلك توجد 

 إمكانٌة لاختٌار الأشخاص الأربعة المستفٌدون. 

 إمكانٌة لتوزٌع الكرات الأربع على هإلاء الأشخاص الأربعة 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω = 6 + 120 + 90 + 720 + 360 = 1296 

 :  و بالتالً عدد الإمكانٌات لتوزٌع الكرات الأربع على الأشخاص الستة هو 

 التمرين الأول  2  

 التمرين الأول  3  

    . 𝐶 عدد الكرات المحصل علٌها من طرف الشخص 𝑚لٌكن 

  .𝐵 عدد الكرات المحصل علٌها من طرف الشخص 𝑛و لٌكن 

ٌُحتم على الشخص   الحصول على 𝐴الحدث الذي نحن بصدد حساب احتماله 

 𝑚  4و نعلم أن العدد الإجمالً للكرات التً سوف تُوزّع هو .    كرة    +

𝑚إذن ٌجب أن ٌكون   . + 𝑛 +  𝑚 + 𝑛 ≤ 4.   

𝑚 2:  ٌعنً  + 𝑛 ≤ 𝑚:  أي   . 4 + 𝑛 ≤ 2.   

𝑚 حٌث  𝑛 و 𝑚ٌبٌن الجدول التالً الحالات الممكنة لاختٌار  + 𝑛 ≤ 2  

: 

 .لنحدد الآن عدد الإمكانٌات التً تُحقق كل حالة 

 على 𝐶 و 𝐵 و 𝐴لا ٌحصل أي شخص من الأشخاص  : الأولىفً الحالة 

  .𝐹 و 𝐸 و 𝐷ٌعنً أن الكرات الأربع وزعت على الأشخاص . أٌة كرة 

  3و من أجل ذلك ٌمكن إعطاء الكرات الأربع لشخص واحد بـ
  إمكانٌة1

  2بـ  واحدة  كرات و شخص آخر كرة 3أو إعطاء شخص × 𝐶3
2 × 𝐶4

1  

 .إمكانٌة 

   أو إعطاء شخص كرتٌن و شخص آخر كرتٌن بـ𝐶3
2 × 𝐶4

 .  إمكانٌة 2

   أو إعطاء شخصٌن كرة لكل واحد و إعطاء كرتٌن لشخص ثالث بـ

3 × 𝐶3
3 × 𝐶4

2 × 𝐶2
 .  إمكانٌة 1

 على 𝐶 على كرة واحدة و الشخص 𝐴ٌحصل الشخص  : الرابعةفً الحالة 

 لا ٌحصل على أٌة كرة و هً الحالة مشابهة للحالة 𝐶كرة واحدة و الشخص 

                                          إمكانٌة للقٌام بذلك 108إذن توجد . الثانٌة 

𝐶4حٌث  
1

3
1 𝐶3

1 + 𝐶3
2

2
1 = 108.   

 𝐵 على كرتٌن و الشخص 𝐴ٌحصل الشخص  : الخامسةفً الحالة 

 على كرة واحدة و من أجل ذلك توجد  𝐶على كرة واحدة و الشخص 

𝐶4
2𝐶2

1𝐶1
1 =  .  إمكانٌة للقٌام بذلك 12

 𝐶 على كرتٌن و الشخص 𝐴ٌحصل الشخص  : السادسةفً الحالة 

𝐶4و من أجل ذلك توجد  . على كرتٌن 
2𝐶2

2 =   إمكانٌة للقٌام بذلك 6

. 

  إمكانٌة حٌث    81إذن تتحقق الحالة الأولى فً 

𝐶3
1 + 2𝐶3

2𝐶4
1 + 𝐶3

2𝐶4
2 + 3𝐶3

3𝐶4
2𝐶2

1 = 81 

 على كرى لكل واحد منهما و الشخص 𝐵 و 𝐴ٌحصل  : الثانيةفً الحالة 

𝐶 و من أجل ذلك ، لتوزٌع كرتٌن على .  لا ٌحصل على أٌة كرة𝐴 و 𝐵 

𝐶4توجد  
1𝐶3

 : 𝐹 و 𝐸 و 𝐷  إمكانٌة و لتوزٌع الكرتٌن المتبقٌتٌن على 1

𝐶3ٌمكنإعطاء الكرتٌن لشخص واحد بـ 
و ٌمكن إعطاء كرة .  إمكانٌة 1

𝐶3لكل شخص بـ  
2

2
 .  إمكانٌة 1

 على 𝐵 على كرتٌن و الشخص 𝐴ٌحصل الشخص  : الثالثةفً الحالة 

𝐶2توجد  :  و من أجل ذلك . كرتٌن
2𝐶4

2 =  .  إمكانٌة للقٌام بذلك 6

  إمكانٌات حٌث    108إذن تتحقق الحالة الثانٌة فً 
𝐶4

1𝐶3
1 𝐶3

1 + 𝐶3
2𝐶2

1 = 108 

!4إذن تتحقق هذه الحالة فً   × 𝐶6
 .  إمكانٌة4

 :التطبٌق العددي 

 الطرٌقة 1 2 3 4 5 

360 720 90 120 6 
عدد 

 الامكانٌات
 

  :  الخلاصة

الحالة 
 السادسة

الحالة 
 الخامسة

الحالة 
 الرابعة

الحالة 
 الثالثة

الحالة 
 الثانٌة

الحالة 
 الأولى

06 

 امكانٌات
12 

 امكانٌة
108 

 امكانٌة
06 

اتامكانً  

108 

 امكانٌة
81 

 امكانٌة
 

C B A  

m n (m+n)  

 الحالة الأولى 0 0 0

 الحالة الثانية 1 1 0

 الحالة الثالثة 2 2 0

 الحالة الرابعة 1 0 1

 الحالة الخامسة 2 1 1

 الحالة السادسة 2 0 2
 

 على ستة 4 إلى 1توزٌع أربع كرات مرقمة من   :  الطريقة التقليدية

 0 بحٌث ٌمكن لكل شخص أن ٌحصل على 𝐹 إلى 𝐴أشخاص مرقمٌن من 

 : كرات، ٌمكن أن ٌتم بخمس طرق مختلفة 4 أو 3 أو 2 أو 1أو 

و من أجل ذلك توجد  . إعطاء شخص واحد الكرات الأربع : الطريقة الأولي

𝐶6
 .  إمكانٌة لاختٌار الشخص الذي سوف نعطٌه الكرات الأربع1

 

  𝐶6
 .إمكانٌة لاختٌار الشخصٌن اللذٌن سوف ٌستفٌدان من الكرات2

 إمكانٌتٌن لتبادل الأدوار بٌنهما 

  𝐶4
 إمكانٌة لاختٌار الكرة1

  𝐶3
 إمكانٌة لاختٌار الكرات الثلاث3

2إذن هذه الحالة تتحقق فً  × 𝐶6
2 × 𝐶4

1 × 𝐶3
 . إمكانٌة 3

و من . إعطاء شخص واحد كرتٌن و شخص ثانً كرتٌن : الطريقة الثالثة

 : أجل ذلك توجد 

  𝐶6
 .إمكانٌة لاختٌار الشخصٌن المستفٌدٌن2

  𝐶4
 إمكانٌة لاختٌار كرتٌن لإعطائها لأحد الشخصٌن2

  𝐶2
 إمكانٌة لاختٌار الكرتٌن المتبقٌتٌن لإعطائهما للشخص الآخر2

𝐶6إذن هذه الحالة تتحقق فً  
2 × 𝐶4

2 × 𝐶2
 .  إمكانٌة 2

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω :  الطريقة المباشرة 64 = 1296 

إعطاء شخص واحد الكرة الأولى ثم إعطاء شخص ثانً  : الطريقة الثانية

 :  و من أجل ذلك لدٌنا . الكرات الثلاث المتبقٌة

 :   ٌمكنه أن ٌحصل على 𝐴الشخص 

   كرة واحدة بـ𝐶4
 .  إمكانٌة 1

   أو ٌحصل على كرتٌن بـ𝐶4
 .  إمكانٌة 2

   أو ٌحصل على ثلاث كرات بـ𝐶4
 .  إمكانٌة 3

  أو ٌحصل على أربع كرات بإمكانٌة واحدة. 
 على كرة واحدة على الأقل 𝐴إذن عدد الإمكانٌات التً ٌحصل فٌها الشخص 

𝐶4:  هو 
1 + 𝐶4

2 + 𝐶4
3 + 𝐶4

4 = 15.   
15 : على كرة واحدة على الأقل ٌساوي 𝐴إذن احتمال أن ٌحصل الشخص 

1296
≈ 0,0115 ≡ 1,15% 

𝑛 

𝐶 

𝐶 

𝐶 𝐶 



A 

A 
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إذن عدد الإمكانٌات التً ٌكون فٌها مجموع عددي الكرات المحصل علٌها 

 ٌساوي عدد الكرات المحصل علٌها من طرف الشخص 𝐶 و 𝐵من طرف 

𝐴 81:   هو + 108 + 6 + 108 + 12 + 6 = و بالتالً   . 321

احتمال هذا الحدث هو  
321

1296
= 0,247 ≡ 24,7%.   

𝐈  1  التمرين الثاني 

= 𝑓 𝑧إذن مجموعة حلول المعادلة   :   تُكتب على الشكل ℂ  فً 0

𝑆 =   𝑥 1 + 𝑖 3   ;   𝑥 𝜖 ℝ     

𝐈𝐈 التمرين الثاني 1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 أ 

𝑧نضع   = 𝑥 + 𝑖𝑦.   

𝑓 𝑧 = 0   ⟺     1 + 𝑖 3 𝑧 + 2𝑧 = 0 

⟺     1 + 𝑖 3  𝑥 + 𝑖𝑦 + 2 𝑥 − 𝑖𝑦 = 0 

⟺     3𝑥 −  3𝑦 + 𝑖 −𝑦 +  3𝑥 = 0 

⟺      
3𝑥 −  3𝑦 = 0

−𝑦 +  3𝑥 = 0
  

⟺      
3𝑥 =  3𝑦

3𝑥 =  3𝑦
  

⟺    𝑧 = 𝑥 + 𝑖 3 𝑥 

⟺    𝑧 = 𝑥 1 + 𝑖 3  

𝑧 فً هذا السإال سوف نستعمل المتفاوتة المثلثٌة   + 𝑧′ ≤  𝑧 +  𝑧′   

= 𝑧 و كذلك العلاقة    𝑧     

 .و نعلم أن معٌار أي عدد عقدي هو عدد حقٌقً موجب دائما 

;   𝑛𝜖ℕ∀      ∗ :  إذن    0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
2

3
𝑢𝑛.   

 𝑓 𝑧𝑛  =  
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧𝑛 + 2𝑧𝑛      

⟹     𝑓 𝑧𝑛  ≤
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧𝑛  +

1

6
 2𝑧𝑛     

⟹     𝑓 𝑧𝑛  ≤
1

6
∙ 2 ∙  𝑧𝑛  +

2

6
 𝑧𝑛     

⟹     𝑓 𝑧𝑛  ≤
1

6
∙ 2 ∙  𝑧𝑛  +

2

6
 𝑧𝑛     

⟹     𝑓 𝑧𝑛  ≤
2

3
∙  𝑧𝑛   

⟹     𝑧𝑛+1 ≤
2

3
∙  𝑧𝑛   

⟹    𝑢𝑛+1 ≤
2

3
∙ 𝑢𝑛  

= lim 𝑢𝑛:  و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن  0  

≥ 0 :إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة  𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛

 
 

𝑛∞ 

0 
0 

𝑛∞ 

𝑆𝑛 = 𝑂𝑀0 + 𝑂𝑀1 +⋯+ 𝑂𝑀𝑛  

=  𝑧0 +  𝑧1 + ⋯+  𝑧𝑛   

= 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛  

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;   0 ≤ 𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛

  ∶  و نعلم أن   

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

𝑢0 ≤  
2

3
 

0

𝑢1 ≤  
2

3
 

1

𝑢2 ≤  
2

3
 

2

⋮ ⋮ ⋮

𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛

      ∶  إذن   

 :  نجمع هذه المتفاوتات طرفا بطرف نحصل على 

𝑢0 + 𝑢1 + ⋯+ 𝑢𝑛 ≤   
2

3
 
𝑘𝑛

𝑘=0

 

𝑆𝑛 ≤  
1 −  

2
3
 
𝑛+1

1 −
2
3

   ∶  ٌعنً  

𝑆𝑛 ≤ 3 1 −  
2

3
 
𝑛+1

   ∶  ٌعنً  

 
2

3
 
𝑛+1

≥ 0   ⟹   − 
2

3
 
𝑛+1

≤ 0 

⟹   1 −  
2

3
 
𝑛+1

≤ 1 

⟹   3  1 −  
2

3
 
𝑛+1

 ≤ 3 

⟹   𝑆𝑛 ≤ 3  1 −  
2

3
 
𝑛+1

 ≤ 3 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑆𝑛 ≤ 3  ∶  و بالتالً  

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;   0 ≤ 𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛

𝑢0  ∶  إذن  

𝐈𝐈 التمرين الثاني 1 ة 

𝑂𝑛 𝑎 ∶   0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
2

3
𝑢𝑛  

𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑛 − 1  ∶   0 ≤ 𝑢𝑛 ≤
2

3
𝑢𝑛−1 

≤  
2

3
  

2

3
 𝑢𝑛−2 

≤  
2

3
  

2

3
  

2

3
 𝑢𝑛−3 

≤  
2

3
 
𝑛

𝑢𝑛−𝑛  

 نلاحظ أن  
2

3
 
𝑛

  متتالٌة هندسٌة أساسها هو 
2

3
 و هو عدد حقٌقً 

  .1موجب و أصغر من 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;   0 ≤ 𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛

 ∶  أي  

lim
𝑛∞

 
2

3
 
𝑛

= 0 ∶  إذن  



A 
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𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 ة 

𝑆𝑛:  لدٌنا  = 𝑂𝑀0 + 𝑂𝑀1 + ⋯+ 𝑂𝑀𝑛.   

𝑆𝑛+1:  و لدٌنا  = 𝑂𝑀0 + 𝑂𝑀1 + ⋯+ 𝑂𝑀𝑛 + 𝑂𝑀𝑛+1   

𝑂𝑀0:  نلاحظ أن  + ⋯+ 𝑂𝑀𝑛+1 > 𝑂𝑀0 + ⋯+ 𝑂𝑀𝑛   

𝑆𝑛+1:  ٌعنً  > 𝑆𝑛   

𝑆𝑛 ) 3و بما أنها مكبورة بالعدد .   متتالٌة تزاٌدٌة 𝑆𝑛 𝑛𝜖ℕ إذن   ≤ 3 ) 

 .فهً متقاربة 

𝐈𝐈𝐈  1  التمرين الثاني 

𝐈𝐈𝐈  2  التمرين الثاني 

𝐈  1  التمرين الثالث 

𝐈  2 التمرين الثالث 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 1 ة 

𝑓 𝑧 =
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧 + 2𝑧   

=
1

6
 𝑟 1 + 𝑖 3 𝑒𝑖𝜃 + 2𝑟 𝑒−𝑖𝜃   

𝑧:  نضع  = 𝑟𝑒𝑖𝜃  بحٌث  𝜃 𝜖  – 𝜋,𝜋   و  𝑟 𝜖 ℝ+
∗   

=
2𝑟

3
  

1

4
+ 𝑖

 3

4
 𝑒𝑖𝜃 +

𝑒−𝑖𝜃

2
  

=
2𝑟

3
  

1

4
+ 𝑖

 3

4
  cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 +

1

2
 cos𝜃 − 𝑖 sin𝜃   

=
2𝑟

3
 

cos𝜃

4
+ 𝑖 

sin𝜃

4
+
𝑖 3 cos𝜃

4
−
 3 sin𝜃

4
+

cos𝜃

2
− 𝑖 

sin𝜃

2
  

=
2𝑟

3
 

3 cos𝜃

4
+
𝑖 3 cos𝜃

4
−
 3 sin 𝜃

4
− 𝑖 

sin𝜃

4
  

=
2𝑟

3
  

3 cos𝜃

4
−
 3 sin𝜃

4
 +  

𝑖 3 cos 𝜃

4
− 𝑖 

sin 𝜃

4
   

=
2𝑟

3
 
 3

2
 
 3

2
cos 𝜃 −

1

2
sin𝜃 +

𝑖

2
 
 3

2
cos 𝜃 −

1

2
sin𝜃   

=
2𝑟

3
 
 3

2
cos  𝜃 +

𝜋

6
 +

𝑖

2
cos  𝜃 +

𝜋

6
   

=
2𝑟

3
 
 3

2
+

1

2
𝑖 cos  𝜃 +

𝜋

6
  

=  
2𝑟

3
 cos  𝜃 +

𝜋

6
  𝑒

𝑖𝜋
6  

𝑦 2:  لدٌنا  − 1 2 = 7𝑥 + 2  ⟺    2 𝑦2 − 2𝑦 + 1 = 7𝑥 + 2   

⟺   2𝑦 𝑦 − 2 = 7𝑥 

⟹    7/2𝑦 𝑦 − 2  

⟹ 𝑦 /7   أو   𝑦/7   أو   7/2     − 2   𝑐𝑎𝑟  7 𝜖 ℙ 

⟹     𝑦 ≡ 𝑦    أو     7  0 ≡ 2  7  

 

 ∆  

30° 

 

𝓞 𝟑𝟑

𝟓𝟔
 −𝟐

𝟕
 

𝛀 𝟏 𝐅 

⟺     Γ   𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏𝑜𝑙𝑒  𝑑𝑒  𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒𝑡  Ω 
−2

7
; 1  

𝑒𝑡 𝑑𝑒  𝑓𝑜𝑦𝑒𝑟 𝐹  
33

56
 ; 1  

𝑀 
𝑥
𝑦  𝜖  Γ    ⟺    2𝑦2 − 4𝑦 − 7𝑥 = 0 

⟺    2 𝑦2 − 2𝑦 = 7𝑥 

⟺    2 𝑦 − 1 2 = 7𝑥 + 2 

⟺     𝑦 − 1 2 =
7

2
𝑥 + 1 

⟺     𝑦 − 1 2 =
7

2
 𝑥 +

2

7
  

  ∆  تنتمً إلى المستقٌم 𝑀𝑛 و ⋯ و 𝑀2 و 𝑀1و بالتالً فالنقط 

 :   المبٌن فً الشكل التالً 

⟹    𝑓 𝑧𝑘−1 =  
2𝑟

3
 cos  𝜃 +

𝜋

6
  𝑒

𝑖𝜋
6  

⟹   arg 𝑓 𝑧𝑘−1  ≡ arg  
2𝑟

3
 cos  𝜃 +

𝜋

6
  𝑒

𝑖𝜋
6   2𝜋  

⟹   arg 𝑓 𝑧𝑘−1  ≡  
𝜋

6
  2𝜋  

⟹    𝑖 ,𝑂𝑀𝑘−1
                

              
≡  
𝜋

6
  2𝜋  

∀ 𝑘 𝜖  1,2,⋯ ,𝑛   ;   𝑎𝑓𝑓 𝑓 𝑧𝑘−1  = 𝑀𝑘     ∶    لدٌنا  

𝑓 𝑧 =  
2𝑟

3
 cos  𝜃 +

𝜋

6
  𝑒

𝑖𝜋
6                                        ∶    و لدٌنا  

𝑦 ≡ 0  7    ⟹     ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑦 = 7𝑘 

⟹   2𝑦 𝑦 − 2 = 7𝑥   ;   𝑦 = 7𝑘 

⟹   2 7𝑘  7𝑘 − 2 = 7𝑥   ;   𝑦 = 7𝑘 

⟹    𝑥 = 14𝑘2 − 4𝑘 
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          هً جمٌع الأزواج  و بالتالً مجموعة حلول المعادلة 

 14𝑘2 + 4𝑘 ; 7𝑘 + 14𝑘′2   و الأزواج   2 − 4𝑘′ ; 7𝑘′  حٌث  𝑘 

 . عددان صحٌحان نسبٌان ′𝑘و 

𝐈𝐈  2 التمرين الثالث 

 التمرين الرابع  1  

 التمرين الرابع 2  

 التمرين الرابع 3 أ 

 التمرين الرابع 3 ة 

 التمرين الرابع 3 ج 

𝑢لدٌنا   ⟶
1+sin 𝑢

2+cos 𝑢
  لأنها عبارة عن  𝜋,0   دالة متصلة على المجال  

ف لدالتٌن متصلتٌن على  2 بحٌث   𝜋,0 خارج مُعَرَّ + cos𝑢 .   ًإذن فه

  و بالخصوص تقبل دالة أصلٌة  𝜋,0 تقبل عدة دوال أصلٌة على المجال  

𝐹 0  على المجال,𝜋  و التً تُحقق   : 

 
 
 

 
 

 

𝐹 𝑥 =   
1 + sin𝑢

2 + cos𝑢
 

𝑥

0

𝑑𝑢

𝐹′ 𝑥 =
1 + sin 𝑥

2 + cos 𝑥
              

𝐹 0 = 0                            

  

 التً تُكتب على شكل  2℞عكسٌا نبٌن بكل بساطة أن جمٌع الأزواج من 

 14𝑘2 + 4𝑘 ; 7𝑘 +   و كذلك جمٌع الأزواج التً تُكتَب على شكل   2

 14𝑘′2 − 4𝑘′ ; 7𝑘′  تحقق المعادلة   𝐸 .  

2 7𝑘 + 2 − 1 2 = 2 49𝑘2 + 14𝑘 + 1  
= 98𝑘2 + 28𝑘 + 2 

= 7 14𝑘2 + 4𝑘 + 2 

2 7𝑘′ − 1 2 = 2 49𝑘′2 − 14𝑘 + 1  
= 98𝑘′2 − 28𝑘′ + 2 

 
= 7 14𝑘′2 − 4𝑘′ + 2 

 

𝑥:  و منه  ∧ 𝑦 = 7𝑘 + 𝑘:  ٌعنً   . 2 = 1.   
; 𝑀2 18:  و بذلك نحصل على النقطة التالٌة  9 .   

 :فً هذا السإال نَفصِلُ بٌن حالتٌن 

𝑥إذا كان   : الحالة الأولى = 14𝑘2 − 4𝑘  و  𝑦 = 7𝑘.   

𝑥:  إذن  ∧ 𝑦 = 𝑘 = 9.   

; 𝑀1 1098:  و بذلك نحصل على النقطة التالٌة  63 .   

𝑥إذا كان   : الحالة الثانية = 14𝑘2 + 4𝑘  و  𝑦 = 7𝑘 + 2.   

14𝑘2:  لدٌنا  + 4𝑘 = 2𝑘 7𝑘 + 2 .   
14𝑘2              :نستنتج أن النتٌجة إذن من هذه  + 4𝑘 ∧  7𝑘 + 2 =

 7𝑘 + 2    

 : إذن من هذه القسمة الأقلٌدٌة نستنتج أن 
 14𝑘2 − 4𝑘 ∧  7𝑘 =  7𝑘 ∧  −4𝑘 = 𝑘 

14𝑘2:  لدٌنا حسب خوارزمٌة أقلٌدس  − 4𝑘 7𝑘
−4𝑘 2𝑘

 

𝑡

1 + 𝑡2
−

𝑡

3 + 𝑡2
+

1

3 + 𝑡2
=

𝑡

1 + 𝑡2
+

1 − 𝑡

3 + 𝑡2
 

=
𝑡 3 + 𝑡2 +  1 − 𝑡  1 + 𝑡2 

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 
 

=
𝑡2 + 2𝑡 + 1

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 
 

=
 𝑡 + 1 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 
 

𝑢:  نضع  =
𝑡

 3
𝑑𝑡:    إذن  =  3 ∙ 𝑑𝑢.   

  
1

3 + 𝑡2
 𝑑𝑡

𝛼

0

=
1

3
  

1

1 +
𝑡2

3

 
𝛼

0

𝑑𝑡  ∶  لدٌنا   

  
1

3 + 𝑡2
 𝑑𝑡

𝛼

0

=
 3

3
  

1

1 + 𝑢2
 

𝛼

 3

0

𝑑𝑢  ∶  و منه                 

=
 3

3
 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑢  0

𝛼

 3 

=
1

 3
 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

𝛼

 3
  

  . 𝜋,0  عنصرا من 𝑥لٌكن 

𝐹 𝑥 =   
1 + sin𝑢

2 + cos𝑢
 

𝑥

0

𝑑𝑢  ∶  لدٌنا   

𝑑𝑡

𝑑𝑢
=

1 + 𝑡2

2
𝑡   إذن    = tan  

𝑢

2
    ∶   نضع   

𝐹 𝑥 =   
1 +  

2𝑡
1 + 𝑡2 

2 +  
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2 
  

2

1 + 𝑡2
 

tan  
𝑥
2
 

0

𝑑𝑢             ∶  لدٌنا   

= 2 
 𝑡 + 1 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 

tan  
𝑥
2
 

0

𝑑𝑡 

𝐹 𝑥 = 2 
 1 + 𝑡 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 

tan  
𝑥
2
 

0

𝑑𝑡 

= 2  
𝑡

1 + 𝑡2
−

𝑡

3 + 𝑡2
+

1

3 + 𝑡2
 

tan  
𝑥
2
 

0

𝑑𝑡 

= 2  
𝑡

1 + 𝑡2
 𝑑𝑡 − 2  

𝑡

3 + 𝑡2
 

tan  
𝑥
2
 

0

tan  
𝑥
2
 

0

𝑑𝑡 +

+ 2  
1

3 + 𝑡2
 

tan  
𝑥
2
 

0

𝑑𝑡 

=  ln 1 + 𝑡2  
0

tan  
𝑥
2
 
−  ln 3 + 𝑡2  

0

tan  
𝑥
2
 

+

+
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

 3
tan  

𝑥

2
   

= ln  1 + tan2  
𝑥

2
  − ln  3 + tan2  

𝑥

2
  + ln 3 +

+
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

 3
tan  

𝑥

2
   

= ln 3 +
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

 3
tan  

𝑥

2
  + ln 

1 + tan2  
𝑥
2
 

3 + tan2  
𝑥
2
 
  

 ∗  

𝑦 ≡ 2  7    ⟹     ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑦 = 7𝑘 + 2 

⟹   2𝑦 𝑦 − 2 = 7𝑥   ;   𝑦 = 7𝑘 + 2 

⟹   2 7𝑘 + 2  7𝑘 = 7𝑥   ;   𝑦 = 7𝑘 

⟹    𝑥 = 14𝑘2 + 4𝑘 

𝐸 

 7𝑘 + 2  
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 التمرين الرابع 3 د 

 الخامس التمرين  1 أ 

 الخامسالتمرين  1 ة 

 الخامسالتمرين  2  

 الخامسالتمرين  3 أ 

; ∞−  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على  𝑓𝑛لدٌنا   +∞ = ℝ.   

   . 𝑓𝑛 ℝ نحو  ℝ تقابل من 𝑓𝑛إذن 

 الخامسالتمرين  3 ة 

 الخامسالتمرين  3 ج 

 𝑓𝑛 بؤكمله و نلخص نتائج دراسة الدالة ℝ دالة تزاٌدٌة قطعا على 𝑓𝑛إذن 

 :  فً الجدول التالً 

𝑓𝑛
′ 𝑥 =  

𝑥

𝑛
− 𝑒−𝑛𝑥  

′

=
1

𝑛
+ 𝑛𝑒−𝑛𝑥 > 0   ∶  لدٌنا  

= 𝜑 𝑥:   بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝜑نعتبر الدالة  𝑒𝑥 − 𝑥 − 1   
  .ℝ على 𝜑لندرس رتابة الدالة 

 𝜑 دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على ℝ بؤكمله لأنها عبارة عن مجموع 

  .ℝدوال متصلة و قابلة للاشتقاق على 
;   𝑥𝜖ℝ∀ :  و لدٌنا    𝜑′ 𝑥 = 𝑒𝑥 − 1   

𝑥إذا كان   = = 𝜑′ 𝑥  فإن  0 0   

 :  كما ٌلً 𝜑نرسم إذن جدول تغٌرات الدالة 

𝑥إذا كان   > < 𝜑′ 𝑥  فإن  0 0   

𝑥إذا كان   < > 𝜑′ 𝑥  فإن  0 0   

𝑥 −∞ +∞ 

𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′(𝑥) 

+∞ 

−∞ 

𝑥 

+∞ 

+∞ 

0 

0 

𝜑 

+ 𝜑′(𝑥) 0 − 

+∞ 

−∞ 

 :  نجد  ∗ نعوض إذن هاتٌن النهاٌتٌن فً المتساوٌة 

𝜋.  lim دالة متصلة على ٌسار 𝐹لدٌنا 
𝑥→𝜋−

𝐹 𝑥 = 𝐹 𝜋    ∶  إذن   

= lim
𝑥→𝜋−

 ln 3 +
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

 3
tan  

𝑥

2
  + ln 

1 + tan2  
𝑥
2
 

3 + tan2  
𝑥
2
 
     

lim
𝑥→𝜋−

ln 
1 + tan2  

𝑥
2
 

3 + tan2  
𝑥
2
 
                                         ∶  إذن   

=   
1 + sin𝑢

2 + cos𝑢
 

𝜋

0

𝑑𝑢 

= lim
𝑢→+∞

𝑢=ta n2 
𝑥
2
 

ln 
1 +

1
𝑢

1 +
3
𝑢

 = ln 1 = 0     

lim
𝑥→𝜋−

 
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

 3
tan  

𝑥

2
   =

2

 3
×
𝜋

2
=
𝜋

 3
 

ln 3 +
𝜋

 3
+ 0 =   

1 + sin𝑢

2 + cos𝑢
 

𝜋

0

𝑑𝑢 

  
1 + sin𝑢

2 + cos𝑢
 

𝜋

0

𝑑𝑢 =  ln 3 +
𝜋

 3
  

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑛
− 𝑒−𝑛𝑥  = +∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 
𝑥

𝑛
− 𝑒−𝑛𝑥  = lim

𝑥→−∞
𝑥  

1

𝑛
−
𝑒−𝑛𝑥

𝑥
  

=  −∞  
1

𝑛
−  −∞  = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 

1

𝑛
−

1

𝑥𝑒𝑛𝑥
 =  

1

𝑛
− 0 =

1

𝑛
 

lim
𝑥→+∞

 𝑓𝑛 𝑥 −
1

𝑛
𝑥 = lim

𝑥→+∞
 −𝑒−𝑛𝑥  = 0 

𝑦نستنتج إذن من هذه الوضعٌة أن المستقٌم ذو المعادلة   =
1

𝑛
𝑥 + 0  

  .∞+مقارب مائل بجوار 

  ٌقبل فرعا شلجمٌا فً اتجاه محور  𝒞𝑛 نستنتج من هذه الوضعٌة أن  

 .الأراتٌب نحو الأسفل 

 :    من جهة أخرى لدٌنا 

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 

1

𝑛
−

1

𝑥𝑒𝑛𝑥
 =  

1

𝑛
−  −∞  = +∞ 

  :   و بذلك نحصل على الوضعٌة التالٌة 

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 = −∞

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 

𝑥
= +∞

  

 :   نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 
 
 

 
 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 = +∞          

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 

𝑥
=

1

𝑛
               

lim
𝑥→+∞

 𝑓𝑛 𝑥 −
1

𝑛
𝑥 = 0

  

  .ℝ نحو ℝ تقابل من 𝑓𝑛إذن 

 ℝ من 𝑛 فإنه بالضرورة ٌقبل سابقا واحدا ℝ عنصر من 0و بما أن 

  .𝑓𝑛بالتقابل 

!∃:  أو بتعبٌر جمٌل   𝛼𝑛  𝜖 ℝ  ;   𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0.   

= 𝑓𝑛 ℝ                                             : و لدٌنا  𝑓𝑛   −∞ ;  +∞      

=  lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥  ;  lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥   

=  −∞ ;  +∞  

𝑥                                         :  لدٌنا  ≥ 2   ⟹    𝑛2 ≥ 4  

𝑛∀ :  إذن  ≥ 2   ;   𝑓𝑛  
1

𝑛
 < 0   

⟹    𝑛2 ≥ 4 > 𝑒 

⟹    
1

𝑛2
<

1

𝑒
 

⟹    
1

𝑛2
−

1

𝑒
< 0 

⟹    𝑓𝑛  
1

𝑛
 =

1

𝑛2
−

1

𝑒
< 0 

𝑓 
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 الخامسالتمرين  3 د 

 الخامسالتمرين  4  

 الخامسالتمرين  5 أ 

 الخامسالتمرين  5 ة 

 الخامسالتمرين  5 ج 

𝑛∀ من جهة أخرى لدٌنا   ≥ 2   ;   
1

𝑛
< 𝛼𝑛    و  

1

𝑛
≥ 0.   

𝑛∀ إذن   ≥ 2   ;   𝛼𝑛 > 0.   

  .0  مصغورة بالعدد 𝛼𝑛 𝑛≥2 ٌعنً أن المتتالٌة  

.   تناقصٌة و مصغورة إذن فهً متقاربة 𝛼𝑛 𝑛≥2 و بالتالً نستنتج أن  

و سوف نحدد نهاٌتها عن طرٌق حصرها بمتتالٌتٌن تإولان معا إلى نفس 

 .النهاٌة 

 الخامسالتمرين  6 أ 

 الخامسالتمرين  6 ة 

𝑛∀ :  إذن  ≥ 2   ;   𝑓𝑛 1 ∙ 𝑓𝑛  
1

𝑛
 < 0   

إذن فهً متصلة .  بؤكملهℝ دالة متصلة على 𝑛من جهة أخرى لدٌنا 

 على المجال  
1

𝑛
 ; 𝑛  حٌث   1 ≥ 2.   

=  𝑓𝑛و بما أن المعادلة    . 𝛼𝑛  تقبل حلا وحٌدا و هو 0

𝛼𝑛:  فإن ( أ (3و ذلك حسب نتٌجة السإال  = 𝑐   

:  لدٌنا 
1

𝑛
< 𝑐 < :  إذن   . 1

1

𝑛
< 𝛼𝑛 < 1.   

 :    حصلنا من خلال ما سبق على ما ٌلً 

 ∀𝑛 ≥ 2   ;    𝑓𝑛 1 > 𝑓𝑛     و     0  
1

𝑛
 < 0 

 :    و بالتالً حسب مبرهنة القٌم الوسٌطٌة نستنتج أن 

∃ 𝑐 𝜖  
1

𝑛
; 1   ;   𝑓𝑛 𝑐 = 0 

𝑒𝛼𝑛     1 ( :  ج (3لدٌنا حسب السإال  ≥ 𝛼𝑛 + 1   

𝛼𝑛( :  د (3و لدٌنا حسب السإال  >
1

𝑛
   

𝛼𝑛     2 :  إذن  + 1 >
1

𝑛
+ 1   

𝑒𝛼𝑛:  نستنتج أن  (2)و  (1)من  ≥
1

𝑛
+ 1   

 ∀𝑛 ≥ 2   ;   𝑒𝛼𝑛 −
1

𝑛
− 1 ≥ 0  ∶   ٌعنً   

 ∀𝑛 ≥ 2     ;     
𝑛 𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

𝑛 + 1
 𝑒𝛼𝑛 − 1 −

1

𝑛
 ≥ 0   ∶   ٌعنً   

لاحظ أن الكمٌة  
𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

𝑛+1
 .  موجبة دائما 

 :   نستنتج أن ( أ (5و منه باستعمال نتٌجة السإال 

 ∀𝑛 ≥ 2     ;     𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 ≥ 0     

2−:  و منه  ln𝑛 < −𝑛𝛼𝑛 < − ln𝑛.   

ln𝑛:  ٌعنً  < 𝑛 𝛼𝑛 < 2 ln𝑛.   

𝑛∀ :  و بالتالً  ≥ 2   ;   
ln 𝑛

𝑛
< 𝛼𝑛 <

2 ln 𝑛

𝑛
.   

𝑛لٌكن  ≥   :    لدٌنا  . 2
1

𝑛2
< 𝑒−𝑛𝛼𝑛 <

1

𝑛
 

 :     على هذه الأعداد الموجبة قطعا نجد 𝑙𝑛نُدخل الدالة التزاٌدٌة 

ln  
1

𝑛2
 < ln 𝑒−𝑛𝛼𝑛  < ln  

1

𝑛
  

 
 𝒞2  

α2 

 و قٌمتها ℝ دالة متصلة على 𝜑من خلال هذا الجدول المبارَك نلاحظ أن 

  .0الدنوٌة هً 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  إذن    𝜑 𝑥 ≥ 0   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  ٌعنً    𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 ≥ 0   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  أي    𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1 

;   𝑛𝜖ℝ∀                                                   :و منه    𝑒𝑛 ≥ 𝑛 + 1   

⟹    ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;   
1

𝑒𝑛
<

1

𝑛
 

⟹    ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;   𝑒−𝑛 <
1

𝑛
 

⟹    ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    
1

𝑛
− 𝑒−𝑛 > 0 

⟹    ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    𝑓𝑛 1 =
1

𝑛
− 𝑒−𝑛 > 0 

𝑛∀ :  نعلم أن  ≥ 2  ∃!  𝛼𝑛  𝜖 ℝ   ;   𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0   

                 .  و هً تقابل ℝ  تزاٌدٌة قطعا على 𝑓𝑛+1و نعلم أن  

𝑓𝑛+1و تقابله العكسً 
  .ℝ دالة تزاٌدٌة قطعا كذلك على 1−

𝑛∀ :  ٌعنً  ≥ 2   ;   𝛼𝑛 ≥ 𝛼𝑛+1   

 .  متتالٌة تناقصٌة 𝛼𝑛 𝑛≥2 و بالتالً  

 :   نستنتج أن  (4)و  (3)من خلال النتٌجتٌن 

     ∀𝑛 ≥ 2   ;   𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 ≥ 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1  

     ∀𝑛 ≥ 2   ;   𝑓𝑛+1
−1  𝑓𝑛+1 𝛼𝑛  ≥ 𝑓𝑛+1

−1  𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1   

𝑛 إذن من أجل   + !∃      :      لدٌنا  1  𝛼𝑛+1 𝜖 ℝ   ;   𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1 = 0 

 3      

 :    أن ( ب (5و نعلم كذلك حسب نتٌجة السإال 

 4      ∀𝑛 ≥ 2   ;   𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1 ≥ 0 

𝑛 ≥ 2   ⟹    𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0   𝑒𝑡   
1

𝑛
< 𝛼𝑛 < 1 

⟹    𝑒−𝑛𝛼𝑛 =
𝛼𝑛
𝑛

    𝑒𝑡    
1

𝑛
< 𝛼𝑛 < 1 

⟹    𝑒−𝑛𝛼𝑛 =
𝛼𝑛
𝑛

    𝑒𝑡    
1

𝑛2
<
𝛼𝑛
𝑛

<
1

𝑛
 

⟹    
1

𝑛2
< 𝑒−𝑛𝛼𝑛 <

1

𝑛
 

𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 =
𝛼𝑛
𝑛 + 1

− 𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛  

=
𝛼𝑛 − 𝑛 𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛 − 𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

𝑛 + 1
 

=
𝑛 𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

𝑛 + 1
 

𝛼𝑛

𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛  
− 1 −

1

𝑛
  

=
𝑛 𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

𝑛 + 1
 

𝛼𝑛
𝑛 𝑒−𝑛𝛼𝑛  ∙ 𝑒−𝛼𝑛  

− 1 −
1

𝑛
  

𝑒−𝑛𝛼𝑛 =
𝛼𝑛
𝑛

                                     ∶ ∶ 𝑓𝑛 𝛼𝑛     فإن    بما  أن    

=
𝑛 𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

𝑛 + 1
 

𝛼𝑛

𝑛  
𝛼𝑛
𝑛
 ∙ 𝑒−𝛼𝑛  

− 1 −
1

𝑛
  

=
𝑛 𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

𝑛 + 1
 𝑒𝛼𝑛 − 1 −

1

𝑛
  

𝑓 

𝑥 
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 الخامسالتمرين  6 ج 

 :  نستنتج إذن من هذه الوضعٌة حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات أن 

lim
𝑛∞

 
ln𝑛

𝑛
 = 0 ∶  نعلم  أن  

ٌُصبح   :  إذن التؤطٌر الثمٌن الأخٌر الذي حصلنا علٌه 

 ∀𝑛 ≥ 2    ;      
ln𝑛

𝑛
 

   
< 𝛼𝑛 <  

2 ln𝑛

𝑛
 

     
 

0 0 

𝑛∞ 𝑛∞ 

lim
𝑛∞
 𝛼𝑛 = 0 
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𝐈 التمرين الأول  1 أ 

 

𝐈 التمرين الأول  1 ة 

𝐈  2  التمرين الأول 

𝐈𝐈 التمرين الأول  1 ة 

𝑎  فإن 𝐹 قانون تركٌب داخلً فً ⊥بما أن  ⊥ 𝑏  ٌنتمً إلى 𝐹.  

× 𝑀 𝑎:  نحصل إذن على ما ٌلً  𝑀 𝑏  𝜖 𝐹.   

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐹و هذا ٌعنً أن 

𝐈𝐈 التمرين الأول  2 أ 

  ٌكفً أن نتؤكد  ×,𝐹   نحو   ⊥,𝐸  تشاكلا من  𝜑لكً ٌكون التطبٌق 

,𝑎  ∀:  من أن  𝑏  𝜖 𝐸2   ;   𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 = 𝜑 𝑎 ⊥ 𝑏    

  .𝐸 عنصرٌن من المجموعة 𝑏 و 𝑎لٌكن 

,𝑎 لٌكن الزوج  𝑏  عنصرا من 𝐸2.  
1

 2
−

1

 2
 𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1                                  ∶  لدٌنا  

=
1

 2
−  𝑎 −

1

 2
  𝑏 2 − 1      

=
1

 2
−  𝑎𝑏  2 − 𝑎 − 𝑏 +

1

 2
      

= 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏  2 

= 𝑎 ⊥ 𝑏 

,𝑎  ∀:  لنبٌن أن  𝑏  𝜖 𝐸2   ;   𝑎 ⊥ 𝑏 𝜖 𝐸.   

,𝑎 لٌكن الزوج  𝑏  عنصرا من 𝐸2.  

  .𝐸 قانون تركٌب داخلً فً ⊥و بالتالً 

 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐸2    ⟺    𝑎 ≠
1

 2
𝑏    و   ≠

1

 2
 

⟺    𝑎 2 − 1 ≠ 𝑏 2    و    0 − 1 ≠ 0 

⟺     𝑎 2 − 1   𝑏 2 − 1 ≠ 0 

⟺    
−1

 2
 𝑎 2 − 1   𝑏 2 − 1 ≠ 0 

⟺    
1

 2
−

1

 2
 𝑎 2 − 1   𝑏 2 − 1 ≠

1

 2
 

⟺    𝑎 ⊥ 𝑏 ≠
1

 2
 

⟺    𝑎 ⊥ 𝑏 𝜖 ℝ\  
1

 2
  

  .𝐸 فً ⊥ العنصر المحاٌد للقانون 𝑒لٌكن 
;   𝑥𝜖𝐸∀ :  ٌعنً    𝑥 ⊥ 𝑒 = 𝑒 ⊥ 𝑥 = 𝑥   

;   𝑥𝜖𝐸∀ :  ٌعنً    𝑥 + 𝑒 − 𝑥𝑒  2 = 𝑥   

;   𝑥𝜖𝐸∀ :  ٌعنً    𝑒 1 − 𝑥  2 = 0   

  .𝐸 قانون تبادلً فً ⊥إذن 

       تبادلٌا و تجمٌعٌا⊥  زمرة تبادلٌة ٌكفً أن ٌكون  ⊥,𝐸 لكً تكون  

 𝐸 مماثلا من 𝐸 و أن ٌقبل كل عنصر من 𝐸و أن ٌقبل عنصرا محاٌدا فً 

,𝑎 لٌكن الزوج  . 𝑏  عنصرا من 𝐸2.  

𝑎 ⊥ 𝑏 =
1

 2
−

1

 2
 𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1                     ∶  لدٌنا  

=
1

 2
−

1

 2
 𝑏 2 − 1  𝑎 2 − 1    

= 𝑏 ⊥ 𝑎   

𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏 =  𝐼 +
𝑎

 2
𝐴  𝐼 +

𝑏

 2
𝐴  

= 𝐼 +
𝑏

 2
𝐴 +

𝑏

 2
𝐴 +

𝑎𝑏

2
𝐴2 

= 𝐼 +
𝑏

 2
𝐴 +

𝑏

 2
𝐴 +

𝑎𝑏

2
 −2𝐴  

= 𝐼 +  
𝑏

 2
+
𝑎

 2
− 𝑎𝑏 𝐴 

= 𝐼 +
 𝑏 + 𝑎 − 𝑎𝑏 2 

 2
𝐴 

= 𝑀 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 2  

= 𝑀 𝑎 ⊥ 𝑏  

:  و للتؤكد من أن 
𝑥

𝑥 2−1
≠

1

 2
   

𝑥 2:  نفترض التساوي إذن  = 𝑥 2 − 1   

0و منه   =  .  و هذا تناقض واضح 1−

𝑥فإن       𝜖 𝐸 بما أن   ≠
1

 2
.   

1:  ٌعنً  − 𝑥 2 ≠ 𝑒  و منه  0 = 0.   

  .𝐸 فً ⊥ هو العنصر المحاٌد للقانون 0  فإن 𝜖 𝐸 0و بما أن  

  .𝐸 فً ⊥ مماثله بالنسبة للقانون 𝑦 و 𝐸 عنصرا من 𝑥لٌكن 

⟺    𝑥 ⊥ 𝑦 = 𝑦 ⊥ 𝑥 = 0 

⟺    𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦  2 = 0 

⟺    𝑦 1 − 𝑥 2 = −𝑥 

⟺    𝑦 =
−𝑥

1 − 𝑥 2
=

𝑥

𝑥 2 − 1
 

 و هو  𝐸 ٌقبل مماثلا من 𝐸 من 𝑥ٌعنً أن كل 
𝑥

𝑥 2−1
  .⊥  بالنسبة لـ 

 .  زمرة تبادلٌة  ⊥,𝐸  :  خلاصة

:  إذن 
𝑥

𝑥 2−1
≠

1

 2
:  أي    

𝑥

𝑥 2−1
 𝜖 𝐸   

𝐈𝐈 التمرين الأول  1 أ 

𝐴2:  إذن  = −2𝐴   

𝐴2 =  
−1 1
1 −1

 ×  
−1 1
1 −1

 =  
2 −2
−2 2

  

= −2  
−1 1
1 −1

 = −2𝐴 

𝑀 𝑎 = 𝐼 +
𝑎

 2
𝐴  ∶  إذن   

= 𝑀 𝑎                         : و لدٌنا كذلك 
1

 2
  

2 − 𝑎 𝑎

𝑎  2 − 𝑎
    

=
1

 2
  2 0

0  2
 +

1

 2
 
−𝑎 𝑎
𝑎 −𝑎

  

=  
1 0
0 1

 +
𝑎

 2
 
−1 1
1 −1

  

= 𝐼 +
𝑎

 2
𝐴 

𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 = 𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏  

=  𝐼 +
𝑎

 2
𝐴  𝐼 +

𝑏

 2
𝐴  

= 𝐼 +  
𝑏

 2
 𝐴 +  

𝑎

 2
 𝐴 +  

𝑎𝑏

 2
 𝐴2 

;    𝑥 ≠
1

 2
 

𝑥 

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐹لكً ٌكون 

;  𝑀 𝑎 ,𝑀 𝑏  𝜖 𝐹 ∀:  ٌكفً أن نبٌن أن    𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏  𝜖 𝐹   

 .حقٌقٌة   و ذات معاملات2 مصفوفة مربعة من الرتبة  𝑀 𝑎فً البداٌة نلاحظ أن 

   . ℳ2 ℝ جزء غٌر فارغ من  𝐹إذن المجموعة 

  .𝐹  مصفوفتٌن من  𝑀 𝑏  و   𝑀 𝑎لتكن  
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× 𝜑 𝑎:  إذن  𝜑 𝑏 = 𝜑 𝑎 ⊥ 𝑏    
   . ×,𝐹   نحو   ⊥,𝐸  تشاكل من  𝜑و هذا ٌعنً أن 

 . تقابلا ٌكفً أن ٌكون شمولٌا و تباٌنٌا 𝜑لكً ٌكون التطبٌق 
  .𝐹 مصفوفة من 𝑆لتكن  : الشمولية

;   𝐹  :  ∃ 𝑎 𝜖 𝐸إذن حسب تعرٌف المجموعة    𝑆 = 𝑀 𝑎    
;   𝜑  :  ∃ 𝑎 𝜖 𝐸و منه حسب تعرٌف التطبٌق    𝑆 = 𝜑 𝑎    

   . ×,𝐹   نحو   ⊥,𝐸  تطبٌق شمولً من  𝜑و بالتالً 
= 𝜑 𝑎 بحٌث  𝐸 عنصرٌن من 𝑏 و 𝑎لٌكن  : التباينية 𝜑 𝑏 .   

= 𝑀 𝑎:   نكتب 𝜑إذن حسب تعرٌف التطبٌق  𝑀 𝑏    

𝐼 :  ٌعنً  +
𝑎

 2
𝐴 =  𝐼 +

𝑏

 2
𝐴  .   إذن   𝑎 =.   

 . تطبٌق تباٌنً 𝜑إذن 

   . ×,𝐹   نحو   ⊥,𝐸  تقابل من  𝜑و بالتالً 

   . ×,𝐹   نحو   ⊥,𝐸  تشاكل تقابلً من  𝜑 : خلاصة

𝐈𝐈 التمرين الأول  2 ة 

نعلم أن التشاكل التقابلً ٌحافظ على البنٌة الجبرٌة لمجموعة الانطلاق 

 .و ٌحولها إلى مجموعة الوصول و عكسٌا كذلك 

 انطلاقا من البنٌة للمجموعة  ×,𝐹 نستنتج إذن البنٌة الجبرٌة للمجموعة 

 𝐸,⊥  ًعبر التشاكل التقابل 𝜑.  

 . 0 هو ⊥  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالقانون  ⊥,𝐸 لدٌنا  

  ٌقبل مماثلا و هو  𝐸  من  𝑥و كل عنصر 
𝑥

𝑥 2−1
 .   

            𝜑 0 هو ×  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالقانون  ×,𝐹 إذن  

𝜑 ٌقبل مماثلا و هو  𝐹 من  𝑀 𝑦و كل عنصر   
𝑦

𝑦 2−1
 .   

𝐈 التمرين الثاني  1 أ 

𝐈 التمرين الثاني 1 ة 

𝐈 التمرين الثاني 2 أ 

نعلم أن كل عدد حقٌقً ٌكون دائما مساوٌا لمرافقه و سوف نستغل هذه 

الخاصٌة لكً نبرهن على أن 
𝑣

 . عددا حقٌقٌا 

 :  لدٌنا 
𝑢

𝑣
 

     
=  

𝑎+𝑖

𝑎𝑖+1
 

        
=

𝑎 −𝑖

1−𝑖𝑎 
   

= 𝑎 بما أن   = 𝑎   فإن  1  𝑎𝑎 = 1.   

𝐈 التمرين الثاني 2 ة 

𝐈 التمرين الثاني 2 ج 

      .𝐼 هو ×  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالقانون  ×,𝐹 و بالتالً  

 𝑀 ٌقبل مماثلا و هو العنصر  𝐹  من  𝑀 𝑦و كل عنصر  
𝑦

𝑦 2−1
   

 :  و للتؤكد من صحة الجواب  .

 
 
 

 
 

 

𝜑 0 = 𝐼 +
0

 2
𝐴 = 𝐼                                                             

𝜑 
𝑦

𝑦 2 − 1
 = 𝐼 +

𝑦

 2 𝑦 2 − 1 
 𝐴 = 𝑀 

𝑦

𝑦 2 − 1
 

  

𝑀 𝑦 × 𝑀 
𝑦

𝑦 2 − 1
 =  𝐼 +

𝑦

 2
𝐴  𝐼 +

𝑦

2𝑦 −  2
𝐴  

= 𝐼 +  
𝑦

 2
 𝐴 +  

𝑦

2𝑦 −  2
 𝐴 +  

𝑦2

 2 2𝑦 −  2 
 𝐴2 

= 𝐼 +  
𝑦

 2
 𝐴 +  

𝑦

 2  2𝑦 − 1 
 𝐴 −  

2𝑦2

2 2𝑦 −  2 
 𝐴 

= 𝐼 +  
2  2𝑦 − 1 𝑦 + 2𝑦 − 2 2𝑦2

2  2𝑦 − 1  2
 𝐴 

= 𝐼 +  
2 2𝑦2 − 2𝑦 + 2𝑦 − 2 2𝑦2

2  2𝑦 − 1  2
 𝐴 

= 𝐼 + 0 × 𝐴 = 𝐼 

𝑎 و هذا ٌعنً أن العدد العقدي   + 𝑖  حل للمعادلة   𝐸 .  

                                                                 : إذن نستنتج أن 

 𝑎 + 𝑖 2 −  1 + 𝑎  1 + 𝑖  𝑎 + 𝑖 + 𝑖 1 + 𝑎2 = 0   

 :نختار التعمٌل . للإجابة على هذا السإال ٌمكن استعمال النشر أو التعمٌل 
 𝑎 + 𝑖 2 + 𝑖 1 + 𝑎2 =  𝑎 + 𝑖 2 + 𝑖 𝑎2 − 𝑖2  

=  𝑎 + 𝑖  𝑎 + 𝑖 + 𝑖 𝑎 − 𝑖  𝑎 + 𝑖  

=  𝑎 + 𝑖  𝑎 + 𝑖 +  𝑎𝑖 + 1  𝑎 + 𝑖  

=  𝑎 + 𝑖  𝑎 + 𝑖 + 𝑎𝑖 + 1  
=  𝑎 + 𝑖  𝑎 + 1  𝑖 + 1  

𝑎𝑧2 هما حلا المعادلة  𝑣 و 𝑢إذا كان  : تذكير + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0.   

𝑢𝑣:  فإن  =
𝑐

𝑎
𝑢  و   + 𝑣 =

−𝑏

𝑎
.   

𝑢:  إذن   . 𝐸  هما حلا المعادلة 𝑣 و 𝑢لدٌنا  + 𝑣 =
 1+𝑎  1+𝑖 

1
   

               f                      : بقٌمته فً هذه الكتابة نجد 𝑢نعوض 

                                   𝑖 + 𝑎 + 𝑣 =  1 + 𝑎  1 + 𝑖    

𝑣                               :و منه  =  1 + 𝑎  1 + 𝑖 −  𝑖 + 𝑎    

= 1 + 𝑖 + 𝑎 + 𝑎𝑖 − 𝑖 − 𝑎 
= 1 + 𝑎𝑖 

 و هذا ٌعنً أن العدد  
𝑢

𝑣
 .  عدد حقٌقً  

 :   نجد 𝑖نضرب بسط و مقام النتٌجة الأخٌرة فً العدد العقدي 

 
𝑢

𝑣
 

     
=
 1 − 𝑎𝑖 × 𝑖

 𝑎 − 𝑖 × 𝑖
=
𝑎 + 𝑖

𝑎𝑖 + 1
=
𝑢

𝑣
     

 
𝑢

𝑣
 

     
=  

𝑢

𝑣
    ∶  إذن  

= 𝑎:  و منه 
1

𝑎
    

𝑢

𝑣
 

     
=
𝑎 − 𝑖

1 − 𝑎 𝑖
=

1
𝑎
− 𝑖

1 − 1
𝑎
𝑖

=
1 − 𝑎𝑖

𝑎 − 𝑖
   ∶  إذن  

𝑢2 =  𝑎 + 𝑖 2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑖 − 1   = 𝑎  𝑎 + 2𝑖 −
1

𝑎
  

= 𝑎 𝑎 + 2𝑖 − 𝑎   = 𝑎  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖  

= 𝐼 +  
𝑏

 2
 𝐴 +  

𝑎

 2
 𝐴 +  

𝑎𝑏

 2
  −2𝐴  

= 𝐼 +  
𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 2

 2
 𝐴 

= 𝐼 +  
𝑎 ⊥ 𝑏

 2
 𝐴 

= 𝑀 𝑎 ⊥ 𝑏  

= 𝜑 𝑎 ⊥ 𝑏  

𝑏 

𝑢 

𝑧:  بصفة عامة لدٌنا  − 𝑧 = 2𝑖 𝔗𝑚 𝑧    
𝑢2 :  (و لدٌنا حسب السإال ب = 𝑎  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖    

𝑎:  و لدٌنا  − 𝑎 + 2𝑖 = 2𝑖 𝔗𝑚 𝑧 + 2𝑖 = 2𝑖  𝔗𝑚 𝑎 + 1    

arg 𝑎:  إذن  − 𝑎 + 2𝑖 ≡ arg 2𝑖 + arg 𝔗𝑚 𝑎 + 1   2𝜋    

≡ arg 2𝑖 عدد تخٌلً صرف إذن  2𝑖لدٌنا 
𝜋

2
  2𝜋 .   

+ 𝔗𝑚 𝑎 و لدٌنا   + arg 𝔗 𝑎إذن  .   عدد حقٌقً  1 1 ≡ 0  2𝜋    

2:  و بالتالً  . arg 𝑎 ≡ arg 𝑎 +
𝜋

2
  2𝜋 .   

≡ arg 𝑎:  و منه 
1

2
arg 𝑎 +

𝜋

4
  𝜋 .   

⟹    arg 𝑢2 ≡ arg 𝑎 𝑎 − 𝑎  + 2𝑖   2𝜋  
⟹    2 arg 𝑢 ≡ arg 𝑎 + arg  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖   2𝜋  



A 

 

  

 

𝓞 −𝟐 − 𝟑  𝟑 𝟐 

−𝟐 

𝟐 

𝐇 𝐢  

𝐇  −𝐢  

𝐀 

𝐁 

𝐂 

 𝑬 𝟖

 𝟕

  

 𝑬𝟒  
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𝐈𝐈  1 التمرين الثاني 

𝐈  3 التمرين الثاني 

 .سوف نستعمل فً هذا السإال المتفاوتة المثلثٌة 

𝑢 :  لدٌنا  + 𝑖𝑣 ≤  𝑢 +  𝑖𝑣 .   

𝑎 :  إذن  + 𝑖 + 𝑖 − 𝑎 ≤  𝑢 +  𝑣 .   

≥ 2𝑖 :  و منه   𝑢 +  𝑣 .   
2:  و بالتالً  ≤  𝑢 +  𝑣 .   

  .𝑖− صورة  𝐻 و 𝑖 صورة العدد العقدي 𝐻لتكن 
  .𝑎 صورة العدد العقدي 𝑀و لتكن 
+ 𝑢 لدٌنا    𝑣 = 𝑚  إذن   𝑎 + 𝑖 +  𝑎𝑖 + 1 = 𝑚.   

𝑎𝑖 :  نرٌد أن نبٌن أن  + 1 =  𝑎 − 𝑖 .   
𝑎𝑖:  لدٌنا  + 1 = 𝑖 𝑎 − 𝑖 .   
𝑎𝑖 :  إذن  + 1 =  𝑖 𝑎 − 𝑖  =  𝑖  𝑎 − 𝑖 =  𝑎 − 𝑖 .   
𝑎 :  إذن  + 𝑖 +  𝑎 − 𝑖 = 𝑚.   

𝑎 :  و منه   −  −𝑖  +  𝑎 − 𝑖 = 𝑚.   

𝐻 𝑀:  أي  + 𝐻𝑀 = 𝑚   

𝐻 𝐻:   إهلٌلج ٌكفً أن نتحقق من أن  𝐸𝑚 و لكً تكون مجموعة النقط  ≤ 𝑚.   

𝐻 𝐻:  لدٌنا  =  𝑖 −  −𝑖  =  2𝑖 = 2   

𝑚و لدٌنا حسب المعطٌات   ≥ 𝐻 𝐻  إذن  2 ≤ 𝑚.   

𝐸𝑚 و بالتالً   .  𝐻 𝐻  إهلٌلج مركزه هو منتصف القطعة  

 . أصل المعلم 𝑂أي النقطة 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 ة 

  𝐸4  إهلٌلج ٌتمٌز بالعناصر التالٌة . 

  مركزه𝑂  

   رإوسه𝐴  3, ,𝐵 − 3  و   0     𝐷 0,−2  و   𝐶 0,2  و   0

   و   0,1 بإرتاه  𝐻  0,−1 .   

   تباعده المركزي𝑒 =
𝑐

𝑏
=

1

2
.   

𝐈𝐈  3 التمرين الثاني 

𝐸𝑚 بما أن   . إهلٌلج  

  .𝑏 و 𝑎لنحدد الأن قٌمتً العددٌن 

𝑚لدٌنا   = 2𝑏  إذن  𝑏 =
𝑚

2
𝑏2  و منه   =

𝑚2

4
.    

𝐸𝑚  :    فإن معادلته الدٌكارتٌة تُكتب على الشكل    ∶   
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 

,3  لدٌنا      . 𝐵 0,2  و   0

 . هو الأرتوب عند الأصل 𝑞 هو المٌل و 𝑝بحٌث 

 :   و التً تُكتب فً شكلها المختصر التالً  𝐴𝐵 لنحدد معادلة المستقٌم 

 𝐴𝐵  ∶    𝑦 = 𝑝𝑥 + 𝑞 

𝑝:  إذن  =
𝑦𝐵−𝑦𝐴

𝑥𝐵−𝑥𝐴
=

2

− 3
=

−2 3

3
   

 :  نحصل على 28نضرب طرفً المعادلة فً العدد 

⟺    7𝑥 2 − 2 7𝑥  3 3 +  3 3 
2

= 0 

⟺    7𝑥 − 3 3 
2

= 0 

⟺   7𝑥 − 3 3 = 0 

⟺   𝑥 =
3 3

7
 

𝑦 :    نجد  𝐴𝐵  فً معادلة 𝑥نعوض  =
−2 3

3
∙

3 3

7
+ 2 =

8

7
 

𝑐:  و نعلم كذلك أن  =
𝐻 𝐻

2
= 𝑐2  و  1 = 𝑏2 − 𝑎2.   

𝑎2:  إذن  = 𝑏2 − 𝑐2   

𝐸𝑚 المعادلة الدٌكارتٌة للإهلٌلج : و بالتالً   :     هً  

 𝐸𝑚   ∶   
𝑥2

 
𝑚2

4
− 1 

+
𝑦2

 
𝑚2

4
 

= 1 

 𝐸𝑚   ∶   𝑥2 +  1 −
4

𝑚2
 𝑦2 =  

𝑚2

4
− 1  ∶  أي  

∶ 𝐴𝐵 :  و منه  𝑦 =
−2 3

3
 𝑥 + 𝑞   

  . 𝐴𝐵   نقطة من المستقٌم  𝐵 0,2و لدٌنا  

2:  إذن  =
−2 3

3
× 0 + 𝑏 .   أي  :𝑏 = 2   

∶ 𝐴𝐵 :  و بالتالً  𝑦 =
−2 3

3
 𝑥 + 2   

𝐸  مماسا للإهلٌلج  𝐴𝐵 لكً ٌكون  8

 7

 ٌكفً أن نحدد نقطة تقاطع   

 𝐴𝐵   و   𝐸 8

 7

𝐸   ثم نحدد بعد ذلك معادلة المماس للاهلٌلج   8

 7

  

  𝐴𝐵 فً تلك النقطة و نبٌن أن تلك المعادلة ما هً إلا معادلة المستقٌم 

. 

𝐸  و  𝐴𝐵 لتحدٌد نقط تقاطع  8

 7

 : نحل النظمة التالٌة  

𝐸  بقٌمته فً معادلة 𝑦نعوض  8

 7

 :   نحصل على  

 ( :  أ (2على بركة الله، لدٌنا حسب السإال 

 𝐸 8

 7

   ∶    𝑥2 +

 

 
 

1 −
4

 
8

 7
 

2

 

 
 
𝑦2 =

 

 
 
 

8

 7
 

2

4
− 1

 

 
 

 

 𝐸 8

 7

   ∶    𝑥2 +
9

16
𝑦2 =

9

7
 ∶  أي    

 
 

 
 

𝑥2 +
9

16
𝑦2 =

9

7

𝑦 =
−2 3

3
𝑥 + 2

  

𝑥2 +
9

16
 
−2 3

3
𝑥 + 2 

2

=
9

7
 

⟺   𝑥2 +
9

16
 

4

3
𝑥2 + 4 −

8 3

3
𝑥 =

9

7
 

⟺   𝑥2 +
3

4
𝑥2 +

9

4
−

3 3

3
𝑥 =

9

7
 

⟺   
7

4
𝑥2 −

3 3

3
𝑥 +

27

28
= 0 

𝐸 من جهة أخرى لدٌنا معادلة المماس لـ  8

 7

  فً النقطة   
3 3

7
,

8

7
   

𝑥𝑥0:  تُكتب بصفة عامة على شكل  +
9

16
𝑦𝑦0 =

9

7
   

𝑦0:  بحٌث  =
8

7
𝑥0  و   =

3 3

7
  

. 
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 التمرين الثالث 1 أ 

تتوقف محركات خوارزمٌة أقلٌدس عن العمل فور الحصول على باقً منعدم 

  .1 هو آخر غٌر منعدم هو 195 و 232و القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 

195:  و بالتالً  ∧ 232 = 1   

 التمرين الثالث  1 ة 

 (أو الحل الخاص  )فً البداٌة وجب علٌنا البحث عن الحل البدٌهً 

 . و ذلك من خلال نتائج القسمات المتتالٌة لخوارزمٌة أقلٌدس  𝐸 للمعادلة 

 التمرين الثالث 1 ج 

 

𝓞 −𝟐 − 𝟑  𝟑 𝟐 

−𝟐 

𝟐 

𝐇 𝐢  

𝐇  −𝐢  

𝐀 

𝐁 

𝐂 

𝐃 

𝟑 𝟑

𝟕
 

𝟖

𝟕
 

 𝐀𝐁  

 𝑬 𝟖

 𝟕

  

 𝑬𝟒  

 :  الطريقة هي كالتالي 

 ننطلق من المرحلة الخامسة 

  10 بالتعبٌر  3و نعوض − 1 ×  .  ثم نبسط 7

  37 بالتعبٌر  7و نعوض − 3 ×  .  ثم نبسط 10

  195 بالتعبٌر  10و نعوض − 5 ×  .  ثم نبسط 37

  232 بالتعبٌر  37و نعوض − 1 ×  .  ثم نبسط 195

1                                               : إلى العمل  = 7 − 2 × 3 
= 7 − 2 10 − 1 × 7  
= 3 × 7 − 2 × 10 

⟹    1 = 3 × 7 − 2 × 10 
= 3 ×  37 − 3 × 10 − 2 × 10 
= 3 × 37 − 11 × 10 

⟹    1 = 3 × 37 − 11 × 10 
= 3 × 37 − 11 ×  195 − 5 × 37  
= 58 × 37 − 11 × 195 

⟹    1 = 58 × 37 − 11 × 195 
= 58 ×  232 − 1 × 195 − 11 × 195 
= 58 × 232 − 69 × 195 

⟹    1 = 58 × 232 − 69 × 195 

   . 58−,69− إذن الحل الخاص للمعادلة هو الزوج  
  . 𝐸 سوف نحدد الآن صٌغة الحل العام للمعادلة 

  . 𝐸  الحل العام للمعادلة  𝑥,𝑦 لٌكن 

  :  لدٌنا 
195𝑥 − 232𝑦 = 1                  

195 −69 − 232 −58 = 1
    

𝑥 195     ∗ :  ٌعنً  + 69 = 232 𝑦 + 58 .   

 :ننجز عملٌة الطرح بٌن هاتٌن المتساوٌتٌن نحصل على 

195 𝑥 + 69 − 232 𝑦 + 58 = 0 

𝑦 232 ٌقسم الجداء  195من هذه الكتابة نستنتج أن  + 58 .   
195و بما أن   ∧ 232 =                     𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  فإنه حسب 1

𝑦  ٌقسم  195نستنتج أن  + 58 .   
;   ℞𝑘′𝜖∃ :  إذن    𝑦 + 58 = 195𝑘′.   

𝑦:  ٌعنً  = 195𝑘′ − 58   
:   نحصل على  ∗  فً النتٌجة 𝑦 نعوض 𝑥لإٌجاد 

195 𝑥 + 69 = 232 195𝑘′    
𝑥:  ٌعنً  = 232𝑘′ − 69.   

            التً تُكتب على شكل2℞عكسٌا نبرهن أن جمٌع الأزواج من 

 232𝑘 + 163  ;   195𝑘 +    . 𝐸   هً حلول للمعادلة   137

𝑘نضع   = 𝑘′ −  :      فنحصل على 1

  
𝑥 = 232 𝑘 + 1 − 69 = 232𝑘 + 163
𝑦 = 195 𝑘 + 1 − 58 = 195𝑘 + 137

  

 :   هً  𝐸 و بالتالً مجموعة حلول المعادلة 

𝑆 =    232𝑘 + 163  ;   195𝑘 + 137   ;   𝑘𝜖℞   

232𝑘 195 :    و بالفعل لدٌنا  + 163 − 232 195𝑘 + 137  
= 45240𝑘 + 31785 − 45240𝑘 − 31784 
= 31785 − 31784 
= 1 

  .  و هذه الكتابة الأخٌرة هً بالفعل معادلة المستقٌم 

𝐸  هو المماس لـ   𝐴𝐵 و بالتالً  8

 7

   فً النقطة   
3 3

7
,

8

7
 .   

                            :إذن معادلة المماس هً 
3 3

7
𝑥 +

9

16
∙ 𝑦 ∙

8

7
=

9

7
   

⟺    
3 3

7
𝑥 +

9

14
𝑦 =

9

7
 

⟺    𝑦 = 2−
2 3

3
𝑥 

خوارزمٌة أقلٌدس هً الآلة التً سوف نوظفها لتحدٌد القاسم المشترك 

الأكبر لعددٌن، هذه الآلة تستقبل عددٌن و تنتج فً الأخٌر قاسمهما المشترك 

 :و داخل هذه الآلة نجد المراحل التالٌة . الأكبر

 :    المرحلة الأولى
232 195
37 1

  ⇜ غٌر منعدم إذن نواصل 37    

 :    المرحلة الثانية
195 37
10 5

  ⇜ غٌر منعدم إذن نواصل 10    

 :    المرحلة الثالثة
37 10
7 3

  ⇜ غٌر منعدم إذن نواصل 7    

 :    المرحلة الرابعة
10 7
3 1

  ⇜ غٌر منعدم إذن نواصل 3    

 :    المرحلة الخامسة
7 3
1 2

  ⇜ غٌر منعدم إذن نواصل 1    

 :    المرحلة السادسة
3 1
0 3

  ↻ منعدم إذن نتوقف 0    

 :   النتائج 

  37 :  (1المرحلة = 232 − 1 × 195.   

  10 :  (2المرحلة = 195 − 5 × 37.   

  7 :  (3المرحلة = 37 − 3 × 10.   

  3 :  (4المرحلة = 10 − 1 × 7.   

  1 :  (5المرحلة = 7 − 2 × 3.   

  6المرحلة)  : 𝑊𝑜𝑜𝑤  𝑆𝑡𝑜𝑝.   

0:  لدٌنا  ≤ 𝑑 ≤ 0:    إذن 232 ≤ 163 + 232𝑘 ≤ 232.   
0,7−:  أي  ≤ 𝑘 ≤ 0,2.    

  .0 هو 0,7− و 0,2العدد الصحٌح النسبً الوحٌد المحصور بٌن 
𝑑:  إذن  = 163 + 232 × 0 = 163  

. 

195𝑑 ≡ 1  232    ⟺    232/ 195𝑑 − 1  
⟺    ∃ 𝑏 𝜖 ℞  ;   232𝑏 = 195𝑑 − 1 
⟺    ∃ 𝑏 𝜖 ℞  ;   195𝑑 − 232𝑏 = 1 
⟺      𝑑, 𝑏  𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒   𝐸  

⟺      ∃ 𝑘 𝜖 ℞    ;     
𝑑 = 163 + 232𝑘
𝑏 = 137 + 195𝑘

  

𝐴𝐵 
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 التمرين الثالث 2  

     ٌكفً أن نتحقق من أن جمٌع الأعداد الأولٌة التً مربعاتها أصغر من 

و بالفعل لدٌنا الاعداد التً مربعاتها  . 233 لا تقسم العدد 233أو تساوي 

           . 13 و 11 و 7 و 5 و 3 و 2:  هً 233أصغر من أو تساوي 

 . عدد أولً 233إذن  . 233و لا أحد من هذه الأعداد ٌقسم 

 التمرين الثالث 3 أ 

= 𝑓 𝑎  حٌث   𝐴\ 0 عنصرٌن من  𝑏 و 𝑎لٌكن  𝑓 𝑏 .   

  :  لدٌنا 
𝑎195 ≡ 𝑓 𝑎   233 

𝑏195 ≡ 𝑓 𝑏   233 
    

= 𝑎 بما أن   𝑓 𝑏       فإن 𝑎195 ≡ 𝑏195   233 .   

𝑎195𝑑:  و منه  ≡ 𝑏195𝑑   233 .   

195𝑑و لدٌنا   ≡ 195𝑑:    ٌعنً  232  1 = 232𝑘 + 1   

𝑎232𝑘+1:  إذن  ≡ 𝑏232𝑘+1  233 .   
𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡  : 𝑎232من جهة أخرى لدٌنا حسب مبرهنة  ≡ 1  233 .   

𝑎232𝑘:  إذن  ≡ 𝑎232𝑘+1     1 :  و منه   .  233  1 ≡ 𝑎  233   

𝑏232𝑘+1     2 :  بنفس الطرٌقة نجد  . ≡ 𝑏  233 .   

𝑎232𝑘+1:  بما أن  ≡ 𝑏232𝑘+1  233  فإن    :𝑎 ≡ 𝑏  233 .   

  .(2)و  (1)و ذلك باستعمال النتٌجتٌن 

𝑎  قاسم للعدد 233نستنتج إذن أن  − 𝑏 .  
   . 𝑏 𝜖 𝐴\ 0  و   𝑎 𝜖 𝐴\ 0:  لدٌنا 

0:  ٌعنً  < 𝑎 ≤ 0  و  232 < 𝑏 ≤ 232.   

𝑎 :  و منه  − 𝑏 ≤ 232 < 233.   

𝑎  ٌقسم عددا أصغر منه و هو  233نلاحظ أن  − 𝑏 .   
𝑎 :  إذن  − 𝑏 = 𝑎:  و بالتالً   . 0 = 𝑏.   

𝑎فً حالة   =   .233 على 0195 هو باقً القسمة الأقلٌدٌة للعدد  𝑓 0  لدٌنا 0

= 𝑓 0:  ٌعنً  𝑏:    أي 0 = 0.   

𝑎:  نحصل على الإستلزام التالً  = 𝑏  ⟹   𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏    
 .  تطبٌق تباٌنً 𝑓 :  خلاصة

 التمرين الثالث 3 ة 

= 𝑓 𝑎 بحٌث  𝐴 عنصرٌن من 𝑏 و 𝑎لٌكن  𝑏.   

𝑎195:  لدٌنا  ≡ 𝑓 𝑎   233  .   إذن  :𝑎195 ≡ 𝑏  233 .   

𝑎195𝑑:  و منه  ≡ 𝑏𝑑   233  .   
195𝑑:  و بما أن  − 232𝑏 = 1.   

𝑎1+232𝑏     1 :  فإن  ≡ 𝑏𝑑   233 .   

𝑎232:  من جهة أخرى لدٌنا  ≡ 𝑎232𝑏:    إذن  233  1 ≡ 1 233    
𝑎:  ٌعنً  ∙ 𝑎232𝑏 ≡ 𝑎  233  .   ً2 :  ٌعن   𝑎1+232𝑏 ≡ 𝑎 233   

𝑎:  نستنتج أن  (2)و  (1)من  . ≡ 𝑏𝑑   233 .   

𝑑و نعلم أن   = 𝑎  إذن  163 ≡ 𝑏163   233 .   

𝑎و بما أن   <   .233 على 𝑏163 هو باقً القسمة الأقلٌدٌة للعدد 𝑎  فإن 233

𝑎  قاسم للعدد  233و منه  − 𝑏163 .   
𝑎 بحٌث  ℞ من 𝑘إذن ٌوجد  = 𝑏163 + 233𝑘.   

 التمرين الثالث 3 ج 

𝐈  1  التمرين الرابع 

  .𝑔 قٌمة دنوٌة للدالة 0نلاحظ حسب هذا الجدول أن 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  إذن    𝑔 𝑥 ≥ 0.   

𝐈  2 التمرين الرابع 

,∞−  دالة تناقصٌة قطعا على المجال  𝑔لدٌنا  0 .   
𝑥∀ :  إذن  < 0   ;   𝑔 𝑥 > 0.   

,0  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال 𝑔و لدٌنا  +∞ .  
𝑥∀ :  إذن  > 0   ;   𝑔 𝑥 > 0.   

  .0 هً 𝑔 هو العنصر الوحٌد الذي صورته بالدالة 0و لدٌنا 
𝑥∀ :  إذن  ≠ 0   ;   𝑔 𝑥 ≠ 0.   

= 𝑔 𝑥 هو الحل الوحٌد للمعادلة  0و هذا ٌعنً أن  0.   

𝐈𝐈  1 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  2 التمرين الرابع 

= 𝑔 𝑥:  لدٌنا  . ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن  1 +  𝑥 − 1 𝑒𝑥.   
= 𝑔′ 𝑥:  إذن  𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 𝑥 − 1 = 𝑥𝑒𝑥.   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  بما أن    𝑒𝑥 > 0.   
  .𝑥 متعلقة فقط بإشارة  𝑔′ 𝑥فإن إشارة 

𝑥إذا كان   = = 𝑔′ 𝑥  فإن  0 0.   
𝑥إذا كان   > < 𝑔′ 𝑥  فإن  0 0.   

𝑥إذا كان   < > 𝑔′ 𝑥  فإن  0 0.   

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 = lim

𝑥→+∞
 

1

𝑒𝑥

𝑥
−

1
𝑥

 = 0 

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 + 𝑥 = 0 +  +∞ = +∞ 

  .𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒تذكٌر بمشتقة الدالة 

;   𝑥0 𝜖 ℝ ∀ :  نعلم أن     𝑒𝑥0 ′  =   𝑒𝑥0   

lim
𝑥→𝑥0

 
𝑒𝑥 − 𝑒𝑥0

𝑥 − 𝑥0
 = 𝑒𝑥0   ∶  و هذا ٌعنً  أن

 :  و نلخص النتائج فً الجدول التالً 

0 𝑥 

0 

−∞ +∞ 

1 
𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 − 

+∞ 

 تباٌنً 𝑓أن التطبٌق ( ب (3و ( أ (3نستنتج من خلال نتٌجتً السإالٌن 

إذن فهو تقابل و تقابله العكسً نستنتجه من  . 𝐴 نحو 𝐴و شمولً من 

𝑓  .(جواب السإال ب ∶   𝐴 ⟶ 𝐴                                          

𝑎  ⟶   𝑓 𝑎 ≡ 𝑎195 233 
 

𝑓−1 ∶   𝐴 ⟶ 𝐴                                                  

𝑏  ⟶   𝑓−1 𝑏 ≡ 𝑏163 233 
 

lim
𝑥→−∞

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 1 +  𝑥 − 1 𝑒𝑥               ∶  و لدٌنا   

= lim
𝑥→−∞

 1 + 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥  

= 1 + 0 − 0 = 1 

lim
𝑥→+∞

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 1 +  𝑥 − 1 𝑒𝑥              ∶  و لدٌنا   

= 1 +  +∞− 1  +∞  

= +∞ 

 . بجوار الصفر 𝑓نستغل إذن هذه الملاحظة لحساب نهاٌة 

 . دالة متصلة فً الصفر 𝑓إذن 

lim
𝑥→0

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0

 
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 = lim

𝑥→0
 

1

𝑒𝑥 − 𝑒0

𝑥 − 0

  

=
1

lim
𝑥→0

 
𝑒𝑥 − 𝑒0

𝑥 − 0
 

=
1

𝑒0
=

1

1
= 1 = 𝑓 0  

𝑓 



A 

 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+ 2007أجوبة امتحان الدورة العادية  𝟏𝟒𝟓 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 ة 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 ة 

 . عددا حقٌقٌا و نفصل بٌن ثلاث حالات 𝑥لٌكن 
= 𝑥  موجب ٌعنً  𝑥إذا كان  : الحالة الأولى 𝑥.   

+ 𝑥 لدٌنا   𝑥 = 2𝑥  و  𝑥 −  𝑥 = 0.   
0لٌكن   ≤ 𝑡 ≤ 𝑥  إذن  𝑒−𝑥 ≤ 𝑒−𝑡 ≤ 𝑒0.   

𝑡𝑒−𝑥:   أي  ≤ 𝑡𝑒−𝑡 ≤ 𝑡  

∫ندخل التكامل   𝑑𝑡
𝑥

0
0  على هذه الدوال المتصلة حٌث  ≤ 𝑥 نجد : 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 ج 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 د 

𝑥نؤخذ   ≠   و نضرب أطراف هذا التؤطٌر فً العدد الموجب قطعا  0
𝑒𝑥

𝑥2  

 : نحصل على 

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;   
𝑥2

2
𝑒
− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒
− 
𝑥− 𝑥 

2
 

 ∶  لدٌنا  

 :    نجد  (إذن باستعمال نتٌجة السإال أ

𝑥2

2
𝑒
− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝑒−𝑥 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒
− 
𝑥− 𝑥 

2
 
  

1

2
∙ 𝑒𝑥 ∙ 𝑒

− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤
 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥 

𝑥2
≤

1

2
∙ 𝑒𝑥 ∙ 𝑒

− 
𝑥− 𝑥 

2
 
  

 :   و بالتالً بعد تبسٌط المٌمنة و المٌسرة نحصل فً الأخٌر على التؤطٌر التالً 

1

2
∙ 𝑒

 
𝑥− 𝑥 

2
 
≤
 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥 

𝑥2
≤

1

2
∙ 𝑒

− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
  

lim
𝑥→0

𝑒
 
𝑥− 𝑥 

2
 

= 𝑒
 

0− 0 
2

 
= 𝑒0 = 1  ∶  لدٌنا  

lim
𝑥→0

𝑒
 
𝑥+ 𝑥 

2
 

= 𝑒
 

0+ 0 
2

 
= 𝑒0 = 1  ∶  و  

 :   كما ٌلً 𝑓نستنتج أذن جدول تغٌرات الدالة 

0 𝑥 −∞ +∞ 

+∞ 

𝑓 

− 𝑓′(𝑥) − 

0 

1 

ℝ∗.  𝑓 عنصرا من 𝑥لٌكن  ′ 𝑥 =  
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 
′

=
 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥𝑒𝑥

 𝑒𝑥 − 1 2
 

=
−1 − 𝑒𝑥 𝑥 − 1 

 𝑒𝑥 − 1 2
=

−𝑔 𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 2
 

;   ∗𝑥 𝜖 ℝ ∀ :  نعلم ان     𝑒𝑥 − 1 2 > 0.   

𝑓إذن إشارة  ′ 𝑥  متعلقة فقط بإشارة 𝑔(𝑥).  

= 𝑔 0:  و لدٌنا  ;   ∗𝑥𝜖ℝ∀   و  0   𝑔 𝑥 > 0.   

𝑓إذن تنعدم الدالة  ′ 𝑥   إذا كان 𝑥 = 0.   

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  و لدٌنا    𝑓 ′ 𝑥 < 0.   

  .∗ℝ تناقصٌة قطعا على 𝑓ٌعنً أن الدالة 

𝑓 ′ 𝑥 =
−𝑔 𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 2
  ;    ∀ 𝑥 𝜖 ℝ∗   ∶  لدٌنا  

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 = +∞    ∶   و لدٌنا  

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 = lim

𝑥→+∞

1

 
𝑒𝑥

𝑥
 −

1
𝑥

= 0    ∶   و لدٌنا  

𝐽 𝑥 =  𝑡 
𝑢 𝑡 

∙ 𝑒−𝑡 
𝑣′ 𝑡 

 𝑑𝑡
𝑥

0

 

=  𝑢 𝑡 ∙ 𝑣 𝑡  0
𝑥 − 𝑢′(𝑡) ∙ 𝑣 𝑡 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  𝑡 −𝑒−𝑡  0
𝑥 −  −𝑒−𝑡 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  −𝑡𝑒−𝑡 0
𝑥 −  −𝑒−𝑡 0

𝑥  

= −𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 + 1 

= 𝑒−𝑥 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1  

 𝑡𝑒−𝑥  𝑑𝑡 ≤  𝑡𝑒−𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡
𝑥

0

 

⟹    𝑒−𝑥  
𝑡2

2
 

0

𝑥

≤ 𝐽 𝑥 ≤  
𝑡2

2
 

0

𝑥

 

⟹     
𝑥2

2
𝑒−𝑥 ≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
 

⟹     
𝑥2

2
𝑒
− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒
− 
𝑥− 𝑥 

2
 
 

= 𝑥  سالب ٌعنً  𝑥إذا كان  : الحالة الثانية −𝑥.   

𝑥:  لدٌنا  +  𝑥 = 𝑥  و  0 −  𝑥 = 2𝑥.   

𝑥لٌكن   ≤ 𝑡 ≤ 𝑒0  إذن  0 ≤ 𝑒−𝑡 ≤ 𝑒−𝑥.   
𝑡𝑒−𝑥:  و منه  ≤ 𝑡𝑒−𝑡 ≤ 𝑡  (  تَغٌر الترتٌب لأن𝑡 عدد سالب ).  

∫نُدخل التكامل  𝑑𝑡
0

𝑥
𝑥 على هذه الدوال المتصلة حٌث  ≤  :    نحصل على 0

 𝑡𝑒−𝑥  𝑑𝑡 ≤  𝑡𝑒−𝑡
0

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑡
0

𝑥

𝑑𝑡
0

𝑥

 

⟹   𝑒−𝑥  
𝑡2

2
 
𝑥

0

≤ −𝐽 𝑥 ≤  
𝑡2

2
 
𝑥

0

 

⟹    
−𝑥2

2
𝑒−𝑥 ≤ −𝐽 𝑥 ≤

−𝑥2

2
 

⟹    
𝑥2

2
≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒−𝑥  

⟹    
𝑥2

2
𝑒
− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒
− 
𝑥− 𝑥 

2
 
 

= 𝐽 0 منعدم فإن  𝑥إذا كان  : الحالة الثالثة 0.   

⟹    
𝑥2

2
𝑒
− 
𝑥+ 𝑥 

2
 

         
=0

≤ 𝐽 𝑥  
=0

≤
𝑥2

2
𝑒
− 
𝑥− 𝑥 

2
 

         
=0

 ∶  و منه  

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;   
𝑥2

2
𝑒
− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒
− 
𝑥− 𝑥 

2
 

 ∶  الخلاصة  

 :    إذن حسب خاصٌات التؤطٌر و النهاٌات نستنتج أن 

lim
𝑥→0

 
𝑒𝑥 − 1 − 𝑥

𝑥2
 =

1

2
 

 :  إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

1

2
∙ 𝑒

 
𝑥− 𝑥 

2
 

       
≤
 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥 

𝑥2
≤

1

2
∙ 𝑒

− 
𝑥+ 𝑥 

2
 

         
  

𝒙 → 𝟎 

𝟏

𝟐
 

 

𝒙 → 𝟎 

𝟏

𝟐
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 5 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 5 ج 

𝐈𝐈 التمرين الأول  5 د 

𝐈𝐈𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  2 أ

:  لنبٌن أن 
−1

2
≤ 𝑓 ′ 𝑥 ≤

1

2
.   

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  لدٌنا    𝑓 ′′  𝑥 >   .∗ℝ دالة تزاٌدٌة على ′𝑓إذن    .0

𝑥إذا كان   ≥ 𝑓  فإن  0 ′ 𝑥 ≥ 𝑓 ′ 0 .   

𝑓     1 :  ٌعنً أن  ′ 𝑥 ≥
−1

2
   

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  من جهة أخرى لدٌنا    𝑓 ′ 𝑥 =
−𝑔 𝑥 

 𝑒𝑥−1 2 ≤ 0   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  و ذلك لأن    𝑔 𝑥 ≥ 0.   

𝑓إذن من الكتابة   ′  ≤ 𝑓  نستنتج أن  0 ′ 𝑥 ≤ 0 ≤
1

2
.   

𝑓     2 :  ٌعنً  ′ 𝑥 ≤
1

2
.   

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  نستنتج أن  (2)و  (1)من    
−1

2
≤  𝑓 ′ 𝑥 ≤

1

2
.   

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  ٌعنً       𝑓 ′ 𝑥  ≤
1

2
.   

𝑓 ′ 𝑥 =
−𝑔 𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 2
 

⟹     𝑓 ′′  𝑥 =
−𝑔′ 𝑥  𝑒𝑥 − 1 2 + 𝑔 𝑥  2 𝑒𝑥 − 1 𝑒𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 4
 

=
−𝑥𝑒𝑥 𝑒𝑥 − 1 2 +  1 +  𝑥 − 1 𝑒𝑥  2 𝑒𝑥 − 1 𝑒𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 4
 

=
−𝑥𝑒𝑥 𝑒𝑥 − 1 2 + 2 𝑒𝑥 − 1 𝑒𝑥 + 2 𝑥 − 1  𝑒𝑥 − 1 𝑒2𝑥

 𝑒𝑥 − 1 4
 

=
−𝑥𝑒𝑥 𝑒𝑥 − 1 + 2𝑒𝑥 + 2 𝑥 − 1 𝑒2𝑥

 𝑒𝑥 − 1 3
 

=
𝑒𝑥 −𝑥𝑒𝑥 + 𝑥 + 2 + 2𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 3
 

=
𝑒𝑥 𝑥𝑒𝑥 + 𝑥 + 2 + 2𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 3
 

=
𝑒𝑥 𝑒𝑥 𝑥 − 2 +  𝑥 + 2  

 𝑒𝑥 − 1 3
 

𝑓 ′′  𝑥 =
𝑒𝑥 𝑒𝑥 𝑥 − 2 +  𝑥 + 2  

 𝑒𝑥 − 1 3
 ∶  و بالتالً  

 

 𝓒  

 :   من جهة أخرى لدٌنا 

 . قابلة للاشتقاق فً الصفر 𝑓و هذا ٌعنً أن الدالة 

𝑓:  و لدٌنا  ′ 0 =
−1

2
.   

lim
𝑥→0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0
 
𝑥 − 𝑒𝑥 + 1

𝑥𝑒𝑥 − 𝑥
  

= lim
𝑥→0

− 
𝑒𝑥 − 1 − 𝑥

𝑥2
  

𝑥

𝑒𝑥 − 1
  

= lim
𝑥→0

− 
𝑒𝑥 − 1 − 𝑥

𝑥2
 𝑓 𝑥  

= − 
1

2
  1 =

−1

2
 

lim
𝑥→0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 =

−1

2
 ∶  و بالتالً  

𝐈𝐈 التمرين الرابع 5 ة 

= 𝜑 𝑥:  نضع  𝑒𝑥 𝑥 − 2 +  2 + 𝑥 .   

⟹   𝜑′ 𝑥 =  𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 + 2 + 𝑥 ′  

= 𝑥𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 + 1 

= 𝑒𝑥 𝑥 − 1 + 1 

= 𝑔 𝑥 ≥ 0  ;   ∀𝑥𝜖ℝ 

⟹    ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝜑′ 𝑥 ≥ 0 

⟹    𝜑  𝑒𝑠𝑡  𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒  𝑠𝑢𝑟  ℝ 

= 𝜑 0:  و لدٌنا    .ℝ دالة تزاٌدٌة على 𝑓  و 0

𝑥إذا كان   ≥ ≤ 𝜑 𝑥  فإن  0 𝜑 0 = 0.   

𝑥إذا كان   ≤ ≥ 𝜑 𝑥  فإن  0 𝜑 0 = 0.   

𝑓 ′′  𝑥 =
𝑒𝑥

 𝑒𝑥 − 1 3
 𝑒𝑥 𝑥 − 2 +  𝑥 + 2   

=
𝑒𝑥

 𝑒𝑥 − 1 2
×  

𝑒𝑥 𝑥 − 2 +  𝑥 + 2 

 𝑒𝑥 − 1 
  

=
𝑒𝑥

 𝑒𝑥 − 1 2
×

𝜑 𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 
 

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  فً كلتا الحالتٌن نلاحظ أن    𝑓 ′′  𝑥 > 0.   

 . مُحدب 𝑓و هذا ٌعنً أن منحنى الدالة 

;  ∗𝑥𝜖ℝ∀:  لدٌنا    𝑒𝑥 > 0    𝑒𝑡    𝑒𝑥 − 1 2 > 0.   

𝑓إذن إشارة   ′′  𝑥   تتعلق بإشارتً الكمٌتٌن  𝜑 𝑥   و   𝑒𝑥 − 1 .   

<إذا كان   < 𝜑 𝑥     فإن        0 𝑒𝑥  و  0 > 𝑒0 = 1.   
𝑓:  إذن  ′′  𝑥 > 0   

𝑥إذا كان   < > 𝜑 𝑥  فإن  0 𝑒𝑥  و  0 < 𝑒0 = 1.   

𝑓:  إذن  ′′  𝑥 > 0   

lnإذن  = 𝑓 𝑥 هو الحل الوحٌد للمعادلة  2 𝑥.   

𝑓 𝑥 = 0   ⟺    
𝑥

𝑒𝑥 − 1
= 𝑥    ;    𝑥 ≠ 0 

⟺    𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑥    ;    𝑥 ≠ 0 

⟺    𝑒𝑥 = 2    ;    𝑥 ≠ 0 

⟺    𝑥 = ln 2    ;    𝑥 ≠ 0 

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  2 ة

فإنه بإمكاننا تطبٌق مبرهنة  . ℝ قابلة للاشتقاق على 𝑓بما أن الدالة 

  .ℝ على أي مجال ٌوجد ضمن 𝑇𝐴𝐹التزاٌدات المنتهٌة 

lnنختار المجال الذي طرفاه   و الذي سوف أرمز له بالرمز  𝑢𝑛 و 2

 𝑢𝑛 , ln  .   فقط لتسهٌل الكتابات                    2

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝑢𝑛 , ln 2                     ;    
𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 ln 2 

𝑢𝑛 − ln 2
= 𝑓 ′ 𝑐  

⟹         
𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 ln 2 

𝑢𝑛 − ln 2
 =  𝑓 ′ 𝑐   

⟹         𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 ln 2  =  𝑓 ′ 𝑐  ∙  𝑢𝑛 − ln 2  

𝑥 

𝑥 
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𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  2 ج

𝐈𝐕 التمرين الرابع  1 أ 

𝐈𝐕 

 

 التمرين الرابع  1 ة

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  لدٌنا     𝑢𝑛 − ln 2 ≤
1

2
 𝑢𝑛−1 − ln 2    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  نستنتج إذن أن     𝑢𝑛 − ln 2 ≤
1

2
 𝑢𝑛 − ln 2 .   

 نلاحظ أن  
1

2
 
𝑛

  متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
  .1 و هو عدد موجب و أصغر من 

lim:  إذن   
1

2
 
𝑛

=  :    و بذلك نحصل على الوضعٌة التالٌة    . 0

 :   أو بالأحرى نحصل على الوضعٌة التالٌة 

≤  
1

2
 

2

 𝑢𝑛−2 − ln 2  

≤  
1

2
 

3

 𝑢𝑛−3 − ln 2  

≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢𝑛−𝑛 − ln 2  

 𝑢𝑛 − ln 2 ≤  
1

2
 
𝑛

 1 − ln 2 
         

 

− 
1

2
 
𝑛

 1 − ln 2 
         

≤  𝑢𝑛 − ln 2 ≤  
1

2
 
𝑛

 1 − ln 2 
         

 

و جمٌع هذه الوضعٌات تمكننا حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات من استنتاج 

lim :   النهاٌة التالٌة 
𝑛∞
 𝑢𝑛 − ln 2 = 0 

 :   أو بتعبٌر أبسط نحصل على النهاٌة التالٌة 
ln  متتالٌة متقاربة و تإول إلى 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ و بالتالً   2.  

lim
𝑛∞
 𝑢𝑛 = ln 2 

⋮ ⋮ ⋮ 

𝑛∞ 

0 

0 0 

𝑛∞ 𝑛∞ 

≥ 0 :     أو الوضعٌة التالٌة   𝑢𝑛 − ln 2 ≤  
1

2
 
𝑛

 1 − ln 2 
         

 

0 
0 

𝑛∞ 
𝑛∞ 

 :  إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

 :   و بالتالً حسب خاصٌات الترتٌب و النهاٌات نستنتج أن 

 .  متصلة فً الصفر 𝐹و هذا ٌعنً أن الدالة 

lim
𝑥→0

 
2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
 = lim

𝑥→0

𝑥

 
𝑒2𝑥 − 𝑒0

2𝑥 − 0
 

 

=
0

lim
𝑢→0
𝑢=2𝑥

 
𝑒2𝑥 − 𝑒0

2𝑥 − 0
 

=
0

𝑒0
= 0 

 :  و بنفس الطرٌقة لدٌنا 

lim
𝑥→0

 
𝑥2

𝑒𝑥 − 1
 = lim

𝑥→0

𝑥

 
𝑒𝑥 − 𝑒0

𝑥 − 0
 

=
0

𝑒0
= 0 

 
2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
 

       
≤ 𝐹 𝑥 ≤  

𝑥2

𝑒𝑥 − 1
 

       
  

lim
𝑥→0

𝐹 𝑥 = 0 = 𝐹 0  

𝟎 

𝒙 → 𝟎 𝒙 → 𝟎 

𝟎 

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  بما أن     𝑓 ′(𝑥) ≤
1

2
.   

𝑓 :  فإن  ′(𝑐) ≤
1

2
   .∗𝑐 𝜖 ℝ:    لأن 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  و بالتالً     𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 ln 2  ≤
1

2
 𝑢𝑛 − ln 2    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  أو بتعبٌر آخر     𝑢𝑛+1 − ln 2 ≤
1

2
 𝑢𝑛 − ln 2    

𝑢𝑛 نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد الموجب قطعا   − ln  :      نجد  2

 𝑓 ′ 𝑐  ∙  𝑢𝑛 − ln 2 ≤
1

2
 𝑢𝑛 − ln 2  

 .نستعمل فً هذا السإال البرهان بفصل الحالات 

  .ℝ تناقصٌة على 𝑓و نعلم أن 
𝑥إذا كان   ≤ 𝑡 ≤ ≤ 𝑓 𝑥  فإن  2 𝑓 𝑡 ≥ 𝑓 2𝑥 .   

𝑥إذا كان   : الحالة الأولى > 0 .   𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑡 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡  ∶  لدٌنا   

 
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 ≥  

1

𝑒𝑡 − 1
 ≥  

2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
     ∶  و منه   

𝑥نُدخل التكامل على هذه الدوال المتصلة حٌث  < 2𝑥 نجد    : 

𝑥إذا كان  : الحالة الثانية < 0.  

  
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≥   
1

𝑒𝑡 − 1
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≥   
2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
 𝑑𝑡

2𝑥

𝑥

  

 
𝑥

𝑒𝑥 − 1
  1

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≥ 𝐹 𝑥 ≥  
2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
  1 𝑑𝑡

2𝑥

𝑥

  

 
𝑥2

𝑒𝑥 − 1
 ≥ 𝐹 𝑥 ≥  

2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
   

2𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥   ⟹    𝑓 2𝑥 ≥ 𝑓 𝑡 ≥ 𝑓 𝑥  

⟹    𝑓 2𝑥 
𝑥

2𝑥

𝑑𝑡 ≥  𝑓 𝑡 
𝑥

2𝑥

𝑑𝑡 ≥  𝑓 𝑥 
𝑥

2𝑥

𝑑𝑡 

⟹  − 𝑓 2𝑥 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≥ − 𝑓 𝑡 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≥ − 𝑓 𝑥 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

⟹  −𝑥 𝑓 2𝑥  ≥ −𝐹 𝑥 ≥ −𝑥 𝑓 𝑥  

⟹   𝑥 𝑓 2𝑥 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 𝑓 𝑥  

⟹    
2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
 ≤ 𝐹 𝑥 ≤  

𝑥2

𝑒𝑥 − 1
  

  : خلاصة القول

  ∀𝑥𝜖ℝ∗    ;     
2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
 ≤ 𝐹 𝑥 ≤  

𝑥2

𝑒𝑥 − 1
      ∗  
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𝐈𝐕 

 

 التمرين الرابع  1 ج

𝐈𝐕 

 

 التمرين الرابع  2 أ

𝐈𝐕 

 

 التمرين الرابع  2 ة

𝑒𝑥:  لدٌنا  + 1 > ;   𝑥𝜖ℝ∀   و  0   𝑓 𝑥 > 0.   

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  و لدٌنا    𝐹′ 𝑥 =  
3−𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
 𝑓(𝑥)   

3   تتعلق بإشارة   𝐹′ 𝑥إشارة  : إذن  − 𝑒𝑥 .   

 :    كما ٌلً 𝐹نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة 

𝐹(ln 3) 

𝑥 ln 3 −∞ +∞ 

0 −∞ 

𝐹 

+ 𝐹′(𝑥) 1 − + 

0 

0 

0 

  ∀𝑥𝜖ℝ∗   ;    
2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
 ≤ 𝐹 𝑥 ≤  

𝑥2

𝑒𝑥 − 1
  ∶  لدٌنا  

   ⟺    
2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
 

       
≤
𝐹 𝑥 

𝑥
≤  

𝑥

𝑒𝑥 − 1
   

       
 

   ⟹     lim
𝑥→0

𝐹 𝑥 

𝑥
= 1   

   ⟹     lim
𝑥→0

 
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
 = 1   

   ⟹     𝐹′(0) = 1   

𝒙 → 𝟎 𝒙 → 𝟎 

𝟏 𝟏 

و بالخصوص متصلة  . ℝ دالة متصلة على 𝑓لدٌنا 

,𝑥 على كل مجال   2𝑥  حٌث  𝑥 𝜖 ℝ∗.  

= 𝐹 𝑥 بحٌث   تقبل دالة أصلٌة 𝑓إذن   2𝑥 −  𝑥 .   

𝑥:  لدٌنا  ⟶  𝑥   و  𝑥 ⟶ 2𝑥 دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على  ℝ∗ إذن 

𝐹 قابلة للاشتقاق على ℝ∗ لأنها مُركب دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على ℝ∗.  

= 𝐹 𝑥                                                   :و بالتالً   2𝑥 −  𝑥   

. ⟹    𝐹′ 𝑥 = 2′ 2𝑥 − ′ 𝑥  

= 2 𝑓 2𝑥 − 𝑓 𝑥  

= 2  
2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
 −  

𝑥

𝑒𝑥 − 1
  

=  
3 − 𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
 𝑓 𝑥  

 ∀𝑥𝜖ℝ∗   ;   𝐹′ 𝑥 =  
3 − 𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
 𝑓 𝑥 ∶  و بالتالً  
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 التمرين الأول  1 أ 

 

 . أولٌان فٌما بٌنهما 𝑞 و 𝑝لدٌنا 

 𝑣0 و 0 ٌوجد عددان نسبٌان 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡إذن حسب مبرهنة 

𝑝𝑢0بحٌث   + 𝑞𝑣0 = 1.   

 التمرين الأول  1 ة 

 التمرين الأول  2  

 التمرين الأول  3  

 التمرين الأول  5  

 و ذلك بحٌث   𝑆  حالة خاصة للنظمة  𝑆0 و أشٌر إلى أن النظمة 

𝑝 = 𝑞  و   8 = 𝑎 و  13 = 𝑏  و  1 = 8  و  3 ∧ 13 = 1 .  

  و تُعتبر الأسئلة السابقة دراسة نظرٌة لحلول النظمة  
𝑥 ≡ 𝑎  𝑝 

𝑥 ≡ 𝑏  𝑞 
   

𝑝مع   ∧ 𝑞 = و السإال الخامس عبارة عن تطبٌق عددي لنتائج   . 1

 .تلك الدراسة 

𝑥 إذن حسب التكافإ السابق   𝑆0  حلا للنظمة 𝑥لٌكن  ≡ 𝑥0  8 × 13   

 باستعمال خوارزمٌة القسمات  𝑆0  الحل الخاص للنظمة 𝑥0لنحسب الآن  .

𝑝المتتالٌة لأقلٌدس حٌث   = 𝑞  و  8 = 13.   

∶ 𝑆0  :   التالٌة  𝑆0  النظمة ℞نرٌد أن نحل فً      
𝑥 ≡ 1  8 

𝑥 ≡ 3  13 
  

𝑥0لٌكن   = 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎𝑞𝑣0  حلا للنظمة  . 
𝑞𝑣0 :  (لدٌنا من خلال السإال أ = 1 − 𝑝𝑢0.   

𝑥0     1 :  و منه نستنتج أن  ≡ 𝑎  𝑝  لأن  𝑝 ٌقسم العدد  𝑥0 − 𝑎 .  
𝑥0 :  ٌعنً أن  − 𝑎 = 𝑝 𝑏𝑢0 − 𝑎𝑢0    

𝑝𝑢0 :  (بنفس الطرٌقة لدٌنا من خلال السإال أ = 1 − 𝑞𝑣0   

𝑥0 :  و منه  − 𝑏 = 𝑞 𝑎𝑣0 − 𝑏𝑣0    
𝑥0  ٌقسم  𝑞و هذا ٌعنً أن  − 𝑏 .   

𝑥0     2 :  إذن  ≡ 𝑏  𝑞 .   
  . 𝑆  حل للنظمة 𝑥0نستنتج أن  (2)و  (1)من 

= 𝑝 𝑏𝑢0 − 𝑎𝑢0 + 𝑎 

𝑥0                                               :إذن  = 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎 1 − 𝑝𝑢0 .   
= 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎 − 𝑎𝑝𝑢0 

𝑥0                                             : إذن  = 𝑏 1 − 𝑞𝑣0 + 𝑣0𝑎𝑞   
= 𝑏 − 𝑏𝑞𝑣0 + 𝑣0𝑎𝑞 
= 𝑞 𝑎𝑣0 − 𝑏𝑣0 + 𝑏 

إذا كان عددان أولٌان فٌما بٌنهما و ٌقسمان عددا ثالثا : أو بتعبٌر آخر 

 .فإن جداءهما ٌقسم كذلك ذلك العدد

 : الخاصٌة التً سوف نعتمد علٌها فً الإجابة على هذا السإال هً الآتٌة 

  
𝑚/𝑎           
𝑛/𝑎            
𝑚 ∧ 𝑛 = 1

   ⟹   𝑚𝑛/𝑎 

 𝑝𝑞 عددا صحٌحا نسبٌا بحٌث ٌكون الجداء 𝑥لنبرهن الآن على أنه إذا كان 

𝑥 قاسما للفرق  − 𝑥0  فإن 𝑥 حل للنظمة  𝑆 .  
𝑝𝑞/ 𝑥ننطلق إذن من الإفتراض   − 𝑥0 .   

𝑥0     3  بحٌث  𝑘2 و 𝑘1و منه ٌوجد عددان نسبٌان  = 𝑘1𝑝 + 𝑎  

𝑥0     4 و                                                            = 𝑘2𝑞 + 𝑏  

𝑝𝑞/ 𝑥بما أن   . − 𝑥0 و ذلك حسب الإفتراض  . 
𝑥      5  بحٌث  ℞ من 𝑘3فإنه ٌوجد  − 𝑥0 = 𝑘3 𝑝𝑞.   

𝑥:  نستنتج أن  (5)و  (3)من  −  𝑘1𝑝 + 𝑎 = 𝑘3 𝑝𝑞.   
𝑥 :  ٌعنً  − 𝑎 = 𝑝 𝑘3𝑞 + 𝑘1 .   

𝑝/ 𝑥:  أي  − 𝑎  .   6 :  و منه     𝑥 ≡ 𝑎  𝑝 .   
𝑥:  نستنتج أن  (5)و  (4)من  −  𝑘2𝑞 + 𝑏 = 𝑘3 𝑝𝑞.    

𝑥 :  ٌعنً  − 𝑏 = 𝑞 𝑘3𝑝 + 𝑘2  أي    :𝑞/ 𝑥 − 𝑏 .   
𝑥     7 :  ٌعنً  ≡ 𝑏  𝑞 .   

  . 𝑆  حل للنظمة 𝑥نستنتج أن  (7)و  (6)من 

                                   : إذن  𝑆  حل للنظمة 𝑥0لدٌنا 
𝑥0 ≡ 𝑎  𝑝 

𝑥0 ≡ 𝑏  𝑞 
    

 التمرين الأول  4  

⟺    𝑥   حل  للنظمة  𝑆 :  أو بتعبٌر أخٌر      𝑥 ≡ 𝑥0   𝑝𝑞    

 هً جمٌع الأعداد النسبٌة التً ٌكون باقً  𝑆 إذن مجموعة حلول النظمة 

أو بتعبٌر آخر نقول أن مجموعة حلول  . 𝑥0 مساوٌا لـ 𝑝𝑞قسمتها على 

         𝑥0 (𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑒 𝑑’é𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒) هو صنف التكافإ  𝑆 النظمة 

   .℞ 𝑝𝑞 /℞التً هً عنصر من عناصر الفضاء المتجهً  

 : من خلال نتٌجتً السإالٌن السابقٌن نستطٌع كتابة التكافإ التالً 

𝑥   𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒   𝑆   ⟺   𝑝𝑞/ 𝑥 − 𝑥0  

𝐴𝑢𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 − 𝑑𝑖𝑡 ∶
𝑥  𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑢 𝑠𝑦𝑠𝑡è𝑚𝑒   𝑆 

𝑠𝑖 𝑒𝑡 𝑠𝑖 𝑒𝑡 𝑠𝑒𝑢𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑖  
𝑝𝑞 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒  𝑥 − 𝑥0 

 

𝑝𝑞/ 𝑥:  إذن حسب الخاصٌة المذكورة نستنتج أن  − 𝑥0 .   

                                              : ٌعنً 

𝑝/ 𝑥 − 𝑥0 

𝑞/ 𝑥 − 𝑥0 

𝑝 ∧ 𝑞 = 1  

    

                           :نحصل إذن على ما ٌلً 

 𝑥 − 𝑥0 =  𝑘1 − 𝑘3 𝑝
 𝑥 − 𝑥0 =  𝑘2 − 𝑘4 𝑞
𝑝 ∧ 𝑞 = 1                      

    

𝑥                       :   و كذلك  − 𝑥0 =  𝑥 − 𝑏 −  𝑥0 − 𝑏  
= 𝑘2𝑞 − 𝑘4𝑞 

=  𝑘2 − 𝑘4 𝑞 

 :    من خلال هذه المتساوٌات الأربع نستنتج أن 
 𝑥 − 𝑥0 =  𝑥 − 𝑎 −  𝑥0 − 𝑎  

= 𝑘1𝑝 − 𝑘3𝑝 

=  𝑘1 − 𝑘3 𝑝 

𝑢 

𝑘𝑚 

𝑘 

فً البداٌة سوف أبرهن على صحة هذه الخاصٌة ، مع العلم أنك لست مطالبا 

 .بهذا البرهان فً الإمتحان الوطنً 

𝑎          بحٌث ℞ من 𝑘 فإنه ٌوجد 𝑎 ٌقسم 𝑚إذا كان  =.   
  .𝑚𝑘 ٌقسم الجداء 𝑛 فإن 𝑎 ٌقسم 𝑛و إذا كان 

 . أولٌان فٌما بٌنهما 𝑛 و 𝑚 لأن 𝑘 ٌقسم 𝑛 نستنتج أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠إذن حسب 
𝑘 بحٌث  ℞ من ′𝑘و بالتالً ٌوجد  = 𝑛𝑘′.   

𝑎من   = 𝑚𝑘  و  𝑘 = 𝑛𝑘′  نستنتج أن  𝑎 = 𝑚𝑛 𝑘′.   
  .𝑎 ٌقسم كذلك العدد 𝑚𝑛و هذا ٌعنً أن 

 .إنتهى البرهان على الخاصٌة و نعود إلى التمرٌن لتوظٌف هذه الخاصٌة 
𝑥  ٌقسم الفرق  𝑝𝑞 و نرٌد أن نبٌن أن العدد  𝑆  حلا للنطمة 𝑥لٌكن  − 𝑥0 .   

:   إذن  .  𝑆  حلان للنظمة 𝑥0 و 𝑥لدٌنا 

 
 

 
𝑥 ≡ 𝑎  𝑝 

𝑥 ≡ 𝑏  𝑞 

𝑥0 ≡ 𝑎  𝑝 

𝑥0 ≡ 𝑏  𝑞 

   

   
 𝑘4 و 𝑘3 و 𝑘2 و 1من هذه المتوافقات الأربع نستنتج وجود أعداد نسبٌة 

 :بحٌث 

 
 

 
 𝑥 − 𝑎 = 𝑘1𝑝
 𝑥 − 𝑏 = 𝑘2𝑞
 𝑥0 − 𝑎 = 𝑘3𝑝
 𝑥0 − 𝑏 = 𝑘4𝑞
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 .نوقف محركات هذه الماكٌنة عندما نحصل على أول باقً منعدم 

5  بالتعبٌر 2و نعوض فٌها العدد  (4)ننطلق من النتٌجة  − .  ثم نبسط  3

8  بالتعبٌر  3ثم بعد ذلك نعوض العدد  − ثم بعد ذلك .   ثم نُبسط  5

13  بالتعبٌر  5نعوض العدد  −   ثم نبسط نحصل أخٌرا على المتساوٌة  8

  (let’s do it now). المطلوبة 

 التمرين الثاني  1  

 التمرين الثاني 2  

 (أي ٌحمل رقما فردٌا  )لنحسب احتمال السحب من صندوق فردي 

اختٌار صندوق " نحن أمام تجربة عشوائٌة متعلقة بالصنادٌق و هً 

 " . صندوق 𝑛من بٌن 

 : فً البداٌة أذُكر بما ٌلً 
⋯,1,2,3  عددا فردٌا فإنه فً المجموعة  𝑛إذا كان  ,𝑛   

ٌوجد  
𝑛+1

2
 .  عدد فردي 

⋯,1,2,3  عددا زوجٌا فإنه فً المجموعة  𝑛و إذا كان  ,𝑛   

ٌوجد  
𝑛

2
 .  عدد فردي 

المرحلة

الرابعة
 

المرحلة

الأولى
 

المرحلة

الثانٌة
 

المرحلة

الثالثة
 

المرحلة

الخامسة
 

13 8 

5 

1 

3 2 

1 

1 

8 5 

3 

1 

5 3 

2 

1 

 1  5 = 13 − 8 

3 = 8 − 5 

2 = 5 − 3 

1 = 3 − 2 

⟼ 

⟼ 

⟼ 

⟼  4  

 3  

 2  

2 1 

2  
⟼ 𝑆𝑡𝑜𝑝 𝑟𝑖𝑔𝑡 𝑛𝑜𝑤 ! 

𝟎 

𝐸1 

𝐵 

𝑁 

𝐸2 

𝐵 

𝑁 

𝐸𝑛  

𝐵 

𝑁 

1

𝑛
 

1

𝑛
 

1

𝑛
 

1

𝑛
 

𝑛−1

𝑛
 

2

𝑛
 

1 

𝑛−2

𝑛
 

0 

َخزبس صُذٔلب 

 يٍ انصُبدٚك

 صُذٔق فشد٘

 صُذٔق صٔخٙ
B 

N 

B 

N 

 4     1 = 3 − 2    ⟹ 

حسب

 3 

    1 = 3 −  5 − 3  
= 2 × 3 − 5 

⟹ 

حسب

 2 

    1 = 2 8 − 5 − 5 
= 2 × 8 − 3 × 5 

⟹ 

حسب

 1 

    1 = 2 × 8 − 3 13 − 5  
= 5 × 8 − 3 × 13 

1:  إذن  = 5 × 8 − 3 × 1:  ٌعنً    .13 = 8𝑢0 + 13𝑣0.   
𝑢0حٌث   = 𝑣0  و  5 = −3.   
𝑥0                                                    :و منه  = 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎𝑞𝑣0   

= 3 × 8 × 5 − 1 × 13 × 3 
= 81 

 هً جمٌع الأعداد النسبٌة التً باقً قسمتها على   𝑆0 إذن حلول النظمة 

8 ×   .81  ٌساوي 13

   .℞ 104/℞ فً الفضاء     81ٌعنً أن مجموعة الحلول هً صنف التكافإ 

𝑘من أجل : مثال من تلك الحلول  =    .185 نحصل على الحل  1

185:  و بالفعل لدٌنا  ≡ 185  و   8  1 ≡ 3  13 .   

 𝑆0   حل  للنظمة  𝑥    ⟺     𝑥 ≡ 81  104  

 :    أو باستعمال التكافإ السابق نكتب 

 :    أي أن مجموعة الحلول هً 

𝑙𝑒𝑠 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 =   104𝑘 + 81  ;   𝑘𝜖℞   

ٌُنصح باستعمال نموذج شجرة الاحتمالات لدراسة أي تجربة عشوائٌة 

1و فً جل مراحل هذا التمرٌن نشتغل بـ   ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.   

 : نحول التجربة الواردة فً التمرٌن إلى شجرة الاحتمالات التالٌة 

 :  و نضع 

  = 𝐸𝑖 "  اختٌار الصندوق رقم" 

  = 𝐵 " سحب كرة بٌضاء "

  = 𝑁 " سحب كرة سوداء "

= 𝑝 𝐵 : من خلال هذه الشجرة نكتب   𝑝 𝐵 ∩ 𝐸𝑖 

𝑛

𝑖=1

=  
1

𝑛
×
𝑖

𝑛

𝑛

𝑖=1

 

=  
𝑖

𝑛2

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑛2
 𝑖

𝑛

𝑖=1

 

=
1

𝑛2
 
𝑛 𝑛 + 1 

2
 =

𝑛 𝑛 + 1 

2𝑛2
 

=
𝑛 + 1

2𝑛
 

𝑝  
صندوقفردي

 =
عددالصنادٌق  الصنادٌق  الفردٌة

مجموع  
                           ∶  إذن  

=

𝑛 + 1
2
𝑛

=
𝑛 + 1

2𝑛
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 التمرين الثاني 3  

 التمرين الثالث 1 أ 

∶ 𝐻 :  لدٌنا     𝑀 𝑧   ;   𝑧2 + 𝑧 2 −  𝑧 2 = 1  .  

𝑧:  و نضع  = 𝑥 + 𝑖𝑦.   

  𝑂 0,0 عبارة عن هذلول مركزه أصل المعلم  𝐻 إذن المجموعة 

و مقارباه هما المستقٌمان    .  𝐴′ −1,0  و   𝐴 1,0و رأساه هما  

𝑦 =
1

 3
𝑥  و  𝑦 =

−1

 3
𝑥.   

 التمرين الثالث 1 ة 

 التمرين الثالث 2 أ 

 :    ٌعنً 

 التمرين الثالث 2 ة 

 التمرين الثالث 3  

𝓞 𝟏 

𝟏 

𝒚 =
−𝟏

 𝟑
𝒙 

−𝟏 

𝒚 =
𝟏

 𝟑
𝒙 

 𝑯  
 𝑯  

𝐀′ 𝐀 

=: نضع  𝐵𝐼 "  الحصول على كرة بٌضاء علما أن السحب ثَمَّ من صندوق

 ".ٌحمل رقما فردٌا 
 : من خلال شجرة الاحتمالات السابقة نكتب 

𝑝 𝐵𝐼 =  𝑝 𝐵 ∩ 𝐸𝑖 

𝑛

𝑖=1

𝑖 فردي 

=   
𝑖

𝑛2
 

𝑛

𝑖=1

𝑖 فردي 

=
1

𝑛2
 𝑖

𝑛

𝑖=1
 i=2k+1

 

=
1

𝑛2
  2𝑘 + 1 

𝑛−1
2

𝑘=0

=
1

𝑛2

 

 
 

2

 

  𝑘

𝑛−1
2

𝑘=0
 

 +  
𝑛 − 1

2
 

 

 
 

 

=
1

𝑛2
 

2  
𝑛 − 1

2
  
𝑛 + 1

2
 

2
+  

𝑛 − 1

2
   

=
𝑛2 − 1

4𝑛2
+
𝑛 − 1

2𝑛2
=
𝑛2 − 1

4𝑛2
+

2 𝑛 − 1 

4𝑛2
 

=
𝑛2 + 2𝑛 − 3

4𝑛2
=
 𝑛 − 1  𝑛 + 3 

4𝑛2
 

𝑝 𝐵𝐼 =
 𝑛 − 1  𝑛 + 3 

4𝑛2
 ∶  و بالتالً  

  . 𝐻   نقطتان من  𝑀 𝑏  و   𝑀 𝑎لتكن  
,𝜑 𝑎:  نضع  𝑏 = 𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏   .   

,𝜑 𝑎و من أجل اختصار الكتابة نضع مإقتا   𝑏 ≔ 𝜑.   
  .   نقطتان من         𝑏  و       𝑎 لدٌنا  
                                                            : إذن 

𝑎2 + 𝑎 2 −  𝑎 2 = 1

𝑏2 + 𝑏 2 −  𝑏 2 = 1
   

 : نضرب المتساوٌتٌن طرفا طرفا نحصل على

 𝑎2 + 𝑎 2 −  𝑎 2  𝑏2 + 𝑏 2 −  𝑏 2 = 1 

  = 1 −   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
−  𝑎𝑏 2  

  

    𝑎𝑏  2 +  𝑎 𝑏 2 −  𝑎2 𝑏 2 + 𝑏2 𝑎 2 +  𝑎 2 𝑏 2 + 𝑏 
2
 𝑎 2    

= 𝜑𝜑                        :و لدٌنا   𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏     𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏    

= 3 𝑎𝑏 2 +   𝑎𝑏  
2

+  𝑎 𝑏 2 −  𝑎2 𝑏 2 + 𝑏2 𝑎 2 +

+  𝑎 2 𝑏 2 + 𝑏 2 𝑎 2  

= 3 𝑎𝑏 2 + 1 −   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
 −  𝑎𝑏 2 

= 𝜑𝜑     ∗ :   إذن  2 𝑎𝑏 2 + 1 −   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
   

𝜑     ∗∗ :  إذن  − 𝜑 = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏      

𝜑:  من جهة أخرى − 𝜑 =  𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏    −  𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏    

= 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏    

,𝑀 𝜑 𝑎و بالتالً   𝑏   نقطة من   𝐻 .  

𝜑2:  و منه  + 𝜑 2 −  𝜑 = 𝜑𝜑 +   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
− 2 𝑎𝑏 2    

𝜑2:  حصلنا إذن العلاقة التالٌة  + 𝜑 2 −  𝜑 2 = 1   
 :    أو باستعمال الترمٌز الأصلً نكتب 

 𝜑 𝑎, 𝑏  
2

+  𝜑 𝑎, 𝑏           
2
−  𝜑 𝑎, 𝑏  2 = 1 

𝜑                                          :و منه  − 𝜑  2 = 𝜑2 + 𝜑 2 − 2 𝜑𝜑    

=  𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
− 2 𝑎𝑏 2 

𝜑2               :ٌعنً  + 𝜑 2 − 2 𝜑𝜑 =  𝜑2 + 𝜑 2 − 𝜑𝜑  − 𝜑𝜑  

=  𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
− 2 𝑎𝑏 2 

𝜑2 :     نحصل على  ∗ باستعمال العلاقة  + 𝜑 2 −  𝜑 2 =

= 2 𝑎𝑏 2 −   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
 + 1 +

+  𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
− 2 𝑎𝑏 2 = 1 

𝜑 𝑧, 1 = 𝑧 + 𝑧 − 𝑧 = 𝑧 
𝜑 𝑧, 𝑧  = 𝑧𝑧 + 𝑧 𝑧 − 𝑧𝑧    = 𝑧2 + 𝑧 2 − 𝑧 𝑧 

= 𝑧2 + 𝑧 2 −  𝑧 2 = 1 

= 𝑐 𝜑 𝑎 , 𝑏  + 𝑐  𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝑐  𝜑 𝑎 , 𝑏   

= 𝑐 𝜑 𝑎 , 𝑏  + 𝑐   𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝜑 𝑎 , 𝑏    

= 𝑐 𝜑 𝑎 , 𝑏  + 𝑐   𝑎𝑏 − 𝑎𝑏     

= 𝑐 𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 + 𝑐  𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐      

= 𝑎 𝑏𝑐 + 𝑏 𝑎𝑐 + 𝑐 𝑎𝑏 −  𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏𝑐           3  

 قانون تجمٌعً و تبادلً و ٌقبل عنصرا ∗نرٌد أن نبٌن أن 

  .∗ بالقانون   محاٌدا و كل عنصر ٌمتلك مماثلا فً 

,𝜑 𝑎:    لدٌنا  𝑏          =  𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏                        = 𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏 
= 𝜑 𝑎 , 𝑏   

 :   نحتاج فً البدٌة إلى أن نبٌن ما ٌلً 
 1 
 2 

  
𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝜑 𝑎 , 𝑏  = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏   

𝜑 𝑎, 𝑏          = 𝜑 𝑎 , 𝑏                     
  

 :   و لدٌنا كذلك 
𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝜑 𝑎 , 𝑏  =  𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏    −  𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏  

= 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏    

  . 𝐻  ثلاث عناصر من  𝑀 𝑐 و  𝑀 𝑏 و  𝑀 𝑎الآن لتكن 
∗ 𝑀 𝑎               :لدٌنا  𝑀 𝑏  ∗ 𝑀 𝑐 = 𝑀 𝜑 𝑎, 𝑏  ∗ 𝑀 𝑐    

= 𝑀 𝜑 𝜑 𝑎, 𝑏   ; 𝑐  

= 𝑐 𝜑 𝑎, 𝑏          + 𝑐  𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝑐  𝜑 𝑎, 𝑏           

𝐻 𝑀 𝑀 

𝐻 



A 
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 التمرين الرابع  1 أ 

 ٌمكن كذلك استعمال تقنٌة الفضاء المتجهً الجزئً  : ملاحظة

  :  و منه 

𝛼 + 𝛽 = 0   
−𝛽 = 0        
5𝛽 = 0         
𝛼 − 3𝛽 = 0

𝛼:    أي   = 𝛽 = 0   

 

,    إذن  𝐽  أسرة حرة . 

,𝐼 و بالتالً   𝐽  ًأساس للفضاء المتجهً الحقٌق  𝐹 2 و بُعده ٌساوي.  

  (البُعد هو عدد عناصر الأساس  )

 التمرين الرابع 2  

𝑥لتكن   + 𝛼𝑦 و 1  تؤلٌفة خطٌة منعدمة للعنصرٌن 𝛼.  
𝑥:  ٌعنً  + 𝛼𝑦 = 𝑥:    أي 0 + 𝑦 𝛼1 + 𝑖𝛼2 = 0   

  :  ٌعنً 
𝑥 + 𝛼1𝑦 = 0
𝛼2𝑦 = 0       

  :    أي  
𝑥 = 0
𝑦 = 0

 .   

  . 9  أسرة حرة     𝛼,1 إذن 

,ℂ  أساس للفضاء المتجهً الحقٌقً   𝛼,1 نستنتج أن  (9)و  (8)من  +,∙   

. 

  . 𝐻  قانون تجمٌعً فً ∗و بالتالً 

 :    نستنتج أن  (4)و  (3)من النتٌجتٌن 

 𝑀 𝑎 ∗ 𝑀 𝑏  ∗ 𝑀 𝑐 = 𝑀 𝑎 ∗  𝑀 𝑏 ∗ 𝑀 𝑐   

∗ 𝑀 𝑎:   و بنفس الطرٌقة لدٌنا   𝑀 𝑏 ∗ 𝑀 𝑐  = 𝑀 𝑎 ∗ 𝑀 𝜑 𝑏, 𝑐   

= 𝑀 𝜑 𝑎 ;  𝜑 𝑏, 𝑐    

= 𝑎  𝜑 𝑏, 𝑐 + 𝑎 𝜑 𝑏 , 𝑐  − 𝑎  𝜑 𝑏 , 𝑐   

= 𝑎 𝜑 𝑏 , 𝑐  + 𝑎   𝜑 𝑏, 𝑐 −  𝜑 𝑏 , 𝑐    

= 𝑎 𝜑 𝑏 , 𝑐  + 𝑎   𝑏𝑐 −  𝑏𝑐     

= 𝑎  𝑏 𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑏𝑐 + 𝑎   𝑏𝑐 −  𝑏𝑐     

= 𝑎 𝑏𝑐 + 𝑏 𝑎𝑐 + 𝑐 𝑎𝑏 −  𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏𝑐           4  

  :  التبادلية

,𝜑 𝑎        : فً البداٌة لدٌنا  𝑏 = 𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏      
= 𝑏𝑎 + 𝑏 𝑎 − 𝑏𝑎    
= 𝜑 𝑏,𝑎  

,𝜑 𝑎     5 :  إذن  𝑏 = 𝜑 𝑏,𝑎 .   
 . عددٌن حقٌقٌٌن 𝑏 و 𝑎لٌكن 
∗ 𝑀 𝑎                                          :  لدٌنا  𝑀 𝑏 = 𝑀 𝜑 𝑎, 𝑏    

  . 𝐻  قانون تبادلً فً ∗و بالتالً 

∗ 𝑀 𝑎ننطلق من الكتابة   : العنصر المحايد 𝑀 𝑒 = 𝑀 𝑎 .   
,𝑀 𝜑 𝑎:  ٌعنً  𝑒  = 𝑀 𝜑 𝑎, 1  .   

,𝜑 𝑎:  إذن  𝑒 = 𝜑 𝑎, 𝑒:  ٌعنً   .   1 = 1   

∗ 𝑀 𝑎:  ٌعنً  𝑀 1 = 𝑀 1 ∗ 𝑀 𝑎 = 𝑀 𝑎 .   
 . تبادلً ∗لأن القانون 

12و لدٌنا   + 1 2 −  1 2 =    . 𝑀 1  𝜖  𝐻  إذن  1
  .       فً∗ هو العنصر المحاٌد للقانون         1 إذن  

  . 𝐻  عنصرٌن من  𝑀 𝑥 و  𝑀 𝑎لٌكن  : التماثل
∗ 𝑀 𝑎:  ننطلق من الكتابة  𝑀 𝑥 = 𝑀 1 .   

,𝑀 𝜑 𝑎:  إذن  𝑥  = 𝑀 𝜑 𝑎,𝑎   .   

,𝜑 𝑎:  ٌعنً  𝑥 = 𝜑 𝑎,𝑎   .    أي  :𝑥 = 𝑎 .   
𝑎2:  فإن   .  𝑀 𝑎  𝜖  𝐻:  بما أن  + 𝑎 2 −  𝑎 2 = 1.   

𝑎2:  و منه  + 𝑎 2 −  𝑎 2                   = 𝑎 2:    ٌعنً 1 + 𝑎2 −  𝑎 2 = 1.   
   . 𝑀 𝑎   𝜖  𝐻:  إذن 

 ∗ بالقانون  𝐻  من   𝑀 𝑎 ٌقبل مماثلا  𝐻  من  𝑀 𝑎و بالتالً كل عنصر 

  𝐻,∗  𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝𝑒 𝑎𝑏é𝑙𝑖𝑒𝑛   زمرة تبادلٌة   ∗, 𝐻  :  خلاصة .

. 

= 𝑀 𝜑 𝑏, 𝑎   

= 𝑀 𝑏 ∗ 𝑀 𝑎  

= 𝑀 0,0:   لأن  ℳ2 ℝ جزء غٌر فارغ من 𝐹لدٌنا   
0 0
0 0

  𝜖 𝐹   
,𝑀 𝑎لتكن  𝑏  و 𝑀 𝑐,𝑑  مصفوفتٌن من 𝐹.  
:  لدٌنا 

𝑀 𝑎, 𝑏 −𝑀 𝑐,𝑑 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

5𝑏 𝑎 − 3𝑏
 −  

𝑐 + 𝑑 −𝑑
5𝑑 𝑐 − 3𝑑

  

,𝐹 إذن  ;  ℳ2 ℝ  زمرة جزئٌة من   + + .   
,𝑀 𝑎  و  𝜆 𝜖 ℝلٌكن   𝑏  𝜖 𝐹.   

=  
 𝑎 − 𝑐 −  𝑏 + 𝑑 −𝑏 − 𝑑

5 𝑏 − 𝑑  𝑎 − 𝑐 − 3 𝑏 + 𝑑 
  

= 𝑀  𝑎 − 𝑐  ;   𝑏 − 𝑑   𝜖 𝐹 

𝜆 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝜆  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

5𝑏 𝑎 − 3𝑏
 =  

𝜆𝑎 + 𝜆𝑏 −𝜆𝑏
5𝜆𝑏 𝜆𝑎 − 3𝜆𝑏

  

= 𝑀 𝜆𝑎, 𝜆𝑏  𝜖 𝐹 

  . ∙  جزء مستقر بالنسبة للقانون الخارجً 𝐹إذن 

, ℳ2 ℝ و نعلم أن      ℳ2 ℝ جزء من  𝐹  فضاء متجهً حقٌقً و  ∙,+

 𝐹 تبقى صالحة فً المجموعة  ℳ2 ℝإذن الخاصٌات التالٌة و الخاصة بـ  .

. 

,𝐹 و بالتالً    .  فضاء متجهً حقٌقً  ∙,+

 
∀ 𝑀,𝑀′𝜖 𝐹
∀ 𝛼,𝛽 𝜖 ℝ

   ;     

𝛼 ∙  𝑀 + 𝑀′ = 𝛼 ∙ 𝑀 + 𝛼 ∙ 𝑀′
 𝛼 + 𝛽 ∙ 𝑀 = 𝛼 ∙ 𝑀 + 𝛽 ∙ 𝑀
 𝛼𝛽 ∙ 𝑀 = 𝛼 ∙  𝛽 ∙ 𝑀 

1 ∙ 𝑀 = 𝑀

   ;  و منه  

 التمرين الرابع 3 أ 

𝑧        نضع = 𝑥 حقٌقٌان عددان  𝑦 و 𝑥  حٌث +

 :   و نعتبر التطبٌق المعرف بما ٌلً  .

𝛼لدٌنا   = 0 + 𝛼1  إذن  𝜓 𝛼 = 𝑀 0,1 = 𝐽   
𝐽2                                                              :و لدٌنا كذلك  + 2 𝐼 + 𝐽    

𝜓 ∶   ℂ  ⟶   𝐹                                    

𝑧 = 𝑥 + 𝛼𝑦  ⟶   𝑀 𝑥,𝑦 
 

=  
1 −1
5 −3

  
1 −1
5 −3

 + 2  
1 0
0 1

 + 2  
1 −1
5 −3

  

=  
−4 2
−10 4

 +  
4 −2

10 −4
  

=  
0 0
0 0

  
𝐽2:  إذن  + 2 𝐼 + 𝐽 = 𝒪   

𝐽2:  ٌعنً أن  = −2 𝐼 + 𝐽    

  .ℝ عددا عقدٌا لا ٌنتمً إلى 𝛼لٌكن 
𝛼1𝜖ℝ  ∃𝛼2𝜖ℝ∃ :  هذا ٌعنً أن 

∗   ;   𝛼 = 𝛼1 + 𝑖𝛼2   
𝑧لٌكن   = 𝑥 + 𝑖𝑦 نضع .   عددا عقدٌا  :𝑧 = 𝑚1 +𝑚2𝛼   

𝑧:  إذن  = 𝑚1 + 𝑚2 𝛼1 + 𝑖 𝛼2 = 𝑚1 +𝑚2𝛼1 + 𝑖 𝑚2𝛼2   

𝑧:  و بما أن  = 𝑥 + 𝑖𝑦 فإن    :  
𝑥 = 𝑚1 + 𝑚2𝛼1

𝑦 = 𝑚2𝛼2          
    

  :  و منه 
𝑚1 =  𝑥 −

𝛼1

𝛼2
𝑦  𝜖 ℝ

𝑚2 =  
𝑦

𝛼2
  𝜖 ℝ          

    

𝑧𝜖ℂ  ∃  𝑚1∀ :  ٌعنً  ,𝑚2  𝜖 ℝ2   ;   𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2𝛼   

  مولدة للفضاء المتجهً  𝛼,1 و هذا ٌعنً بكل بساطة أن الأسرة  

,ℂ الحقٌقً   +,∙     8 .  

 1 ة 

,𝐼 لنبٌن أن الأسرة   𝐽  حرة  . 
𝑎𝐼 عددان حقٌقٌان بحٌث  𝛽 و 𝛼لٌكن  + 𝛽𝐽 = 0.   

 :  ٌعنً 
𝛼 + 𝛽 −𝛽

5𝛽 −3𝛽
 =  

0 0
0 0

   

,𝑀 𝑎 ∀:   إذن  𝑏  𝜖 𝐹  ;   𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽  

 تُكتب على شكل تؤلٌفة خطٌة للمصفوفتٌن 𝐹و هذا ٌعنً أن كل مصفوفة من 

𝐼 و 𝐽  و من تم فإن الأسرة  𝐼, 𝐽  ًتُولد الفضاء المتجهً الحقٌق   𝐹, +,∙  

. 

,𝐼 لكً تكون الأسرة   𝐽   ًأساسا للفضاء المتجهً الحقٌق   𝐹, +,∙   

,𝐹 ٌكفً أن تكون حرة و تُوَلِّد الفضاء   +,∙ .   

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   مصفوفة من   𝐹, +,∙ .   

𝑀 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

5𝑏 𝑎 − 3𝑏
 =  

𝑎 0
0 𝑎

 +  
𝑏 −𝑏

5𝑏 −3𝑏
  

= 𝑎  
1 0
0 1

 + 𝑏  
1 −1
5 −3

  

= 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 

𝐻 𝑀 

I 

𝛼𝑦 



A 
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 التمرين الرابع 3 ة 

 التمرين الرابع 4  

𝐈 الخامسالتمرين  1 أ 

= 𝑔 𝑥:  لدٌنا   .ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن  1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥   

 𝑔 دالة قابلة للاشتقاق على ℝ لأنها عبارة عن مجموع من الدوال المعرفة 

⊇ ℝ  و  ℝو القابلة للاشتقاق على  ℝ.   
;   𝑥𝜖ℝ∀ :  لدٌنا    𝑔′ 𝑥 = 1 + 𝑒−𝑥 > 0   
  .ℝ دالة تزاٌدٌة قطعا على 𝑔إذن 

𝐈 الخامسالتمرين  1 ة 

𝐈 الخامسالتمرين  1 ج 

lim
𝑥→−∞

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 = +∞ 

  .𝑔جدول تغٌرات الدالة 

0 𝑥 −∞ +∞ 

0 
−∞ 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 + 

+∞ 

𝑧 عددٌن عقدٌٌن بحٌث  ′𝑧 و 𝑧لٌكن  = 𝑥 + 𝛼𝑦  و  𝑧′ = 𝑐 + 𝛼𝑑.   
= ′𝜓 𝑧𝑧:   تشاكلا ٌكفً أن ٌحقق 𝜓لكً ٌكون  𝜓 𝑧 × 𝜓 𝑧′    

𝜓 𝑥            :لدٌنا  + 𝛼𝑦 × 𝜓 𝑐 + 𝛼𝑑 = 𝑀 𝑥,𝑦 ×𝑀 𝑐,𝑑  
=  𝑥 𝐼 + 𝑦 𝐽 ×  𝑐 𝐼 + 𝑑 𝐽  
= 𝑥𝑐 𝐼 + 𝑥𝑑 𝐽 + 𝑦𝑐 𝐽 + 𝑦𝑑 𝐽2 
= 𝑥𝑐 𝐼 + 𝑥𝑑 𝐽 +  𝑦𝑐 𝐽 + 𝑦𝑑 −2 𝐼 + 𝐽   
=  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 𝐼 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝐽 
= 𝑀  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑  ;   𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑   
= 𝜓  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝛼  

 : تشاكلا ٌكفً أن نتحقق 𝜓إذن لكً ٌكون 

𝑥𝑐                                  : ٌعنً  − 2𝑦𝑑 + 𝛼 𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑  

𝛼2:  ٌعنً  + 2𝛼 + 2 = 0.   

𝛼نحل هذه المعادلة الظرٌفة من الدرجة الثانٌة نجد   = −1 + 𝑖  

𝛼أو   = −1 − 𝑖.   

 ٌوجد عدد عقدي و حٌد   𝑀 𝑥,𝑦و أشٌر كذلك إلى أن كل عنصر 

𝑧 = 𝑥 + 𝛼𝑦  حٌث  𝜓 𝑧 = 𝑀 𝑥, 𝑦  .    1 و ذلك لأن,𝛼  أساس  

ٌُكتب بكٌفٌة وحٌدة على شكل تؤلٌفة  . ℂللفضاء المتجهً الحقٌقً  و كل عدد 

  .𝛼 و 1خطٌة لـ 

𝛼من أجل   : خلاصة = 𝑖 − 𝛼  أو  1 = −1 − 𝑖 ٌكون  𝜓 تشاكلا 

   . ×,𝐹   نحو   ×,ℂ تقابلٌا من  

𝜓  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝛼  
= 𝜓 𝑥𝑐 + 𝑎𝑥𝑑 + 𝑎𝑦𝑐 + 𝛼2𝑦𝑑  

 :   بعد ترتٌب حدود هذه المتساوٌة نحصل على 
 𝑦𝑑 𝛼2 +  2𝑦𝑑 𝛼 +  2𝑦𝑑 = 0 

= 𝑥𝑐 + 𝑎𝑥𝑑 + 𝑎𝑦𝑐 + 𝛼2𝑦𝑑 

𝛼:  نؤخذ  = −1 + 𝑖 .   لدٌنا:                      𝛼 =  2  
− 2

2
+

 2

2
𝑖    

=  2  − cos  
𝜋

4
 + 𝑖 sin  

𝜋

4
   

=  2  cos  
−𝜋

4
 + 𝑖 sin  

−𝜋

4
   

=  2  cos  
3𝜋

4
 + 𝑖 sin  

3𝜋

4
   

=  2 𝑒
𝑖3𝜋

4 =   2 ,
3𝜋

4
  

  : 𝑀𝑜𝑖𝑣𝑟𝑒و منه حسب 

   . 𝛼,1   فً الأساس  𝛼2007لنكتب الآن  
𝛼2007     ∗  عددٌن حقٌقٌٌن حٌث  𝑦 و 𝑥لٌكن  = 𝑥 ∙ 1 + 𝑦 ∙ 𝛼.   

  .𝑦 و 𝑥هدفنا هو تحدٌد 

𝑥                               :لدٌنا  + 𝛼𝑦 =  𝑥, 0 +   2 ,
3𝜋

4
 ×  𝑦, 0   

𝛼2007 =   2
2007

 ,
2007 × 3𝜋

4
 =   2

2007
  ,

6021𝜋

4
  

6021𝜋

4
= 2 × 752 × 𝜋 +

5𝜋

4
 ∶  بما أن  

6021𝜋

4
≡

5𝜋

4
  2𝜋    ∶  فإن   

𝛼2007 =   2
2007

 ;  
5𝜋

4
      ∶  و منه   

=  𝑥, 0 +   2𝑦 ;  
3𝜋

4
  

 :   نكتب  ∗ إذن بالإستعانة بالمتساوٌة 

  2
2007

 ;  
5𝜋

4
 =  𝑥, 0 +   2𝑦 ;  

3𝜋

4
  

إذن الجزءان الحقٌقٌان لطرفً هذه المتساوٌة متساوٌان و الجزءان التخٌلٌان 

 :    التالٌة  𝑆 و من ثم نحصل على النظمة العجٌبة . متساوٌان كذلك 

cos:  لدٌنا   
5𝜋

4
 = − cos  

𝜋

4
 =

− 2

2
   

sin:  و كذلك   
5𝜋

4
 = − sin  

𝜋

4
 =

− 2

2
   

∶ 𝑆 :   تصبح  𝑆 إذن النظمة    
 2

2007
 
− 2

2
 = 𝑥 +  2𝑦  

− 2

2
 

 2
2007

 
− 2

2
 =  2𝑦  

 2

2
 

    

𝑦:  من المعادلة الثانٌة نستنتج أن  = −21003   
𝑥:  و لدٌنا حسب المعادلة الأولى  = −21003 −  21003 × 20 = −21004   

𝛼2007:  و بالتالً  =  −21003 + 𝛼 −21004    
 .بعد حصولنا على هذه الصٌغة الثمٌنة تصبح التتمة سهلة و فً المتناول 

𝐽2007                                                    :لدٌنا  = 𝐽 × 𝐽 × ⋯× 𝐽   

𝐽2007                             : و بالتالً  =  −21003  𝐼 +  −21004  𝐽  

 𝑆  ∶     
 2

2007
cos  

5𝜋

4
 = 𝑥 +  2𝑦 cos  

3𝜋

4
 

 2
2007

sin  
5𝜋

4
 =  2𝑦 sin  

3𝜋

4
        

  

= 𝜓 𝛼 × 𝜓 𝛼 × 𝜓 𝛼 × ⋯× 𝜓 𝛼  

= 𝜓 𝛼 × 𝛼 × 𝛼 × ⋯× 𝛼  
= 𝜓 𝛼2007  
= 𝜓  −21003 + 𝛼 −21004   
= 𝑀  −21003  ;   −21004   
=  −21003  𝐼 +  −21004  𝐽 

= 𝑔 0:  من جهة أخرى لدٌنا  1 + 0 − 𝑒−0 = 0.   
= 𝑥  هو الحل الوحٌد للمعادلة  0إذن  0   .  

  .ℝ نحو ℝ تقابل من 𝑔 و ℝ عنصر من 0بما أن 

= 𝑔 𝑥0 حٌث  ℝ من 0فإنه ٌوجد عدد وحٌد  0.   

   𝑔 ℝ نحو  ℝ إذن فهً تقابل من ℝ متصلة و تزاٌدٌة قطعا على 𝑔لدٌنا 

. 𝑔 ℝ = 𝑔   −∞ ;  +∞   =  lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) ;  lim
𝑥→+∞

𝑔 𝑥   

=  −∞ ;  +∞ = ℝ 

𝑥 

𝑔 
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𝐈 الخامسالتمرين  2 أ 

𝐈 الخامسالتمرين  2 ة 

𝐈 التمرين الأول  2 ج 

𝐈 الخامسالتمرين  2 د 

𝐈 التمرين الأول  3 أ 

𝐈 الخامسالتمرين  3 ة 

!∃  𝑛𝜖ℕ∀ :  نعلم أن   𝑥𝑛  𝜖  0, +∞     ;   𝑓 𝑥𝑛 = 𝑛   
;   𝑛𝜖ℕ∀ :  لدٌنا     𝑛 + 1 > 𝑛.   
;   𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن    𝑓 𝑥𝑛+1 > 𝑓 𝑥𝑛    

= 𝑓 𝑥𝑛:  و ذلك لأن  𝑛  و  𝑓 𝑥𝑛+1 = 𝑛 + 1.   
,0  متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝑓و بما أن  +∞ .   

𝐈 الخامسالتمرين  3 ج 

𝑙لنبٌن الآن على أن   = و من أجل ذلك نستعٌن بالبرهان بالخلف   . 0

𝑙و نفترض أن   ≠ 𝑙:  إذن     .0 > 𝑙  أو  0 < 0.   

 
;   𝑛𝜖ℕ∀ بما أن     𝑥𝑛 > 𝑙فإن    . 0 > 0.   

𝑒−𝑙و منه   < 1  و  1 + 𝑙 > 0.   
1 لدٌنا   + 𝑙 = 𝑒−𝑙  0  إذن <  1 + 𝑙 < 1.   
1−:  ٌعنً  < 𝑙 < 𝑙  و هذا تناقض مع كون  0 > 0.   

𝑙:  و بالتالً  = lim 𝑥𝑛 = 0   

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  1 ة 

= 𝜑 𝑥:   بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝜑نعتبر الدالة العددٌة  𝑒−𝑥 − 𝑥   
  .ℝ لأنها فرق دالتٌن متصلتٌن على ℝ دالة متصلة على 𝜑لدٌنا 
  و بالخصوص نختار المجال  ℝ متصلة على أي مجال من 𝜑إذن 

1

𝑒
, 1   

𝜑:  لدٌنا  .  
1

𝑒
 = 𝑒

−1

𝑒 −
1

𝑒
= 𝜑 1:  و     𝑒−1 − 1 =

1

𝑒
− 1   

𝜑لنحدد الآن إشارة كل من    
1

𝑒
   . 𝜑 1  و   

1−لدٌنا   < 𝑒−1  إذن  0 < 𝑒−1:    ٌعنً 1 − 1 < 0   
> 𝜑 1     1 :  و منه  0   

𝑒:  و لدٌنا  > :  إذن   . 1
1

𝑒
< 1.   

𝑒:  ٌعنً 
1

𝑒 < 𝑒 .   أي  :𝑒
−1

𝑒 >
1

𝑒
𝜑     2 :  إذن    .  

1

𝑒
 > 0   

× 𝜑 1نستنتج أن   (2)و  (1)من  𝜑  
1

𝑒
 < 0.   

  𝛼 𝜖 ∃:  و بالتالً حسب مبرهنة القٌم الوسٌطٌة 
1

𝑒
, 1   ;   𝜑 𝛼 = 0   

  𝛼 𝜖 ∃:  أو بتعبٌر آخر 
1

𝑒
, 1   ;   𝑒−𝛼 = 𝛼    

,0  المعرفة على 𝑛نعتبر الدوال العددٌة   بما ٌلً   ∞+

𝑛 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑛  ;    ∀𝑛𝜖ℕ .   

;0  متصلة على  𝑛نلاحظ فً البداٌة أن    .∗ℝ متصلة على 𝑓  لأن  ∞+

𝑛:  و لدٌنا 
′  𝑥 = 𝑓 ′ 𝑥 < 0  ;    ∀𝑥𝜖ℝ+

∗  .   
;0  تناقصٌة قطعا على المجال  𝑛إذن  +∞ .   

,0  تقابل من المجال  𝑛و بالتالً  ,𝑛   0  نحو صورته  ∞+ +∞     

. 

;0  تقابل من المجال  𝑛و بالتالً  ; 𝑛−   نحو المجال   ∞+ +∞ .   
; 𝑛−  عنصر من مجموعة الوصول  0و بما أن  +∞ .   

; 0  فً المجال 𝑥𝑛فإنه ٌقبل سابقا واحدا    .𝑛 بالتقابل  ∞+
!∃:  أو بتعبٌر أجمل   𝑥𝑛  𝜖  0, +∞   ;   𝑛 𝑥𝑛 = 0.   

!∃     ∗ :  ٌعنً   𝑥𝑛  𝜖  0, +∞   ;   𝑓 𝑥𝑛 = 𝑛   

𝑛   0, +∞   =  lim
𝑥→+∞

𝑛 𝑥  ;  lim
𝑥→0+

𝑛 𝑥  =  −𝑛 ;  +∞  

 . تناقصٌة كذلك 1− تقبل دالة عكسٌة 𝑓فإن 
< 𝑓 𝑥𝑛+1 على المتفاوتة  1−إذن نُدخل الدالة التناقصٌة  𝑓 𝑥𝑛   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  نحصل على    𝑓−1 𝑓 𝑥𝑛+1  > 𝑓−1 𝑓 𝑥𝑛    
;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝑥𝑛+1 > 𝑥𝑛   

 .  متتالٌة تناقصٌة 𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ و بالتالً  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  و لدٌنا    𝑥𝑛  𝜖  0, +∞ .   
;   𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن    𝑥𝑛 > 0.   

  .0  مصغورة بالعدد 𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ إذن المتتالٌة  

.   متتالٌة متقاربة لأنها تناقصٌة و مصغورة 𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ و بالتالً  

𝑙و نضع  = lim 𝑥𝑛   

!∃  𝑛𝜖ℕ∀ :  نعلم أن   𝑥𝑛 > 0    ;   𝑓 𝑥𝑛 = 𝑛.   

1:  أي  + 𝑙 − 𝑒−𝑙 = 1 :    ٌعنً 0 + 𝑙 = 𝑒−𝑙.   

 ∀𝑛𝜖ℕ ,  ∃!  𝑥𝑛 > 0    ;   
1

1 + 𝑥𝑛 − 𝑒
−𝑥𝑛

= 𝑛     ∶  إذن   

 ∀𝑛𝜖ℕ ,  ∃!  𝑥𝑛 > 0    ;     1 + 𝑥𝑛 − 𝑒
−𝑥𝑛  =

1

𝑛
     ∶  أي   

lim :    نحصل على ∞+ إلى 𝑛عندما ٌإول 
𝑛∞
 1 + 𝑥𝑛 − 𝑒

−𝑥𝑛 = lim
𝑛∞
 

1

𝑛
  

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  1 أ 

 

 𝓒  

  .ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 

𝑓 ′ 𝑥 =  
1

𝑔(𝑥)
 
′

=
−𝑔′ 𝑥 

 𝑔 𝑥  
2 =

− 1 + 𝑒−𝑥 

 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 2
 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  و نعلم أن    1 + 𝑒−𝑥 > 0.   
;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  إذن    𝑓 ′ 𝑥 < 0.   

   .∗ℝ تناقصٌة على  𝑓و هذا ٌعنً أن الدالة 
 :    كما ٌلً 𝑓و نضع جدول تغٌرات الدالة 

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝑓 ′ 𝑥 =
− 1 + 𝑒−𝑥 

 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 2
  ∶   لدٌنا  

0 𝑥 −∞ +∞ 

0 

0 
𝑓(𝑥) 

− 𝑓′(𝑥) 

−∞ 

− 

+∞ 

𝑓 𝑥 = 1  ⟺     
1

1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥
 = 1 

 ⟺      1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 = 1 

 ⟺      𝑒−𝑥 = 𝑥 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1

𝑔(𝑥)
= lim

𝑡→−∞
𝑡=𝑔(𝑥)

1

𝑡
= 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

𝑔(𝑥)
= lim

𝑡→+∞
𝑡=𝑔(𝑥)

1

𝑡
= 0 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

1

𝑔(𝑥)
= lim

𝑡→0+

𝑡=𝑔(𝑥)

1

𝑡
= +∞ 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

1

𝑔(𝑥)
= lim

𝑡→0−

𝑡=𝑔(𝑥)

1

𝑡
= −∞ 

𝑓 

𝑓 
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𝐈𝐈 الخامسالتمرين  2 أ 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  2 ة 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  2 ج 

𝑛من أجل   =   لدٌنا  1
1

𝑒
≤ 𝑦1 = 1 ≤ 1.   

 .  صحٌحة  𝑃1 إذن العبارة  
 . صحٌحة  𝑃𝑛  و نفترض أن ∗ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 

:  إذن 
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1   −1 ≤ −𝑦𝑛 ≤

−1

𝑒
 ∶  و منه   

𝑒−1 ≤ 𝑒−𝑦𝑛 ≤ 𝑒
−1
𝑒  ∶      3   أي   

1

𝑒
≤ 𝑦𝑛+1 ≤ 𝑒

−1
𝑒    ∶   إذن   

𝑒
1
𝑒 >      إذن    0

1

𝑒
> 𝑒      4   و  لدٌنا  كذلك   0

−1
𝑒 < 1   ∶   و منه   

 . التالٌة  𝑃𝑛 لنبٌن باستعمال البرهان بالترجع على صحة العبارة 

 𝑃𝑛  ∶   
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1 

           . 𝑇𝐴𝐹 سوف نستعمل فً هذا السإال مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة  

= 𝑥  بـ  ℝ المعرفة على 𝜑و من أجل ذلك نعتبر الدالة العددٌة  𝑒−𝑥    

  .ℝ متصلة و قابلة للاشتقاق على 𝜑نلاحظ أن  . 

 فً أي مجال 𝜑إذن ٌمكن تطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على الدالة 

  .ℝٌوجد ضمن 

 و الذي سوف نرمز له بالرمز  𝑛 و 𝛼نختار المجال الذي طرفاه 

 𝛼,𝑦𝑛   .𝑦𝑛 و 𝛼  و ذلك لأنه لا ندري من الأكبر من بٌن               

𝛼,𝑦𝑛  متصلة على  𝜑لدٌنا  𝛼,𝑦𝑛   و قابلة للاشتقاق على                                 

 :إذن حسب    

  :   نعلم أن 
𝜑 𝑦𝑛 = 𝑒−𝑦𝑛 = 𝑦𝑛+1

𝜑 𝛼 = 𝑒−𝛼 = 𝛼
  

!∃      ∗ :  إذن  𝑐 𝜖  𝛼,𝑦𝑛                 ;    𝑦𝑛+1 − 𝛼 =  𝜑′ 𝑐  ∙  𝑦𝑛 − 𝛼   

و نعلم أن  
1

𝑒
< 𝛼 <   و  1

1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 𝛼  و  1 < 𝑐 < 𝑦𝑛.   

:  إذن 
1

𝑒
< 𝑐 < 1   

−    5 :  و منه  𝑒
−1

𝑒 < −𝑒−𝑐 < −𝑒−1   

 .نعلم أن العدد الموجب ٌكون دائما أكبر من العدد السالب 

−    6 :  إذن  𝑒−1 < 𝑒
−1

𝑒   

𝑒−:  نستنتج أن  (6)و  (5)من 
−1

𝑒 < −𝑒−𝑐 < 𝑒
−1

𝑒 

>  𝜑′ 𝑐 :  ٌعنً أن  𝑒
−1

𝑒   

∃! 𝑐 𝜖  𝛼,𝑦𝑛                 ;    
𝜑 𝑦𝑛 − 𝜑 𝛼 

𝑦𝑛 − 𝛼
 = 𝜑′ 𝑐  

⟹    ∃! 𝑐 𝜖  𝛼,𝑦𝑛                 ;    
𝜑 𝑦𝑛 − 𝜑 𝛼 

𝑦𝑛 − 𝛼
 =  𝜑′ 𝑐   

𝑦𝑛 نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد الموجب  − 𝛼  نجد     : 

 𝑦𝑛 − 𝛼 ∙  𝜑
′ 𝑐  < 𝑒

−1
𝑒  𝑦𝑛 − 𝛼  

 .  نكتب فً الأخٌر  ∗ و باستعمال النتٌجة  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    𝑦𝑛+1 − 𝛼 < 𝑒
−1
𝑒  𝑦𝑛 − 𝛼      ∗∗  

𝐈𝐈𝐈 الخامسالتمرين  1 أ 

𝑡∀  : نستنتج أن  (2)و  (1)من  > 0   ;   
1

𝑡 + 1
< 𝑓 𝑡 <

1

𝑡
 

𝑒−𝑡−و لدٌنا كذلك   < 𝑡   إذن  0 + 1 − 𝑒−𝑡 <  𝑡 + 1    

⟹     
1

𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡
>

1

𝑡 + 1
 

⟹     𝑓 𝑡 >
1

𝑡 + 1
    2  

𝑡لٌكن  > 𝑒−𝑡 إذن  0 < 𝑒−𝑡−  أي  1 > −1   
𝑡 :  و منه  + 1 − 𝑒−𝑡 >  𝑡 + 1 − 1   

⟹   𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡 > 𝑡 

⟹     
1

𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡
<

1

𝑡
 

⟹     𝑓 𝑡 <
1

𝑡
     1  

:  نستنتج أن  (4)و  (3)من 
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛+1 ≤ 1   

 . صحٌحة  𝑃𝑛+1 و هذا ٌعنً أن العبارة 

   .𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1    

 :   و بذلك نحصل على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 
  
 𝑃1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                    
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ∗

  

  .𝛼  متتالٌة متقاربة و تإول إلى العدد 𝑦𝑛 𝑛≥1 و بالتالً  

lim
𝑛∞
 𝑦𝑛 = 𝛼   ∶  أي  

𝑦𝑛 :  ٌعنً  − 𝛼 =  𝑒
−1

𝑒  
𝑛−1

 1 − 𝛼    

𝑒  لنحسب الآن نهاٌة المتتالٌة  
−1

𝑒  
𝑛−1

 1 − 𝛼  
𝑛𝜖ℕ

   

نعلم أن  
1

𝑒
>   إذن  0

−1

𝑒
< 𝑒  و منه  0

−1

𝑒 < 1.   

𝑒 إذن  
−1

𝑒  
𝑛−1

  .1  متتالٌة هندسٌة أساسها عدد موجب و أصغر من 

lim:  إذن   𝑒
−1

𝑒  
𝑛−1

= lim:     و منه 0  𝑒
−1

𝑒  
𝑛−1

 1 − 𝛼 = 0    

 𝑦𝑛 − 𝛼 <  𝑒
−1
𝑒  

𝑛−1

 𝑦1 − 𝛼    ∶  إذن   

lim إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نكتب
𝑛∞
 𝑦𝑛 − 𝛼 = 0 

𝑦𝑛 :   نلاحظ أن  ∗∗ باستعمال النتٌجة  − 𝛼 < 𝑒
−1

𝑒  𝑦𝑛−1 − 𝛼  

<  𝑒
−1
𝑒   𝑒

−1
𝑒   𝑦𝑛−2 − 𝛼  

<  𝑒
−1
𝑒   𝑒

−1
𝑒   𝑒

−1
𝑒   𝑦𝑛−3 − 𝛼  

<  𝑒
−1
𝑒  

4

 𝑦𝑛−4 − 𝛼  

<  𝑒
−1
𝑒  

𝑛−1

 𝑦𝑛− 𝑛−1 − 𝛼  

⋮ ⋮ ⋮ 

 :    نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    𝑦𝑛 − 𝛼 <  𝑒
−1
𝑒  

𝑛−1

 1 − 𝛼 
           

 

0 

𝑛∞ 

 :  أو بتعبٌر أوضح نحصل على الوضعٌة التالٌة 

  − 𝑒
−1
𝑒  

𝑛−1

 1 − 𝛼 
             

<  𝑦𝑛 − 𝛼 <  𝑒
−1
𝑒  

𝑛−1

 1 − 𝛼 
           

 

0 
𝑛∞ 𝑛∞ 

0 

𝜑 

𝑦 
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𝐈𝐈𝐈 

 

 الخامسالتمرين  1 ة

𝐈𝐈𝐈 

 

 الخامسالتمرين  2 أ

𝐈𝐈𝐈 

 

 الخامسالتمرين  2 ة

𝐈𝐈𝐈 

 

 الخامسالتمرين  2 ج

𝐈𝐈𝐈 

 

 الخامسالتمرين  3 أ

  .∗ℝ دالة متصلة على 𝑓لدٌنا 
;0  دالة متصلة على المجال  𝑓إذن  +∞ .   

;0  عنصرا من المجال  𝑎لٌكن  +∞ .   
;0  تقبل عدة دوال أصلٌة على المجال 𝑓إذن   و بالخصوص فهً  ∞+

 : و تحقق 𝑎 و التً تنعدم فً 𝒯تقبل دالة أصلٌة 

,0 نلاحط أن طرفً هذا الـتؤطٌر عبارة عن دالتٌن متصلتٌن على  +∞ .  

𝑥:  و لدٌنا  < 2𝑥 .   إذن بعد إدخال التكامل∫ 𝑑𝑡
2𝑥

 على هذه المتفاوتة 

 .نحصل على 

ln 1 :  إذن  + 𝑡  𝑥
2𝑥 < 𝐹 𝑥 <  ln 𝑡  𝑥

2𝑥   

 ∀𝑡 > 0    ;    
1

𝑡 + 1
< 𝑓 𝑡 <

1

𝑡
  ∶  لدٌنا  

  
1

𝑡 + 1
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 <  𝑓 𝑡 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 <   
1

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡    

𝑥نؤخذ   > 𝑡  و  0 >  :      نجد 0
ln 1 + 2𝑥 − ln 1 + 𝑥 < 𝐹 𝑥 < ln 2𝑥 − ln 𝑥 

ln  
1 + 2𝑥

1 + 𝑥
 < 𝐹 𝑥 < ln 2   ∶  أي   

إذن فهو صالح فً أي مجال  . ∗ℝ من 𝑡هذا التؤطٌر صالح لأي عدد 

; 0 و نختار المجال   . ∗ℝٌوجد ضمن  4 .   

; 𝑡 𝜖  0 ∀:  إذن نكتب  4    ;    1 − 𝑡 +
𝑡2

2
 ≥ 𝑒−𝑡 ≥  1 − 𝑡    

; 𝑡 𝜖  0 ∀:  ٌعنً  4     ;    − 1 − 𝑡 ≥ −𝑒−𝑡 ≥ − 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
    

;𝑡 𝜖  0 ∀:  ٌعنً  4    ;   2𝑡 ≥ 1 + 𝑡 − 𝑒−𝑡 ≥
4𝑡−𝑡2

2
   

 ∀𝑡 ≥ 0   ;    1 − 𝑡 +
𝑡2

2
 ≥ 𝑒−𝑡 ≥  1 − 𝑡  ∶  لدٌنا  

1 نضٌف إلى أطراف هذا التؤطٌر الكمٌة   + 𝑡  نجد   : 

  ∀ 𝑡 𝜖  0 ; 4     ;    2𝑡 ≥ 1 + 𝑡 − 𝑒−𝑡 ≥ 2𝑡 −
𝑡2

2
   

 :   و عند المرور إلى المقلوب نجد 

  ∀ 𝑡 𝜖  0 ; 4     ;    
1

2𝑡
≤

1

1 + 𝑡 − 𝑒−𝑡
≤

2

4𝑡 − 𝑡2
   

⟺     ∀ 𝑡 𝜖  0 ; 4     ;    
1

2𝑡
≤ 𝑓(𝑡) ≤

2

4𝑡 − 𝑡2
   

1

2
 

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
 =

1

2
 

4 − 𝑡 + 𝑡

4𝑡 − 𝑡2
 =

4

2 4𝑡 − 𝑡2 
=

2

4𝑡 − 𝑡2
 :  و لدٌنا  

  ∀ 𝑡 𝜖  0 ; 4     ;    
1

2𝑡
≤ 𝑓 𝑡 ≤

1

2
 

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
  ∶   و بالتالً  

  ∀ 𝑡 𝜖  0 ; 4     ;    
1

2𝑡
≤ 𝑓 𝑡 ≤

1

2
 

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
  ∶   لدٌنا  

⟹       
1

2𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑓 𝑡 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤
1

2
  

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡   

⟹     
1

2
 ln 𝑡  𝑥

2𝑥 ≤ 𝐹 𝑥 ≤
1

2
 ln 𝑡  𝑥

2𝑥 +
1

2
 ln 4 − 𝑡  𝑥

2𝑥    

⟹     
ln 2

2
≤ 𝐹 𝑥 ≤

ln 2

2
+

1

2
ln  

4 − 2𝑥

4 − 𝑥
    

lim
𝑥→0+

ln  
4 − 2𝑥

4 − 𝑥
 = ln  

4 − 0

4 − 0
 = ln 1 = 0 ∶  لدٌنا  

lim :    و بالتالً حسب خاصٌات النهاٌات و التؤطٌر نجد 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = ln 2 

lim
𝑥→+∞

ln  
1 + 2𝑥

1 + 𝑥
 = lim

𝑥→+∞
ln 

1
𝑥

+ 2

1
𝑥

+ 1
 = ln   لدٌنا  ∶   2

  : إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

 ∀𝑥 > 0   ;   ln  
1 + 2𝑥

1 + 𝑥
 

       
< 𝐹 𝑥 < ln 2  

𝑙𝑛 2 

𝒙 → +∞ 
𝒙 → +∞ 

𝑙𝑛 2 

,𝑎  دالتٌن معرفتٌن على 𝑔 و 𝑓إذا كانت  : تذكير 𝑏  بحٌث 𝑓 و 𝑔 

,𝑎 متصلتٌن على  𝑏  و قابلتٌن للاشتقاق على  𝑎, 𝑏 .  

  :   و 
∀ 𝑡 𝜖  𝑎, 𝑏   ;   𝑓 ′ 𝑡 ≥ 𝑔′ 𝑡 

𝑓 𝑎 = 𝑔 𝑎                           
   

,𝑡 𝜖  𝑎 ∀:  فإن  𝑏   ;   𝑓 𝑡 ≥ 𝑔 𝑡    

 المعرفة  و 𝜓 و 𝜑 عددا حقٌقٌا موجبا و نعتبر الدوال العددٌة 𝑡لٌكن 

 :بما ٌلً 

  .ℝ كلها دوال متصلة و قابلة للاشتقاق على  و 𝜓 و 𝜑لدٌنا 

  :   و لدٌنا 

𝜑′ 𝑡 = −1

𝜓′ 𝑡 = 𝑡 − 1

′ 𝑡 = −𝑒−𝑡
   

𝑡لدٌنا   ≥ 𝑡−  إذن  0 ≤ 0.   

𝑒−𝑡−و منه   ≤ ≥ ′ 𝑡  ٌعنً  1− 𝜑′ 𝑡 .   

 
 

 

 

𝜑 𝑡 = 1 − 𝑡          

𝜓 𝑡 = 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
 𝑡 = 𝑒−𝑡             

  

 :   إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

    
ln 2

2
 

   
≤ 𝐹 𝑥 ≤  

ln 2

2
+

1

2
ln  

4 − 2𝑥

4 − 𝑥
  

               
   

𝒙 → 𝟎+ 

𝐥𝐧𝟐

𝟐
 

𝒙 → 𝟎+ 

𝐥𝐧𝟐

𝟐
 

 .  دالة متصلة على ٌمٌن الصفر 𝐹و بالتالً  

 :    و بالتالً حسب خاصٌات النهاٌات و التؤطٌر نستنتج أن 

lim
𝑥→0+

𝐹(𝑥) =
ln 2

2
= 𝐹 0  

=  0:  و بما أن  𝜑 0 = 1.   
,𝑡 𝜖  0 ∀ :  فإن  +∞     ;    𝑡 ≤ 𝜑 𝑡    

,𝑡 𝜖  0 ∀ :  ٌعنً  +∞     ;   𝑒−𝑡 ≤ 1 − 𝑡      1    
𝑒−𝑡−:  و بنفس الطرٌقة لدٌنا  ≥ 𝑡 − ≤ ′ 𝑡:  إذن    .1 𝜓′ 𝑡   

. 

,𝑡 𝜖  0 ∀       2 :  ٌعنً  +∞     ;    𝑒−𝑡 ≥ 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
   

=  0: و بما أن  𝜓 0 =  :   فإنه حسب الخاصٌة المذكورة 1
  ∀ 𝑡 𝜖  0, +∞     ;    𝑡 ≥ 𝜓 𝑡  

 : نستنتج أن  (2)و  (1)من 

 ∀𝑡 ≥ 0   ;    1 − 𝑡 +
𝑡2

2
 ≥ 𝑒−𝑡 ≥  1 − 𝑡    

𝒯 𝑎 = 0      
𝒯 ′ 𝑥 = 𝑓(𝑥)

         و       

𝒯 ∶    0, +∞  ⟶  ℝ                                  

𝑥 ⟶   𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡
 

𝑥 
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𝐈𝐈𝐈 

 

 الخامسالتمرين  3 ة

+𝑥𝜖ℝ∀ :  إذن 
∗    ;   𝐹′ 𝑥 > 0   

+ℝ تزاٌدٌة قطعا على 𝐹و بالتالً 
∗.  

+ℝ عنصرا من 𝑥نعلم أنه إذا كان 
:   فإن ∗

 
 

 
 

𝑔 2𝑥 > 0       

𝑔 𝑥 > 0          

𝑒2𝑥 > 0           
 𝑒𝑥 − 1 2 > 0

    

𝑥∀  :نحصل إذن على العلاقة التالٌة  > 0   ;   𝐹 𝑥 = 𝒯 2𝑥 − 𝒯 𝑥  

 :   نكتب 𝐹و بالتالً بالرجوع إلى تعرٌف الدالة 

𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 =  𝑓(𝑡)
𝑎

𝑥

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

=  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑎

𝑑𝑡 −  𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

= 𝒯 2𝑥 − 𝒯 𝑥  

=
2 𝑔 𝑥 − 𝑔 2𝑥 

𝑔 2𝑥 × 𝑔 𝑥 
 

=
2 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 −  1 + 2𝑥 − 𝑒−2𝑥 

𝑔 2𝑥 × 𝑔 𝑥 
 

=
 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 1 

𝑒2𝑥𝑔 2𝑥 𝑔 𝑥 
 

=
 𝑒𝑥 − 1 2

𝑒2𝑥𝑔 2𝑥 𝑔 𝑥 
 

𝑥:  و بما أن  ⟶ 2𝑥  و  𝑥 ⟶ 𝒯(𝑥)  دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على  

ℝ+
𝑥  فإن الدالة  ∗ ⟶ 𝒯 2𝑥 − 𝒯 𝑥  قابلة للاشتقاق على  ℝ+

∗ . 

= 𝐹′ 𝑥                                    :  و لدٌنا  2 𝒯 ′ 2𝑥 − 𝒯 ′ 𝑥  
= 2 𝑓 2𝑥 − 𝑓 𝑥  

=
2

𝑔 2𝑥 
−

1

𝑔 𝑥 
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 التمرين الأول  1 أ 

 

   .𝑀 0,0  𝜖 𝐸:    لأن  ℳ2 ℝ جزء غٌر فارغ من  𝐸نلاحظ أن 

 التمرين الأول  1 ب 

 التمرين الأول  2 أ 

 التمرين الأول  2 ب 

 التمرين الأول  3  

,𝐸 نعلم أن   ,     إذن .   فضاء متجهً حقٌقً  ∙,+  (1) زمرة تبادلٌة   +
 .  زمرة تبادلٌة  ×,∗ℂ و لدٌنا كذلك  

  2  تشاكل تقابلً  𝑓 زمرة تبادلٌة لأن  ×,∗𝐸 إذن 
   . ℳ2 ℝ توزٌعً بالنسبة للجمع فً  ×بما أن الضرب 

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸و بما أن 
  .𝐸     3  توزٌعً بالنسبة للجمع فً ×فإن 
,𝐸 نستنتج أن   (3)و  (2)و  (1)من   .  جسم تبادلً  ×,+

 التمرين الأول  4  

𝐈 التمرين الثاني  1 أ 

𝑧3 المعادلة  ℂلنحل إذن فً  = −𝑖.   

𝑧من أجل ذلك نضع   = 𝑟𝑒𝑖𝜃  إذن  𝑟2 𝑒3𝑖𝜃 = 𝑒
−𝑖𝜋

2.   

𝑘إذا كان   = 𝑧0  فإن  0 = 𝑒
−𝑖𝜋

6 =
 3

2
−

1

2
𝑖   

 إذن المصفوفة  
 3

2
 ;  

−1

2
  𝐸 حل للمعادلة الأولى فً       

𝑘إذا كان   = 𝑧1  فإن  1 = 𝑒
𝑖𝜋

2 = 𝑖   

𝑘إذا كان   = 𝑧2  فإن  2 = 𝑒
7𝑖𝜋

6 =
− 3

2
−

1

2
𝑖   

 إذن المصفوفة  
− 3

2
 ;  

−1

2
  𝐸 حل للمعادلة الأولى فً        

  𝐸حل للمعادلة الأولى فً          0,1 إذن المصفوفة  

𝐽مجموعة حلول المعادلة   : خلاصة × 𝑋3 = 𝐼 تُكتب على الشكل  : 

⟺      
𝑟 = 1                                         

𝜃 =
−𝜋

6
+

2𝑘𝜋

3
  ;   𝑘 𝜖  0; 1; 2 

  

𝑆 =   
 3

2
𝐼 −

1

2 
𝐽  ; 𝐽 ;   

− 3

2
𝐼 −

1

2
 𝐽   

𝛾𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝛽𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝛾  
𝑎  3𝑏

−1

 3
𝑏 𝑎

 + 𝛽  
𝑐  3𝑑

−1

 3
𝑑 𝑐

  

,𝑎  عددٌن حقٌقٌٌن و  𝛽 و 𝛾لٌكن  𝑏       و 𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتٌن من  𝐸 

. 

 :  إذن 
∀  𝛾, 𝛽  𝜖 ℝ2

∀ 𝑀 𝛾, 𝛽 , 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸
   ;   𝛾𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝛽𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸   

,𝐸 إذن   , ℳ2 ℝ   فضاء متجهً جزئً من الفضاء المتجهً   ∙,+ +,∙ .   

=  
𝛾𝑎 + 𝛽𝑐  3 𝛾𝑏 + 𝛽𝑑 

−1

 3
 𝛾𝑏 + 𝛽𝑑 𝛾𝑎 + 𝛽𝑐

  

,𝐼 إذن   𝐽  (أو مستقلة خطٌا  )  أسرة حرة.  

,𝐼 و بالتالً   𝐽   ًأساس الفضاء المتجهً الحقٌق   𝐸, +,∙ .   

⟺   𝛼 = 𝛽 = 0 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏  مصفوفة من المجموعة  𝐸.  

  .𝐽 و 𝐼 تُكتبُ على شكل تألٌفة خطٌة للمصفوفتٌن 𝐸إذن كل مصفوفة من 
,𝐼 و هذا ٌعنً أن الأسرة   𝐽   ًتُوَلِّدُ الفضاء المتجهً الحقٌق   𝐸, +,∙ .   

,𝐼 لنبٌن الآن أن   𝐽  أسرة حرة  . 
  .𝐽 و 𝐼من أجل ذلك نعتبر تألٌفة منعدمة للمصفوفتٌن 

𝑀 𝑎, 𝑏 =  
𝑎  3𝑏

−1

 3
𝑏 𝑎

 = 𝑎  
1 0
0 1

 + 𝑏  
0  3
−1

 3
0

  

= 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 

𝛼𝐼 + 𝛽𝐽 = 0    ⟺    
𝛼  3𝛽

−1

 3
𝛽 𝛼

 =  
0 0
0 0

  

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  ًمصفوفتٌن من الفضاء المتجه  𝐸.  

,𝑀 𝑎                  :لدٌنا  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 ×  𝑐𝐼 + 𝑑𝐽    

𝐽2:  و لدٌنا  =  
0  3
−1

 3
0

 ×  
0  3
−1

 3
0

 =  
−1 0
0 −1

 = −𝐼   

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸إذن 

= 𝑎𝑐 𝐼 + 𝑎𝑑 𝐽 + 𝑏𝑐 𝐽 + 𝑏𝑑 𝐽2 

,𝑀 𝑎           :إذن  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 𝐼 +  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 𝐽   

= 𝑀 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐  𝜖 𝐸 

𝑎 لٌكن   + 𝑖𝑏   و   𝑐 + 𝑖𝑑  عددٌن عقدٌٌن غٌر منعدمٌن  . 

𝑓  𝑎:  لدٌنا  + 𝑖𝑏 ×  𝑐 + 𝑖𝑑  = 𝑓  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝑖 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐     

= 𝑀 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   
= 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  

= 𝑓 𝑎 + 𝑖𝑏 × 𝑓 𝑐 + 𝑖𝑑  

⟺   𝑓  𝑎 + 𝑖𝑏 3 = 𝑓 −𝑖  

⟺    𝑎 + 𝑖𝑏 3 = −𝑖 

𝐽 المعادلة  𝐸لنحل فً  × 𝑋3 = 𝐼  ⟺   −𝐽 × 𝐽 × 𝑋3 = −𝐽.   

⟺   −𝐽2 × 𝑋3 = −𝐽 

⟺   𝑋3 = −𝐽 

⟺    𝑀 𝑎, 𝑏  3 = 𝑀 0, −1  

⟺    𝑓 𝑎 + 𝑖𝑏  3 = 𝑓 −𝑖  

∶ 𝐺 :  نعتبر المعادلة التالٌة  𝑖 𝑧2 +  𝑎 + 𝑎 − 𝑖 𝑧 − 𝑎 − 𝑖 𝑎𝑎    
= ∆                                 :  لدٌنا    𝑎 + 𝑎 − 𝑖 2 + 4𝑖  𝑎 + 𝑖𝑎𝑎   

=  𝑎2 + 𝑎 2 − 1 + 2𝑎𝑎 − 2𝑎 𝑖 − 2𝑎𝑖 + 4𝑖𝑎 − 4𝑎𝑎  

= 𝑎2 + 𝑎 2 − 1 − 2𝑎𝑎 + 2𝑎 𝑎 − 2𝑎𝑖 
=  𝑎 − 𝑎 − 𝑖 2 

   . ×,∗𝐸   نحو   ×,∗ℂ  تشاكل من  𝑓إذن 
 . تقابل 𝑓لنبٌن الآن أن 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏  مصفوفة من  𝐸∗.  

𝑓 𝑥                      :نرٌد الآن حل المعادلة التالٌة  + 𝑖𝑦 = 𝑀 𝑎, 𝑏    

𝑥 إذن المعادلة   + 𝑖𝑦 = 𝑀 𝑎, 𝑏        ًتقبل حلا وحٌدا فℂ∗ .  

   . ×,∗𝐸   نحو   ×,∗ℂ  تشاكل تقابلً من  𝑓 : خلاصة 

⟺   𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀 𝑎, 𝑏  

⟺    
𝑥  3𝑦
−1

 3
𝑥

 =  
𝑎  3𝑏
−1

 3
𝑎

  

⟺     
𝑥 = 𝑎
𝑦 = 𝑏

  

   . ×,∗𝐸   نحو   ×,∗ℂ  تقابل من  𝑓إذن 

𝐈 التمرين الثاني 1 ب 

= ∆:  لدٌنا    𝑎 − 𝑎 − 𝑖 2 .   إذن المعادلة𝐺 تقبل حلٌن  : 

𝑆𝑎:   هً 𝐺إذن مجموعة حلول المعادلة  =  1 + 𝑎𝑖 ;  𝑎 𝑖    

𝑧1 =
 𝑖 − 𝑎 − 𝑎  −  𝑎 − 𝑎 − 𝑖 

2𝑖
= 1 + 𝑎𝑖

𝑧2 =
 𝑖 − 𝑎 − 𝑎  +  𝑎 − 𝑎 − 𝑖 

2𝑖
= 𝑎 𝑖

 

𝑀 

𝑓 

𝐸 

𝑀 

𝑀 

𝑀 
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𝐈  2 التمرين الثاني 

𝑎 عددا عقدٌا مكتوبا على شكل  𝑎لٌكن  : عكسيا = 𝑟 + 𝑟𝑖.   

𝑎 𝑖:  لدٌنا  =  𝑟 − 𝑟𝑖 𝑖 = 𝑟𝑖 + 𝑟 = 𝑎.   

   .𝑎 𝑖 لأنه مكتوب على شكل   𝐺  حل للمعادلة 𝑎إذن 
⟺  𝑎   حل  لـ  𝐺 :  و بالتالً    𝔗𝑚 𝑎 = ℛ𝑒 𝑎    

𝐈𝐈 التمرين الثاني 1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 ب 

   :   ⋕ و لدٌنا كذلك حسب النتٌجة  
𝑧𝐶′ −𝑧𝐵

𝑧𝐸−𝑧𝐴
 = 2   

′𝑧𝐶 :   إذن  − 𝑧𝐵′  = 2 𝑧𝐸 − 𝑧𝐴  ًٌعن      :𝐵′𝐶′ = 2 𝐴𝐸    

𝐈  1  التمرين الثالث 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 1 أ 

 97 هً الأعداد الأولٌة التً مربعاتها أصغر من 7 و 5 و 3 و 2لدٌنا 

 . عدد أولً 97و نلاحظ أنه لا أحد من هذه الأعداد ٌقسم العدد 

𝑥لٌكن   ∧ 97 = 𝑑 97  إذن  ٌقسم العدد.  

 عدد أولً فإنه ٌمتلك قاسمٌن صحٌحٌن طبٌعٌٌن فقط 97و بما أن 

𝑑إذن   . 1 و 97و هما  = 𝑑  أو  97 = 1.   

𝑑إذا افترضنا أن   = 𝑥  فسوف نحصل على  97 ≡ 0  97 .   
𝑥35و منه   ≡   .𝐹 لٌس حلا للمعادلة 𝑥و هذا ٌعنً أن   .  97  0

 .و هذا ٌتناقض مع المعطٌات الصرٌحة للتمرٌن 

𝑑إذن   = 𝑥  و منه  1 ∧ 97 = 1.   

𝐈𝐈 التمرين الثالث 1 ب 

𝑥لدٌنا   ∧ 97 =  . عدد أولً 97  و 1
𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡   : 𝑥97−1 إذن حسب مبرهنة  ≡ 1  97 .   

𝑥96:  أي  ≡ 1  97 .   

= 𝑧 :     نجد  𝑖− نضرب البسط و المقام فً العدد العقدي 
−𝑖 + 𝑎  𝑖 − 1 

−𝑎 + 𝑎 𝑖
 

𝑣 96 ٌقسم الجداء  35إذن العدد  − 4 .   
35و بما أن   ∧ 96 = 1.   

𝑣  ٌقسم  35 نستنتج أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠فإنه حسب مبرهنة  − 4 .   
;   𝑘𝜖ℤ∃ :  إذن    𝑣 = 35𝑘 + 4   

𝑢إذن   = 96𝑘 + 11.   

 :     نحصل على ⊗ بقٌمته فً المتساوٌة 𝑣نعوض 
35 𝑢 − 11 = 96 × 35𝑘 

 :     تُكتب على الشكل  𝐸 و بالتالً مجموعة حلول المعادلة 

𝑆 =    96𝑘 + 11  ;   35𝑘 + 4   ;   𝑘𝜖ℤ   

1  و  𝑎 𝑖 تقبل الحلٌن  𝐺لدٌنا المعادلة  + 𝑎𝑖.   

𝑎:   فهذا ٌعنً أن    حلا للمعادلة 𝑎إذا كان  = 𝑎 𝑖  أو  𝑎 = 1 + 𝑎𝑖  

𝑎فً حالة  . = 𝑎 𝑖 لدٌنا  :ℛ𝑒 𝑎 + 𝑖 𝔗𝑚 𝑎 = 𝑖  ℛ𝑒 𝑎 + 𝑖𝔗𝑚 𝑎    

= 𝔗𝑚 𝑎 + 𝑖 ℛ𝑒 𝑎  

= ℛ𝑒 𝑎:  إذن  𝔗𝑚 𝑎    

𝑎     و فً حالة = 1 + ℛ𝑒 𝑎                               :  فإن + 𝑖 𝔗𝑚 𝑎   

 :  ٌعنً 
ℛ𝑒 𝑎 = 1 − 𝔗𝑚 𝑎 

𝔗𝑚 𝑎 = ℛ𝑒 𝑎       
= ℛ𝑒 𝑎:    أي   𝔗𝑚 𝑎    

= ℛ𝑒 𝑎:  إذن فً كلتا الحالتٌن نحصل على  𝔗𝑚 𝑎 .   

= 1 + 𝑖  ℛ𝑒 𝑎 + 𝑖 𝔗𝑚 𝑎   

⟺   ℛ𝑒 𝑎 + 𝑖 𝔗𝑚 𝑎 =  1 − 𝔗𝑚 𝑎  + 𝑖 ℛ𝑒 𝑎   

𝑧 =  
 1 + 𝑎𝑖 − 𝑎

𝑖𝑎 − 𝑎
 

                   
=

 1 − 𝑎 𝑖 − 𝑎 

−𝑖𝑎 − 𝑎 
 

=
1 − 𝑖𝑎 − 𝑎 

−𝑖𝑎 − 𝑎 
=

1 − 𝑎  𝑖 + 1 

−𝑖𝑎 − 𝑎 
 

𝐶 1  و   𝐵 𝑖𝑎  و   𝐴 𝑎ننطلق من كون   + 𝑎𝑖  نقط مستقٌمٌة  . 

⟺   
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
 𝜖 ℝ   ⟺   

 1 + 𝑎𝑖 − 𝑎

𝑖𝑎 − 𝑎
 𝜖 ℝ 

⟺     
 1 + 𝑎𝑖 − 𝑎

𝑖𝑎 − 𝑎
 

                   
=

 1 + 𝑎𝑖 − 𝑎

𝑖𝑎 − 𝑎
 

⟺    
 1 − 𝑎 𝑖 − 𝑎 

−𝑖𝑎 − 𝑎 
=

 1 + 𝑎𝑖 − 𝑎

𝑖𝑎 − 𝑎
 

⟺    
 1 − 𝑎 𝑖 − 𝑎 

−𝑖𝑎 − 𝑎 
=

 𝑖 − 𝑎 − 𝑎𝑖

−𝑎 − 𝑎𝑖
 

⟺     1 − 𝑎 𝑖 − 𝑎 =  𝑖 − 𝑎 − 𝑎𝑖 

⟺    𝑖 𝑎 − 𝑎  +  𝑎 − 𝑎  =  𝑖 − 1  

⟺     𝑎 − 𝑎  =  
𝑖 − 1

𝑖 + 𝑖
  

⟺     2 𝔗𝑚 𝑎   𝑖 =
−2𝑖

−2
= 𝑖 

⟺   𝔗𝑚 𝑎 =
1

2
 

= 𝑅1 𝐵                                                        ننطلق من الكتابة  𝐵′   

= 𝑅2 𝐶                                      :بنفس الطرٌقة ننطلق من الكتابة  𝐶′  

. 

⟺     𝑧𝐵′ − 𝑧𝐴 = 𝑒
−𝑖𝜋

2  𝑧𝐵 − 𝑧𝐴  

⟺     𝑏′ − 𝑎 = −𝑖 𝑖𝑎 − 𝑎  
⟺    𝑏′ = 𝑎 + 𝑖𝑎 + 𝑎 

⟺     𝑧𝐶′ − 𝑧𝐴 = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑧𝐶 − 𝑧𝐴  

⟺     𝑐′ − 𝑎 = 𝑖 1 + 𝑎𝑖 − 𝑎  

⟺    𝑐′ = 𝑖 1 − 𝑎  

   . 𝐵𝐶  هً منتصف القطعة  𝐸لدٌنا 

𝑧𝐸 =
𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

2
=

𝑖𝑎 + 𝑎𝑖 + 1

2
   ∶  إذن  

𝑧𝐶′ − 𝑧𝐵′

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
=

𝑖 1 − 𝑎 −  𝑎 + 𝑖𝑎 + 𝑎 

𝑖𝑎 + 𝑎𝑖 + 1
2

− 𝑎
   ∶  إذن  

= 2  
𝑖 − 2𝑎𝑖 − 𝑎 − 𝑎

𝑖𝑎 + 𝑎𝑖 + 1 − 2𝑎
  

= 2𝑖  
1 − 2𝑎 + 𝑎 𝑖 + 𝑎𝑖

𝑖𝑎 + 𝑎𝑖 + 1 − 2𝑎
  = 2𝑖  

 ⋕     
𝑧𝐶′ − 𝑧𝐵′

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
= 2𝑖                                                ∶   إذن  

⟺    arg  
𝑧𝐶′ − 𝑧𝐵′

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
 ≡

𝜋

2
  2𝜋  

⟺     𝐴𝐸      , 𝐵′𝐶′                    
 ≡

𝜋

2
  2𝜋  

⟺     𝐴𝐸 ⊥  𝐵′𝐶′  

35:  لدٌنا  × 11 − 96 × 4 = 1.   
35:   نكتب 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡إذن حسب مبرهنة  ∧ 96 = 1.   

,𝑢 لٌكن   𝑣  الحل العام للمعادلة   𝐸 .  

  :   لدٌنا 
35𝑢 − 96𝑣 = 1             
35 × 11 − 96 × 4 = 1

   

 :      ننجز عملٌة الفرق بٌن المتساوٌتٌن فنحصل على 
35 𝑢 − 11 = 96 𝑣 − 4      ⊗  

𝐺 

𝑎𝑖 
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𝐈𝐈 التمرين الثالث 1 ج 

𝑥35لدٌنا   ≡   . 𝐹  حل للمعادلة 𝑥  لأن  97  2
𝑥35 11 :  إذن  ≡ 211 𝑥35×11:  ٌعنً   .  97   ≡ 211   97 .   

35:  و نعلم أن  × 11 − 96 × 4 = 35:  إذن   . 1 × 11 = 1 + 96 × 4.   

𝑥1+96×4     1 :  و منه  ≡ 211   97    

𝑥96:  من جهة أخرى لدٌنا  ≡ 1  97    

𝑥96 4 :  إذن  ≡ 𝑥96×4:    ٌعنً  97  14 ≡ 1  97    

𝑥1+96×4   2 :   نجد 𝑥نضرب طرفً هذه المتوافقة فً العدد  ≡ 𝑥  97    

𝑥:  نستنتج أن  (2)و  (1)من النتٌجتٌن  ≡ 211   97    

𝐈𝐈  2 التمرين الثالث 

𝑥عكسٌا نفترض أن   ≡ 211 𝑥35:  إذن   .  97   ≡ 211×35   97    

𝑥35:  ٌعنً  ≡ 𝑥35     3 :  أي   .  97  4+1×296 ≡ 296×4 × 2  97 .   

 . عددان أولٌان 2 و 97من جهة أخرى لدٌنا 

296:   نكتب          𝐹 إذن حسب  ≡ 1  97    

4×296:  و منه  ≡ 4×296   4 :  أي   .  97 1 × 2 ≡ 2 97    

𝑥35:  نستنتج أن  (4)و  (3)من المتوافقتٌن  ≡ 2  97    

  . 𝐹  حل للمعادلة 𝑥و بالتالً 

𝐈𝐈  3 التمرين الثالث 

𝐈 التمرين الرابع  1 أ 

𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

𝐈 التمرين الرابع 1 ج 

;0  متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال 𝑓لدٌنا  +∞ .  
   . 0,1  متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓إذن 

; 1−   نحو صورته   0,1  تقابل من المجال  𝑓و منه  2 −
1

𝑒
 .   

2نلاحظ أن   −
1

𝑒
≈ ; 𝜖  −1 0  إذن  1,6 2 −

1

𝑒
    

  .𝑓 بالتقابل  0,1 و بالتالً فإن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا فً المجال 
!∃:  أو بتعبٌر أجمل   𝛼 𝜖  0,1   ;   𝑓 𝛼 = 0   

𝐈 التمرين الرابع 1 د 

= 𝛼 لدٌنا   0 و      0 < 𝛼 < 1.   
0إذا كان   < 𝑥 < 𝛼  فإن  𝑓 𝑥 < 𝑓 𝛼  لأن  𝑓 تزاٌدٌة . 

> 𝑓 𝑥و منه   ,0   على المجال  0 𝛼 .   

𝛼إذا كان   < 𝑥 < < 𝑓 𝑥  فإن  1 𝑓 𝛼  لأن  𝑓  تزاٌدٌة على  𝛼, 1 .   

< 𝑓 𝑥و منه   ,𝛼   على المجال  0 1 .   

,𝛼  موجبة قطعا على المجال  𝑓و بالتالً   سالبة قطعا على 𝑓و   .  1

,0 المجال  𝛼  .  و𝑓 ًتنعدم ف 𝛼.  

𝐈 التمرين الرابع 1 د 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

𝑦إذن المستقٌم ذو المعادلة   = 2𝑥  مقارب للمنحنى   𝒞   بجوار  +∞  

. 

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 2𝑥 = lim
𝑥→+∞

 2𝑥 − 𝑒−𝑥2
− 2𝑥 = 0 

  .+ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 

𝑓:  لدٌنا  ′ 𝑥 = 2 + 2𝑥 𝑒−𝑥2
> 0   

   .+ℝ دالة تزاٌدٌة قطعا على  𝑓إذن 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 2𝑥 − 𝑒−𝑥2
 = +∞ ∶  و لدٌنا  

 :     كما ٌلً 𝑓نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة 

𝑥 0 +∞ 

−1 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

+∞ 

0 2 −
1

𝑒
 −1 𝑓 𝑥  

1 

+ 

0 𝛼 𝒙 

− 

 

 𝓒  

𝒚 = 𝟐𝒙 
𝜶 

 

𝒚 = 𝟐𝒙 

 𝓒  

𝜶 

211:  إذن  ≡ 𝑥:  و بالتالً    . 97  11 ≡ 11  97    

;   𝑘𝜖ℤ∃ :  أي    𝑥 = 97𝑘 + 11   

 :     تُكتب على شكل  𝐹 مجموعة حلول المعادلة 

𝑆 =   97𝑘 + 11  ;    𝑘𝜖ℤ   

211:  بعد ذلك نستعٌن بالآلة الحاسبة للحصول على  = 2048   

 :  نحصل على 97 على العدد 2048ننجز القسمة الأقلٌدٌة للعدد 

 :    فً الأسئلة السابقة تمكنا من إثبات التكافؤ التالً 

𝑥35 ≡ 2  97    ⟺    𝑥 ≡ 211   97  

2048 97
194 21
108
97
11

 

𝑡لدٌنا   ⟼ 𝑒−𝑡2
,0 و بالخصوص على  . ℝ  دالة متصلة على  𝑥 . 

= ′ 𝑥 و تحقق  ℝ معرفة على إذن فهذه الدالة تقبل دالة أصلٌة  𝑒−𝑥2
   

,0  دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على  لدٌنا  𝑥  .   إذن حسب مبرهنة

 :   التزاٌدات المنتهٌة نكتب 
∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥   ;   

 𝑥 −  0 

𝑥 − 0
= ′ 𝑐  

⟺   ∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥    ;    
1

𝑥
  𝑥 − (0) = 𝑒−𝑐2

 

⟺   ∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥    ;    
1

𝑥
 𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝑒−𝑐2
 

𝑚𝑎𝑡 

𝑓 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

,0  قابلة للاشتقاق على  لدٌنا  𝑥     لأنها فرق دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق  

𝑥  و  و هما   ⟶ 𝑥2 .   و لدٌنا  :𝑔 𝑥 = 𝑥2 −  𝑥 .   

= 𝑔′ 𝑥:  إذن  2𝑥 − ′ 𝑥 = 2𝑥 − 𝑒−𝑥2
= 𝑓(𝑥)   

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

,𝛼  موجبة على المجال  𝑓لدٌنا  1 .   

,𝑥 𝜖  𝛼 ∀  :  إذن  1     ;   𝑔′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 > 0   

,𝛼  متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑔ٌعنً أن الدالة  1 .   

,𝛼  تقابل من المجال  𝑔: و منه  ;  𝑔 𝛼   نحو المجال   1 𝑔 1  .   

,0  سالبة قطعا على المجال  𝑓و لدٌنا كذلك  𝛼 .   
,𝑥 𝜖  0 ∀  :  إذن  𝛼     ;   𝑔′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 ≤ 0   

,0  تناقصٌة على المجال  𝑔أي أن الدالة  𝛼 .   

< 𝑔 1     2 :  إذن  0   

𝛼و بما أن   > > 𝑔 𝛼  فإن  0 𝑔 0  .   1 :  أي    𝑔 𝛼 < 0   

ب من السؤال     1  𝐼𝐼  1:     نستنتج أن − ∫ 𝑒−𝑡21

0
𝑑𝑡 > 0  

∙ 𝑔 𝛼:  نستنتج أن  (2)و  (1)و من  𝑔 1 < 0.   

;  𝜖  𝑔 𝛼 0:  أي أن  𝑔 1     

,𝛼   فً المجال  𝛽 ٌمتلك سابقا واحدا 0إذن    .𝑓 بالتقابل  1

!∃  :  أو بتعبٌر أنٌق نكتب   𝛽 𝜖  𝛼, 1     ;   𝑓 𝛽 = 0   

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 ج 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 د 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 ب 

0لدٌنا   < 𝑐 < 𝑥  إذن  −𝑥2 < −𝑐2 < 0.   

𝑒−𝑥2:  و منه 
< 𝑒−𝑐2

< 1.   

 :    نحصل على ( أ (1باستعمال نتٌجة السؤال 

 ∀𝑥 > 0   ;   
1

𝑥
 𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 < 1 

𝑥و من أجل   = 𝑒−𝑡2  :      نجد 1
1

0

𝑑𝑡 < 1 

𝑥∀ :   نستنتج أن   ′انطلاقا من تعبٌر الدالة  > 0  ;  𝜑′ 𝑥 < 0   
∗ℝ دالة تناقصٌة على  𝜑إذن 

+.   

   . 0,1  دالة متصلة و تناقصٌة على  𝜑و بالخصوص 
;  𝜑 𝑥  𝜖  𝜑 0  إذن   𝑥 𝜖  0,1لٌكن    𝜑 1     

1:  ٌعنً  ≥ 𝜑 𝑥 ≥ ∫ 𝑒−𝑡21

0
𝑑𝑡 >     𝜑 𝑥  𝜖  0,1:  و منه    0

⊃    𝜑   0,1:  و هذا ٌعنً أن    0,1    

⟹    𝑥 𝜖  0,1 :   و بذلك نحصل على الاستلزام التالً     𝜑 𝑥  𝜖  0,1  

𝜑 𝑥 =
1

𝑥
 1 

𝑢 ′ (𝑡)

∙ 𝑒−𝑡2
 
𝑣(𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡     ;   𝑥 > 0                    ∶  لدٌنا   

=
1

𝑥
  𝑢𝑣 −  𝑢𝑣′  

=
1

𝑥
  𝑡 𝑒−𝑡2

 
0

𝑥
+ 2  𝑡2𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡  

= 𝑒−𝑥2
+

2

𝑥
 𝑡2𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 

= 𝑀′ 𝑥:  إذن  𝑥2 𝑒−𝑥2
   𝑀 𝑥 =  𝑡2𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 ∶  نضع  

𝜑 𝑥 = 𝑒−𝑥2
+

2𝑀 𝑥 

𝑥
   ∶  و لدٌنا  

𝜑′ 𝑥 = −2𝑥 𝑒−𝑥2
+

2𝑥3 𝑒−𝑥2
− 2𝑀 𝑥 

𝑥2
   ∶  إذن  

= −2𝑥 𝑒−𝑥2
+ 2𝑥 𝑒−𝑥2

−
2

𝑥2
 𝑀 𝑥  

=
−2

𝑥2
 𝑀 𝑥 =

−2

𝑥2
 𝑡2𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 

  ∀𝑥𝜖ℝ+
∗     ;   𝜑′ 𝑥 =

−2

𝑥2
 𝑡2𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡  ∶  و بالتالً   

−𝑡2 ≤ 0   ⟺    𝑒−𝑡2
≤ 1 ⟺    𝑡2𝑒−𝑡2

≤ 𝑡2 

⟺     𝑡2𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

𝑥

0

≤  𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 

⟺     𝑡2𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

𝑥

0

≤
𝑥3

3
 

0و بما أن   < 𝑥 < > 𝑥   فإن  1 1.   

0 ≤  𝑡2𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
𝑥3

3
 

⟹    0 ≤   𝑡2𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  
𝑥3

3
  

⟹     
2

𝑥2
 ∙   𝑡2𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  
2

𝑥2
 ≤  

𝑥3

3
  

⟹     𝜑′ 𝑥  ≤
2

3
  𝑥  

∀ 𝑥 𝜖  0,1   ;    𝜑′ 𝑥  ≤
2

3
  ∶  و بالتالً  

 𝑓(𝑡)
𝛼

0

𝑑𝑡 =   2𝑡 − 𝑒−𝑡2
 

𝛼

0

𝑑𝑡                     ∶  لدٌنا  

= 2  𝑡
𝛼

0

𝑑𝑡 −  𝑒−𝑡2
𝛼

0

𝑑𝑡 

=
2𝛼2

2
−  𝑒−𝑡2

𝛼

0

𝑑𝑡 

= 𝛼2 −  𝑒−𝑡2
𝛼

0

𝑑𝑡 = 𝑔 𝛼  

 . دالة متصلة على الٌمٌن فً الصفر 𝜑إذن 

0 < 𝑐 < 𝑥  ⟹   𝑒−𝑥2
< 𝑒−𝑐2

< 1 

⟹   𝑒−𝑥2
<

1

𝑥
 𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 < 1   ;    𝑥 > 0 

⟹   𝑒−𝑥2
< 𝜑 𝑥 < 1   ;    𝑥 > 0 

lim :    إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 
𝑥→0+

 𝑒−𝑥2
 = 1  ∶  بما أن   

 :    و بالتالً حسب خاصٌات النهاٌات و التأطٌر نستنتج أن 

lim
𝑥→0+

𝜑 𝑥 = 1 = 𝜑 0  

 𝑒−𝑥2
    < 𝜑 𝑥 < 1   

1 1 

𝒙 → 𝟎+ 𝒙 → 𝟎+ 

𝑥 𝜑 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 ج 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 5 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 5 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 5 ج 

𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛽 

𝑢𝑛 − 𝛽
= 𝜑′ 𝜆  

 𝜑  دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على ℝ+
∗.   

 .لدٌنا حسب نتائج الأسئلة السابقة 

 𝜑 على الدالة 𝑇𝐴𝐹إذن نستطٌع تطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة 

+ℝفً أي مجال ٌوجد ضمن 
∗.  

𝑢𝑛لدٌنا     ℝ+
+𝜖 ℝ   و  ∗

∗   

  .𝛽 و 𝑛نختار إذن المجال الذي طرفاه 
 :   و ٌحقق 𝑛 و 𝛽 محصور بٌن 𝜆 ٌوجد عدد حقٌقً 𝑇𝐴𝐹إذن حسب 

− 𝜑 𝑢𝑛 :   ٌعنً  𝜑 𝛽  =  𝜑′ 𝜆  ∙  𝑢𝑛 − 𝛽   

= 𝛽 بما أن   ج  فإنه حسب     0   4  𝐼𝐼  نستنتج أن     :𝜑 𝛽 = 𝛽   

ب و لدٌنا كذلك حسب     4  𝐼𝐼   :  ∀𝑥𝜖 0,1  ;   𝜑′ 𝑥  ≤
2

3
   

≥  𝜑′ 𝜆    لأن    𝛽 𝜖  0,1:  إذن 
2

3
   

𝑢𝑛+1 :  إذن  − 𝛽 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛽 ≤

2

3
∙  

2

3
 
𝑛

   

𝑢𝑛+1 :  أي  − 𝛽 ≤  
2

3
 
𝑛+1

   

 .  صحٌحة  𝑃𝑛+1 و هذا ٌعنً أن العبارة  

 
𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛽 

𝑢𝑛 − 𝛽
 =  𝜑′ 𝜆      ∶  و منه   

𝜑 𝑥 = 𝑥   ⟺    
1

𝑥
 𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝑥     ;   𝑥 > 0 

    ⟺     𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝑥2      ;   𝑥 > 0 

    ⟺    𝑥2 −  𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 = 0     ;   𝑥 > 0 

    ⟺    𝑔 𝑥 = 0     ;   𝑥 > 0 

 . دائما صحٌحة  𝑃𝑛 و منه حسب حسب مبدأ الترجع نستنتج أن 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1.   

∶  𝑃𝑛 :   التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة    0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1   

𝑛من أجل   = 0  لدٌنا  0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1.   

 . صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة 

0 و نفترض أن  ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1.   

𝑢𝑛:  إذن   𝜖  0,1  .   و منه  :𝜑 𝑢𝑛  𝜖  0,1    

⊃  𝜑  0,1:  و ذلك لأن   0,1 .   

0:  إذن  ≤ 𝑢𝑛+1 = 𝜑 𝑢𝑛 ≤ 1.   

 . صحٌحة  𝑃𝑛 و هذا ٌعنً أن العبارة 
   :    و نحصل بذلك على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 

 𝑃0  𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                 
 𝑃𝑛 ⟹  𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

   

 :    و نحصل بذلك على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 

   𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً     𝑢𝑛 − 𝛽 ≤  
2

3
 
𝑛

   

  
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                 
 𝑃𝑛 ⟹  𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

   

  .𝛽  متتالٌة متقاربة و تؤول إلى 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ و بالتالً  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  لدٌنا     𝑢𝑛 − 𝛽 ≤  
2

3
 
𝑛

   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً   − 
2

3
 
𝑛

≤  𝑢𝑛 − 𝛽 ≤  
2

3
 
𝑛

   

 و بما أن  
2

3
 
𝑛

  .1  متتالٌة هندسٌة أساسها عدد موجب و أصغر من 

lim
𝑛∞

 
2

3
 
𝑛

= 0  ∶  فإن   

lim
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛽   ∶  أي   

 :  نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;  − 
2

3
 
𝑛

≤  𝑢𝑛 − 𝛽 ≤  
2

3
 
𝑛

 

lim :    و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝑢𝑛 − 𝛽 = 0 

𝜖 𝛽 
𝑢 

𝑢 

𝑔 
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 التمرين الأول  1  

 

 التمرين الأول  2 أ 

 التمرين الأول  2 ب 

 التمرين الأول  3 أ 

 التمرين الأول  3 ب 

 التمرين الأول  3 ج 

𝐹 𝐵 = 𝐶  ⟺    𝑐 = 2 𝑒
4𝑖𝜋

3  𝑏 − 𝑖 + 𝑖 

⟺    𝑐 =  1 + 𝑖 3  𝑖 − 𝑏 + 𝑖 

⟺    𝑐 =  1 + 𝑖 3  𝑖 −  𝑎 +  3 − 𝑖 2 − 𝑎 3  + 𝑖 

⟺    𝑐 = 2𝑖 +  𝑎 +  3 − 𝑖 2 − 𝑎 3 −  3 +

+ 𝑖 3 𝑎 +  3 +  3 2 − 𝑎 3  

⟺    𝑐 = 2  3 − 𝑎 + 𝑖 2𝑎 3 + 3  

𝐹 𝐶 = 𝐷  ⟺    𝑧𝐷 = 2𝑒
 

4𝑖𝜋
3

  𝑧𝑐 − 𝑖 + 𝑖 

⟺    𝑑 = 2𝑒
 

4𝑖𝜋
3

  𝑐 − 𝑖 + 𝑖 

⟺    𝑑 =  1 + 𝑖 3  𝑖 − 𝑐 + 𝑖 

⟺    𝑑 =  1 + 𝑖 3  𝑖 − 2  3 − 𝑎 − 𝑖 2𝑎 3 + 3  + 𝑖 

⟺    𝑑 = 8𝑎 − 7𝑖 𝑀′ 𝑀1 𝑀 𝑟  

𝑧′ 𝑧1 𝑧 

𝐹 = 𝜊𝑟 

𝑟 𝑀 = 𝑀1   ⟺   𝑧1 =  
1

2
+

 2

2
𝑖 𝑧 +  

 3

2
+

1

2
𝑖  

  ⟺   𝑧1 = 𝑒
𝑖𝜋
3 ∙ 𝑧 +  

 3

2
+ 𝑖 −

1

2
𝑖  

  ⟺   𝑧1 = 𝑒
𝑖𝜋
3 ∙ 𝑧 + 𝑖 −  

− 3

2
+

1

2
𝑖  

  ⟺   𝑧1 = 𝑒
𝑖𝜋
3 ∙ 𝑧 + 𝑒

𝑖𝜋
2  

  ⟺   𝑧1 = 𝑒
𝑖𝜋
3 ∙ 𝑧 + 𝑒

𝑖𝜋
2 − 𝑒

5𝜋𝑖
6  

  ⟺   𝑧1 =  𝑒
𝑖𝜋
3 ∙ 𝑧 − 𝑒

5𝜋𝑖
6  + 𝑒

𝑖𝜋
2  

  ⟺   𝑧1 =  𝑒
𝑖𝜋
3 ∙ 𝑧 − 𝑒

𝑖𝜋
2 ∙ 𝑒

5𝜋𝑖
6  + 𝑒

𝑖𝜋
2  

  ⟺    𝑧1 − 𝑒
𝑖𝜋
2  = 𝑒

𝑖𝜋
3  𝑧 − 𝑒

𝑖𝜋
2   

  ⟺    𝑧1 − 𝑖 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧 − 𝑖  

  ⟺   𝑉𝑀1
         = 𝑒

𝑖𝜋
3 ∙ 𝑉𝑀        

  و زاوٌته  𝑉 𝑖  دوران مركزه  𝑟و بالتالً  
𝜋

3
.  

=  𝑀             :  بنفس الطرٌقة لدٌنا  𝑀1   ⟺   𝑧2 = −2 𝑧 + 3𝑖  

  .2−  و نسبته  𝑉 𝑖 تحاكً مركزه  و بالتالً 

  ⟺   𝑧2 = −2 𝑧 + 2𝑖 + 𝑖 

  ⟺   𝑧2 = −2  𝑧 − 𝑖 + 𝑖 

  ⟺    𝑧2 − 𝑖 = −2  𝑧 − 𝑖  

  ⟺   𝑉𝑀2
         = −2 𝑉𝑀        

𝑟 𝑀 = 𝑀1   ⟺    𝑧1 − 𝑖 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧 − 𝑖  

  ⟺   𝑧1 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧 − 𝑖 + 𝑖     1  

 𝑧1 = 𝑧′   ⟺    𝑧′ − 𝑖 = −2 𝑧1 − 𝑖  

  ⟺ 
 1 

   𝑧′ − 𝑖 = −2 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧1 − 𝑖  

  ⟺    𝑧′ − 𝑖 = −2  cos  
𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
   𝑧1 − 𝑖  

  ⟺    𝑧′ − 𝑖 = 2  cos  𝜋 +
𝜋

3
 + 𝑖 sin  𝜋 +

𝜋

3
   𝑧1 − 𝑖  

  ⟺    𝑧′ − 𝑖 = 2  cos  
4𝜋

3
 + 𝑖 sin  

4𝜋

3
   𝑧1 − 𝑖  

  ⟺    𝑧′ − 𝑖 = 2 𝑒
 4𝑖𝜋

3
 
  𝑧1 − 𝑖  

𝐹 ∶   𝑀  ⟶   𝑀′                                               

𝑧  ⟶   𝑧′ = 2 𝑒
 4𝑖𝜋

3
 
  𝑧1 − 𝑖 

 لدٌنا  :

𝐹 𝑀 = 𝑀  ⟺   𝑧  2 𝑒
 4𝑖𝜋

3
 
− 1 = 2𝑖 𝑒

 4𝑖𝜋
3

 
− 𝑖 

⟺   𝑧 = 2 𝑒
 4𝑖𝜋

3
  𝑧 − 𝑖 + 𝑖 

⟺   𝑧  2 𝑒
 4𝑖𝜋

3
 
− 1 = 𝑖  2 𝑒

 4𝑖𝜋
3

 
− 1  

⟺   𝑧 = 𝑖 

⟺   𝑀 ≡ Ω 

𝐹 𝐴 = 𝐵   ⟺    𝑧𝐵 − 𝑖 = 2 𝑒
 4𝑖𝜋

3
 
  𝑧𝐴 − 𝑖  

⟺   𝑏 = 2 𝑒
 4𝑖𝜋

3
 
  𝑎 − 𝑖 + 𝑖 

⟺   𝑏 = 2  
−1

2
− 𝑖

 3

2
   𝑎 − 𝑖 + 𝑖 

⟺   𝑏 =  1 + 𝑖 3   𝑖 − 𝑎 + 𝑖 

⟺   𝑏 = 𝑖 − 𝑎 −  3 − 𝑎 3 𝑖 + 𝑖 

⟺   𝑏 = − 𝑎 +  3 + 𝑖 2 − 𝑎 3  

𝑧Ω − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
=

𝑖 − 𝑎

𝑑 − 𝑎
=

𝑖 − 𝑎

8𝑎 − 7𝑖 − 𝑎
=

−1

7
 𝜖 ℝ 

⟺    𝑧Ω − 𝑧𝐴 =
−1

7
 𝑧𝐷 − 𝑧𝐴  

⟺   𝐴Ω      =
−1

7
𝐴𝐷       

⟺   𝐴  𝑒𝑡  Ω  𝑒𝑡  𝐷  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑐𝑜𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠 

4 𝑧𝐵 + 2 𝑧𝐶 + 𝑧𝐷

7
=

7𝑖

7
= 𝑧Ω  

⟹   Ω = 𝐵𝑎𝑟𝑦𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒   𝐵, 4 ;   𝐶, 2  ;   𝐷, 1    
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 التمرين الأول  3 د 

 التمرين الثاني  1 أ 

 التمرين الثاني 1 ب 

\ℝ من  𝑥إذن كل عنصر   
1

3
   ٌقبل مماثلا   

−𝑥

1−3𝑥
  من المجموعة   

ℝ\  
1

3
   .∗  بالنسبة للقانون   

\ℝ  :  خلاصة  
1

3
 .  زمرة تبادلٌة  ∗ ;  

 التمرين الثاني 2 أ 

\ℝ عنصرٌن من المجموعة  𝑦 و 𝑥لٌكن   
1

3
 .   

 التمرين الثاني 2 ب 

 التمرين الثاني 2 ج 

; ∞− لدٌنا    
1

3
\ℝ  جزء غٌر فارغ من المجموعة     

1

3
 .   

; ∞− :  ٌعنً   
1

3
 ⊂ ℝ\  

1

3
 .   

; ∞−  عنصرٌن من  𝑦 و 𝑥لٌكن   
1

3
 .   

  : التبادلية

𝑥:  لدٌنا  ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦 = 𝑦 + 𝑥 − 3𝑦𝑥 = 𝑦 ∗ 𝑥   

\ℝ تبادلً فً المجموعة  ∗إذن القانون   
1

3
 .   

\ℝ فً المجموعة  ∗ العنصر المحاٌد لـ 𝑒لٌكن  : العنصر المحايد  
1

3
 .   

⟹    ∀𝑥 ≠
1

3
   ;   𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 

⟹    ∀𝑥 ≠
1

3
   ;   𝑥 + 𝑒 − 3𝑥𝑒 = 𝑥 

⟹    ∀𝑥 ≠
1

3
   ;   𝑒 1 − 3𝑥 = 0 

⟹    𝑒 = 0   ;    𝑐𝑎𝑟   1 − 3𝑥 ≠ 0 

⟹    𝑒 = 0 𝜖 ℝ\  
1

3
  

1 − 3 𝑥 ∗ 𝑦 = 1 − 3 𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦  

= 1 − 3𝑥 − 3𝑦 + 9𝑥𝑦 

=  1 − 3𝑥 − 3𝑦 1 − 3𝑥  

=  1 − 3𝑥  1 − 3𝑥  

\ℝ قانون تركٌب داخلً فً المجموعة  ∗لنبٌن أن   
1

3
 .   

\ℝ قانون تركٌب داخلً فً المجموعة  ∗إذن   
1

3
 .   

\ℝ ثلاثة عناصر من المجموعة  𝑧 و 𝑦 و 𝑥لٌكن : التجمٌعٌة   
1

3
 .   

𝑥, 𝑦 𝜖 ℝ\  
1

3
   ⟺   𝑥 ≠

1

3
  𝑒𝑡  𝑦 ≠

1

3
 

⟺    1 − 3𝑥 ≠ 0   𝑒𝑡   1 − 3𝑦 ≠ 0 

⟺    1 − 3𝑥  1 − 3𝑦 ≠ 0 

⟺   1 − 3 𝑥 ∗ 𝑦 ≠ 0 

⟺    𝑥 ∗ 𝑦 ≠
1

3
 

⟺    𝑥 ∗ 𝑦  𝜖 ℝ\  
1

3
  

𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗  𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧  

= 𝑥 +  𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧 − 3𝑥 𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧  

= 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧 − 3𝑥𝑦 − 3𝑥𝑧 + 9𝑥𝑦𝑧    1  

 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦 ∗ 𝑧 

=  𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦 + 𝑧 − 3𝑧 𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦  

= 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧 − 3𝑥𝑦 − 3𝑥𝑧 + 9𝑥𝑦𝑧     2  

 1   𝑒𝑡   2   ⟹   𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 

⟹    ℝ\  
1

3
 ∗  قانون  تجمٌعً  فً  

𝜑 ∶    ℝ\  
1

3
  ; ∗   ⟶    ℝ∗ ; ×                             

𝑥  ⟶    1 − 3𝑥 
  لدٌنا :

𝜑 𝑥:    لدٌنا  ∗ 𝑦 = 1 − 3 𝑥 ∗ 𝑦 = 1 − 3 𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦  

= 1 − 3𝑥 − 3𝑦 + 9𝑥𝑦 

=  1 − 3𝑥 − 3𝑦 1 − 3𝑥  

=  1 − 3𝑥  1 − 3𝑦  

= 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  لدٌنا    𝜑′ 𝑥 = −3 < 0.   

  .ℝ دالة تناقصٌة على 𝜑إذن 

+𝜑−1 ℝ                                      : و منه 
∗  = 𝜑−1   0; +∞    

=   lim
𝑦→+∞

𝜑−1 𝑦  ;  𝜑−1 0    

=   lim
𝑦→+∞

 
1

3
−

𝑦

3
  ;  

1

3
   

=  −∞ ;  
1

3
   

⟺  .∗ بالنسبة لـ 𝑥 مماثل ′𝑥لٌكن  : التماثل   𝑥 ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 = 𝑒 

⟺   𝑥 + 𝑥′ − 3𝑥𝑥′ = 0 

⟺   𝑥′ 1 − 3𝑥 = −𝑥 

⟺   𝑥′ =  
−𝑥

1 − 3𝑥
   ;    𝑐𝑎𝑟  1 − 3𝑥 ≠ 0 

⟺   𝑥′ =  
−𝑥

1 − 3𝑥
 ≠

1

3
  ;   𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛    1 = 0  

⟺   𝑥′ =  
−𝑥

1 − 3𝑥
  𝜖  ℝ\  

1

3
  

 تنتمً إلى المحور 𝐷 التً من أجلها النقطة        𝑎 إذن مجموعة النقط  

𝑦الحقٌقً تشكل مستقٌما موازٌا للمحور الحقٌقً و معادلته   =
7

8
.   

𝑎: نضع  = 𝑥 + 𝑖𝑦 𝐷 𝜖  𝐴𝑥𝑒 𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒   ⟺   𝑧𝐷  𝜖 ℝ 

  ⟺    8𝑎 − 7𝑖  𝜖 ℝ 

  ⟺   8𝑥 + 𝑖 8𝑦 − 7  𝜖 ℝ 

  ⟹   8𝑦 − 7 = 0  

  ⟹   𝑦 =
7

8
 

𝐴 

𝜑 

𝜑 

,𝑥 ∀:   إذن  𝑦 𝜖 ℝ\  
1

3
   ;   𝜑 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦   

\ℝ  تشاكل من  𝜑إذن   
1

3
   . ×, ∗ℝ   نحو   ∗ ;  

  .∗ℝ عنصرا من 𝑦لٌكن .  تقابل 𝜑لنبٌن الآن أن 

= 𝑥 المعادلة   𝑦       تقبل حلا وحٌدا و هو 𝑥 =  
1−𝑦

3
 .   

𝑦بما أن   ≠   فإن  0
1−𝑦

3
≠

1

3
.   

= 𝑥 إذن المعادلة   𝑦      تقبل حلا وحٌدا فً المجموعةℝ\  
1

3
   

𝑥و هو العدد   =  
1−𝑦

3
 .   

\ℝ  تقابل من  𝜑إذن   
1

3
  .  ×, ∗ℝ   نحو   ∗ ;  

 :   معرف بما ٌلً 𝜑−1و تقابله العكسً 

𝜑−1  ∶    ℝ∗;×   ⟶    ℝ\  
1

3
  ; ∗                 

𝑦  ⟶    
1 − 𝑦

3
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 التمرين الثاني 3 أ 

 التمرين الثاني 3 ب 

 التمرين الثاني 4 أ 

 ، تبادلً و تجمٌعً ℝ قانون تركٌب داخلً فً ⊺نستنتج أن  : خلاصة

و ٌقبل عنصرا محاٌدا و هو 
1

3
  ٌقبل  𝑥و كل عنصر  . 

2

3
− 𝑥   

  .ℝكمماثل فً 

 .  زمرة تبادلٌة  ⊺;ℝ إذن  

 التمرين الثاني 4 ب 

 التمرين الثالث  1  

 :للإجابة على السؤال نستعٌن بالشجرة التالٌة 

𝑋 الحدث   =   .2  هو توقف التجربة فً السحبة رقم  2

 .الحصول على كرتٌن من نفس اللون : أو بتعبٌر آخر 

𝑝 𝑋:  إذن  = 2 =  
1

4
×

1

4
 +  

3

4
×

3

4
 =

5

8
.   

𝑝 𝑋 =  . 3  هو احتمال توقف التجربة فً السحبة رقم  3

 .و من أجل ذلك نستعمل نموذج الشجرة التالٌة 

 

𝑩 

𝑅 

𝐵 

𝑹 

𝑩 

𝑹 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

انسحبت 

 الأَنى

نم وفعم 

 شٍئب بعد

انسحبت 

 انثبوٍت
تُلف 

 انتجسبت

𝑥 ∗ 𝑦′ = 𝑥 ∗  
−𝑦

1 − 3𝑦
                                                ∶  لدٌنا  

= 𝑥 −
𝑦

1 − 3𝑦
+

3𝑥𝑦

1 − 3𝑦
 

=
𝑥 − 𝑦

1 − 3𝑦
 

𝑥, 𝑦 𝜖  −∞ ;  
1

3
   ⟺   𝑥 <

1

3
   𝑒𝑡   𝑦 <

1

3
 

  ⟺   3𝑥 < 1   𝑒𝑡   3𝑦 < 1 

  ⟺    3𝑥 − 3𝑦 <  1 − 3𝑦     𝑒𝑡     1 − 3𝑦 > 0 

  ⟺    
3𝑥 − 3𝑦

1 − 3𝑦
 < 1    ;   𝑐𝑎𝑟 

1

1 − 3𝑦
> 0 

  ⟺    
𝑥 − 𝑦

1 − 3𝑦
 <

1

3
    ;   𝑐𝑎𝑟 

1

1 − 3𝑦
> 0 

  ⟺    
𝑥 − 𝑦

1 − 3𝑦
  𝜖  −∞ ;  

1

3
      

  ⟺   𝑥 ∗ 𝑦′  𝜖  −∞ ;  
1

3
      

     −∞ ;  
1

3
\ℝ    زمرة جزئٌة للزمرة   ∗ ;    

1

3
  ; ∗   

. 

:   و بالتالً حسب الخاصٌة الممٌزة للزمرة الجزئٌة نستنتج أن 

. 

\ℝ عنصرا من  𝑥لٌكن   
1

3
 . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛  و  

=  𝜑 𝑥 𝑛                                        :  لدٌنا  𝜑  𝑥 ∗ 𝑥 ∗ ⋯∗ 𝑥         
𝑛  𝑓𝑜𝑖𝑠

   

= 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑥 × ⋯ × 𝜑 𝑥                  
𝑛  𝑓𝑜𝑖𝑠

 

=  𝜑 𝑥  
𝑛
 

𝜑 𝑥 𝑛  =  𝜑 𝑥  
𝑛

  ⟺   1 − 3𝑥 𝑛 =  1 − 3𝑥 𝑛  

  ⟺   𝑥 𝑛 =
1 −  1 − 3𝑥 𝑛

3
 

  .ℝ قانون تركٌب داخلً فً ⊺لدٌنا 

,𝑥  ∀:  لأن  𝑦  𝜖 ℝ2  ;   𝑥 + 𝑦 −
1

3
 𝜖 ℝ.   

  .ℝ لأن  تبادلً فً ℝ تبادلً فً ⊺القانون 

𝑥                                       :و لدٌنا  ⊺  𝑦 ⊺ 𝑧 = 𝑥 ⊺  𝑦 + 𝑧 −
1

3
    

= 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 −
1

3
−

1

3
 

=  𝑥 + 𝑦 −
1

3
 + 𝑧 −

1

3
 

=  𝑥 ⊺ 𝑦 ⊺ 𝑧 

  .ℝ قانون تجمٌعً فً ⊺إذن 

⟹  .ℝ فً ⊺ العنصر المحاٌد للقانون 𝑒لٌكن    𝑥 ⊺ 𝑒 = 𝑒 ⊺ 𝑥 = 𝑥 

⟹   𝑥 + 𝑒 −
1

3
= 𝑥 

⟹   𝑒 =
1

3
 𝜖 ℝ 

  .⊺ مماثله بالنسبة لـ ′𝑥 و ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 

⟹   𝑥 ⊺ 𝑥′ = 𝑥′ ⊺ 𝑥 =
1

3
 

⟹   𝑥 + 𝑥′ −
1

3
=

1

3
 

⟹   𝑥′ =  
2

3
− 𝑥  𝜖 ℝ 

\ℝ   و   ⊺;ℝ و لدٌنا    
1

3
 .  زمرتان تبادلٌتان  ∗ ;  

 .  جسم تبادلً  ∗,⊺,ℝ نستنتج أن   (2)و  (1)إذن من 

  .ℝ ثلاثة عناصر من 𝑧 و 𝑦 و 𝑥لٌكن 

𝑥                                    : لدٌنا  ∗  𝑦 ⊺ 𝑧 = 𝑥 ∗  𝑦 + 𝑧 −
1

3
  

𝑥 :   و لدٌنا  ∗ 𝑦 ⊺  𝑥 ∗ 𝑧 =  𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦 ⊺  𝑥 + 𝑧 − 3𝑥𝑧   

𝑥:  نستنتج إذن أن  ∗  𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 ⊺  𝑥 ∗ 𝑧 .   

  .⊺    1  توزٌعً بالنسبة للقانون ∗إذن القانون 

= 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 −
1

3
 

= 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 −
1

3
 



v 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+ 2008أجوبة امتحان الدورة الإستدراكية  𝟏𝟔𝟔 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝟏

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝑅 

𝟑

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

= 𝑎 𝑎:  لدٌنا   ln 1 + 2𝑎  𝑎2 −  ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎 𝑎2   

= 𝑎 0:  و لدٌنا  − ln 1 𝑎2 = 0.   

,0  متصلة و قابلة للاشتقاق على 𝑎و بما أن  𝑎   و  𝑎 0 = 𝑎 𝑎 .   

,0  من 𝑏  ٌوجد عنصر 𝑅𝑜𝑙𝑙𝑒فإنه حسب  𝑎   بحٌث 𝑎
′  𝑏 = 0.   

⟺   2 ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎 𝑏 = 𝑎2  −2 +
2

1 + 2𝑏
  

⟺   
ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2
=

−2

1 + 2𝑏
 

𝑝 𝑋 :إذن  = 3 =  
1

4
×

3

4
×

3

4
 +  

3

4
×

1

4
×

1

4
 =

3

16
 

 :بىفس انطسٌمت وفصم بٍه حبنتٍه 

تُلفت انتجسبت إثس انحصُل عهى كستٍه بٍضبٌَه َ ٌرا مب  :الحالة الأولى 

 : ٌجسدي انتسهسم انتبنً 

𝑘  كسة حمساء َ 𝑘أوىب وحصم عهى : َ ٌرا ٌعىً  +  . كسة بٍضبء 1

𝑅𝐵  𝑅𝐵  ⋯⋯𝑅𝐵  𝑅𝐵  𝑅𝑩  𝑩                    
2𝑘+1  كسة 

 

𝟏 𝟐 . . 𝒌 

تُلفت انتجسبت إثس انحصُل عهى كستٍه حمساٌَه  :الحالة الثانية 

 : َ ٌرا مب ٌجسدي انتسهسم انتبنً 

𝐵𝑅  𝐵𝑅  ⋯⋯𝐵𝑅  𝐵𝑅  𝐵𝑹  𝑹                    
2𝑘+1  كسة 

 

𝟏 𝟐 . . 𝒌 

  :إذن احتمبل ٌري انحبنت ٌُ 
1

4
 
𝑘+1

×  
3

4
 
𝑘

 

 التمرين الثالث 2 أ 

  𝑝 𝑋 = 2𝑘  احتمبل انحصُل عهى كستٍه مه وفس انهُن فً انسحبتٍه ٌُ  

 2𝑘 − 1  َ 2𝑘ٌىب وفصم بٍه حبنتٍه َ ذنك حسب نُن انكستٍه َ  

تُلفت انتجسبت إثس انحصُل عهى كستٍه بٍضبٌَه  :الحالة الأولى 

 : َ ٌرا مب ٌجسدي انتسهسم انتبنً 

𝑘 أوىب وحصم عهى : َ ٌرا ٌعىً  + 𝑘  كسة بٍضبء َ  1 −  . كسة حمساء 1

 :إذن احتمبل ٌري انحبنت ٌُ 

تُلفت انتجسبت إثس انحصُل عهى كستٍه حمساٌَه  :الحالة الثانية 

 : َ ٌرا مب ٌجسدي انتسهسم انتبنً 

𝑘 أوىب وحصم عهى : َ ٌرا ٌعىً  + 𝑘  كسة حمساء َ  1 −  . كسة بٍضبء 1

 :إذن احتمبل ٌري انحبنت ٌُ 

َ ببنتبنً احتمبل انحصُل عهى كستٍه مه وفس انهُن فً انسحبتٍه 
 2𝑘 − 1  َ  2𝑘  ٌُ : 

 
1

4
 
𝑘+1

×  
3

4
 
𝑘−1

 

𝑅𝐵  𝑅𝐵  ⋯⋯𝑅𝐵  𝑅𝐵  𝑅𝐵  𝑹𝑹                    
2𝑘  كسة 

 

𝟏 𝟐 . . . 𝒌 

𝐵𝑅  𝐵𝑅  ⋯⋯𝐵𝑅  𝐵𝑅  𝐵𝑅  𝑩𝑩                    
2𝑘  كسة 

 

𝟏 𝟐 . . . 𝒌 

 
1

4
 
𝑘−1

×  
3

4
 
𝑘+1

 

𝑝 𝑋 = 2𝑘 =  
1

4
 
𝑘+1

×  
3

4
 
𝑘−1

+  
1

4
 
𝑘−1

×  
3

4
 
𝑘+1

 

=  
1

4
 
𝑘−1

×  
3

4
 
𝑘−1

  
1

4
 

2

+  
3

4
 

2

  

=  
3

16
 
𝑘−1

×  
5

8
  

 التمرين الثالث 2 ب 

𝑘 أوىب وحصم عهى : َ ٌرا ٌعىً  +  . كسة بٍضبء𝑘 كسة حمساء َ  1

 2𝑘َ ببنتبنً احتمبل انحصُل عهى كستٍه مه وفس انهُن فً انسحبتٍه 

 َ 2𝑘 + 1  ٌُ : 

𝑝 𝑋 = 2𝑘 + 1 =  
1

4
 
𝑘+1

×  
3

4
 
𝑘

+  
1

4
 
𝑘

×  
3

4
 
𝑘+1

 

=  
1

4
 
𝑘

×  
3

4
 
𝑘

 
1

4
+

3

4
  

=  
3

16
 
𝑘

 

  :إذن احتمبل ٌري انحبنت ٌُ 
1

4
 
𝑘

×  
3

4
 
𝑘+1

 

 . دالة متصلة فً الصفر 𝑓إذن 

𝑥0∀  :   لقد استعملت القاعدة التالٌة  > 0   ;   lim
𝑢→1

 
ln 𝑥 − ln 𝑥0

𝑥 − 𝑥0
 =

1

𝑥0
 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

 
ln 1 + 2𝑥 

𝑥
 = lim

𝑢→1
𝑢=1+2𝑥

 
2 ln 𝑢

𝑢 − 1
  

= 2 lim
𝑢→1

 
ln 𝑢 − ln 1

𝑢 − 1
  

= 2 ln 𝑢 ′
/𝑢=1 = 2  

1

1
 = 2 = 𝑓(0) 
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𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

𝐈 التمرين الرابع 3 ب 

 . كقٌمة قصوٌة 0 و تقبل 𝐼 متصلة على 𝑔و نلاحظ حسب هذا الجدول أن 

;   𝑥𝜖𝐼∀ :  إذن    𝑔 𝑥 ≤ 0.   

  .0 و تتغٌر إشارتها بجوار 0 تنعدم فً 𝑔′(𝑥)لأن 

;   𝑥 𝜖 𝐼\ 0 ∀:   و بالتالً    𝑔 𝑥 < 0 

𝐈 التمرين الرابع 3 ج 

𝐈 التمرين الرابع 4 ج 

𝑎 حٌث  𝑎 مرتبط بـ 𝑏وجود عدد  (نعلم حسب السؤال أ < 𝑏 < 0       

 ٌؤول كذلك إلى الصفر 𝑏 ٌؤول إلى الصفر فإن 𝑎لاحظ أنه إذا كان 

𝑎و ذلك بسبب التأطٌر التالً   < 𝑏 < 0   

𝑓 دالة قابلة للاشتقاق فً الصفر و  𝑓إذن  ′ 0 = −2.   

  
ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2
=

−2

1 + 2𝑏
 و  

lim
𝑎→0
𝑎=𝑥

 
ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2
 = lim

𝑏→0
 

−2

1 + 2𝑏
 = −2 𝜖 ℝ 

 :  نستنتج جدول تغٌرات الدالة  كما ٌلً 

0 𝑥 

0 

−1

2
 +∞ 

−∞ −1 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 − 

C         

𝓞 𝟏 

𝟏 

𝛂 −𝟏

𝟐
 −𝟏 

𝟐 

lim
𝑥→0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0
 

ln 1 + 2𝑥 − 2𝑥

𝑥2
  ∶  لدٌنا  

= lim
𝑎→0
𝑎=𝑥

 
ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2
  

  لأنها مجموع دوال اعتٌادٌة قابلة  𝐼\ 0 دالة قابلة للإشتقاق على  𝑓لدٌنا 

   . 𝐼\ 0للاشتقاق على المجموعة  

𝑓 ′ 𝑥 =  

2𝑥
1 + 2𝑥

− ln 1 + 2𝑥 

𝑥2
                               ∶  و لدٌنا   

=  
2𝑥 −  1 + 2𝑥 ln 1 + 2𝑥 

𝑥2 1 + 2𝑥 
  

=
𝑔(𝑥)

𝑥2 1 + 2𝑥 
 𝑓 ′ 𝑥 =

𝑔(𝑥)

𝑥2 1 + 2𝑥 
  ∶  إذن   

  .𝐼 دالة معرفة و متصلة و قابلة للاشتقاق على 𝑔لدٌنا 

𝑥إذا كان   = = 𝑔′ 𝑥  فإن  0 0.   
𝑥إذا كان   > > 𝑔′ 𝑥  فإن  0 0.   

𝑥إذا كان   < < 𝑔′ 𝑥  فإن  0 0.   

lim
𝑥→ 

−1
2

 
+
𝑔 𝑥 = lim

𝑥→ 
−1
2

 
+

2𝑥 −  1 + 2𝑥 ln 1 + 2𝑥  ∶  لدٌنا  

= −1 − lim
𝑥→ 

−1
2

 
+
 1 + 2𝑥 ln 1 + 2𝑥  

= −1 − lim
𝑢→0+

𝑢=1+2𝑥

 𝑢 ln 𝑢  

= −1 − 0 = −1 

= 𝑔′ 𝑥             :و لدٌنا كذلك  2 −  2 ln 1 + 2𝑥 +
2 1+2𝑥 

 1+2𝑥 
    

= −2 ln 1 + 2𝑥  

lim
𝑥→+∞

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→+∞

2𝑥 −  1 + 2𝑥 ln 1 + 2𝑥  ∶  و لدٌنا  

= lim
𝑥→+∞

𝑥  2 −  
1

𝑥
+ 2 ln 1 + 2𝑥   

=  +∞  2 − 2 +∞  = −∞ 

𝐈 التمرين الرابع 4 أ 

𝐈 التمرين الرابع 4 ب 

  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝑓لدٌنا 
−1

2
 ;  +∞ .   

;1  لأن   1,2  متصلة و تناقصٌة قطعا على 𝑓إذن  2 ⊂  
−1

2
; +∞    

;1  تقابل من المجال  𝑓و منه  ;  𝑓 2   نحو صورته   2  1  .   

;1  تقابل من المجال  𝑓ٌعنً أن  ; 0,8   نحو المجال   2 1,1 .   

; 0,8  ٌنتمً إلى المجال  1و بما أن العدد    فإنه ٌمتلك سابقا واحدا  1,1

; 1  من المجال  𝑓بالتقابل  2 .   
!∃:  أو بتعبٌر رٌاضٌاتً جمٌل   𝛼 𝜖  1 ; 2   ;   𝑓 𝛼 = 1   

𝑓:   لدٌنا  ′ 𝑥 =
𝑔(𝑥)

𝑥2 1+2𝑥 
  

𝑓إذن إشارة   ′ 𝑥   ًمتعلقة بإشارت  𝑔 𝑥   1   و + 2𝑥   

ٌُلخصة الجدول التالً   :  و هذا ما 

0 𝑥 

2 

+∞ 

0 

1 

𝑓 

− 𝑔(𝑥) 0 − 

 1 + 2𝑥  

𝑓′(𝑥) 

+∞ 

− − 

+ + 

−1

2
 

0 

   .∞+ بجوار   𝒞 إذن محور الأفاصٌل مقارب أفقً للمنحنى 

lim
𝑥→ 

−1
2

 
+
𝑓(𝑥) = lim

𝑢→0+

𝑢=2𝑥+1

 
2 ln 𝑢

𝑢 − 1
 = +∞ 

𝑥إذن المستقٌم ذو المعادلة   =
−1

2
  . 𝒞   مقارب عمودي للمنحنى 

lim :    لدٌنا كذلك 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑢→+∞

𝑢=2𝑥+1

 
2 ln 𝑢

𝑢 − 1
  

= 2 lim
𝑢→+∞

 
ln 𝑢

𝑢
  

𝑢

𝑢 − 1
 = 0 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

∶  𝑃𝑛 :   بما ٌلً ℕ المعرفة على  𝑃𝑛 نعتبر العبارة     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

    

𝑛من أجل   = 𝑢0   لدٌنا  0 − 𝛼 =  1 − 𝛼 ≤ 1.   

1و ذلك لأن   ≤ 𝛼 ≤ 2.   

 .  صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة  

 . عبارة صحٌحة  𝑃𝑛  و نفترض أن ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 

  .𝐼 عبارة عن مُركَّب دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على المجال 𝜑الدالة 

= 𝜑′ 𝑥:  و لدٌنا 
2

1+2𝑥
   𝑥 ≥ 1   ⟺   6 ≤ 2 + 4𝑥 

⟺   
2

1 + 2𝑥
≤

2

3
 

⟺   𝜑′ 𝑥 ≤
2

3
     1  

𝑥 ≥ 1   ⟺    𝑥 ≥ 1 >
−1

2
 ⟺    1 + 2𝑥 > 0 

⟺    
2

1 + 2𝑥
> 0 

 1  𝑒𝑡  2   ⟺    ∀𝑥 ≥ 1   ;   0 < 𝜑′ 𝑥 ≤
2

3
 

⟹   𝜑′ 𝑥 > 0     2  

ب ننطلق من نتٌجة السؤال     4  𝐼  :   

𝑓 𝛼 = 1  ⟺   
ln 1 + 2𝛼 

𝛼
= 1 

⟺   ln 1 + 2𝛼 = 𝛼 

⟺   𝜑 𝛼 = 𝛼 

𝜑′ 𝑥 =
2

1 + 2𝑥
> 0  ⟹   𝜑 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 ↗ 𝑠𝑢𝑟 𝐼 

⟹   𝜑   1; 𝛼   =  𝜑 1  ;  𝜑 𝛼  =  ln 3 ;  𝛼  

⟹   𝜑   1; 𝛼   ⊂  1; 𝛼  

⟹   𝜑 𝐽 ⊂ 𝐽 

∶ 𝑃𝑛 :   التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة    𝑢𝑛  𝜖 𝐽   
𝑛من أجل   = 𝑢0  لدٌنا  0 = 1 𝜖  1; 𝛼 = 𝐽.   

 . صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة 

 . صحٌحة  𝑃𝑛  عددا صحٌحا طبٌعٌا و نفترض أن العبارة 𝑛لٌكن 
⟹  𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                                   :   إذن    𝑢𝑛  𝜖 𝐽 

⟹   𝜑 𝑢𝑛  𝜖 𝜑 𝐽 ⊂ 𝐽 

⟹   𝜑 𝑢𝑛  𝜖 𝐽 

⟹  ln 1 + 2𝑢𝑛  𝜖 𝐽 
⟹   𝑢𝑛+1 𝜖 𝐽 

⟹     𝑃𝑛+1   𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

   𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :   نستنتج أن ℕإذن حسب مبدأ الترجح فً 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝑢𝑛   𝜖  𝐽   

 :    لقد حصلنا على الوضعٌة التالٌة 
  
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                      
 𝑃𝑛 ⟹  𝑃𝑛+1   ;    ∀𝑛𝜖ℕ 

  

⟹     ∀𝑛𝜖ℕ   ;     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼     3   

  

𝛼 > 1         
𝑢𝑛 ≥ 1       

𝑐 𝜖  𝛼; 𝑢𝑛  

   ⟹    𝑐 ≥ 1 

⟹      0 < 𝜑′ 𝑐 ≤
2

3
   ;  𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠    1  أ  𝐼𝐼  

⟹      
−2

3
< 0 < 𝜑′ 𝑐 ≤

2

3
    

⟹      
−2

3
< 𝜑′ 𝑐 ≤

2

3
    

⟹       𝜑′ 𝑐  ≤
2

3
    

⟹       𝜑′ 𝑐  ∙  𝑢𝑛 − 𝛼 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼     

⟹      𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼     ;   𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑛  

⟹      𝑢𝑛 − 𝛼 ≤
2

3
 𝑢𝑛−1 − 𝛼     ;   𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑛 − 1   

≤
2

3

2

3
 𝑢𝑛−2 − 𝛼  

≤
2

3

2

3

2

3
 𝑢𝑛−3 − 𝛼  

≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼  

⋮ ⋮ ⋮ 

 𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  ⟹    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

 

⟹    
2

3
  𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  

2

3
  

2

3
 
𝑛

 

⟹    
2

3
  𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  

2

3
 
𝑛+1

 

⟹     𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
2

3
  𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  

2

3
 
𝑛+1

 

⟹     𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛+1

 

⟹     𝑃𝑛+1  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

   𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

   

 : و بذلك نحصل على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 
  
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                        
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;    ∀𝑛𝜖ℕ 

  

نستطٌع إذن تطبٌق مبرهنة  . 𝐼 قابلة للاشتقاق على المجال 𝜑لدٌنا الدالة 

نختار إذن  . 𝐼 فً أي مجال ٌوجد ضمن 𝜑التزاٌدات المنتهٌة على الدالة 

,𝛼 و الذي سوف نرمز له بالرمز   . 𝛼 و 𝑛المجال الذي طرفاه  𝑢𝑛                  

  . 𝑛 و 𝛼و ذلك لأننا نجهل من الأكبر من بٌن 

  ⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼; 𝑢𝑛                  ;   
𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝜑′ 𝑐  

⟹       
𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
 =  𝜑′ 𝑐   

⟹       𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼  =  𝜑′ 𝑐  ∙  𝑢𝑛 − 𝛼  

  
 𝛼; 𝑢𝑛 𝜑  متصلة على                 

 𝛼 ;  𝑢𝑛 𝜑  قابلة للاشتقاق                   
    

𝑢 

𝑢 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

  دالة متصلة على المجال   𝐹لدٌنا  . 𝑥 𝜖 𝐼لٌكن 
−1

2
 ; 𝑥 .   

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

  قابلة للاشتقاق على المجال   𝐹و لدٌنا 
−1

2
 ; 𝑥 .   

  .𝐹و ذلك انطلاقا من دراسة الدالة 

 .إذن حسب مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة 

  .𝐼 على المجال 𝑓 دالة أصلٌة للدالة 𝐹إذن 

   .𝐼 و مشتقتها هً الدالة  𝐼 قابلة للاشتقاق على المجال 𝐹إذن 

;   𝑥𝜖𝐼∀ :  ٌعنً    𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥).   

;   𝐼     ∀𝑥𝜖𝐼 دالة متصلة على المجال  𝑓لدٌنا    𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡     و 

  ⟹    ∃ 𝑐 𝜖  
−1

2
 ; 𝑥   ;   

𝐹  𝑥 − 𝐹  
−1
2

 

𝑥 −  
−1
2

 
= 𝐹 ′ 𝑐  

  ⟹    ∃ 𝑐 𝜖  
−1

2
 ; 𝑥   ;   

𝐹 𝑥 − 𝑙

𝑥 +
1
2

= 𝑓 𝑐  

  ⟹    ∃ 𝑐 𝜖  
−1

2
 ; 𝑥   ;    𝐹 𝑥 − 𝑙 = 𝑓 𝑐  𝑥 +

1

2
  

 لدٌنا  
2

3
 
𝑛

  متتالٌة هندسٌة أساسها 
2

3
  .1 و هو عدد موجب و أصغر من 

 :     و نحصل بذلك على الوضعٌة التالٌة 

lim
𝑛∞

 
2

3
 
𝑛

= 0   ∶  إذن  

 𝑢𝑛 − α =  
2

3
 

n

 
 

0 

𝑛∞ 

 : أو بتعبٌر آخر نحصل على الوضعٌة التالٌة 

− 
2

3
 
𝑛

     
≤  𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  

2

3
 
𝑛

 
 

lim :    و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝑢𝑛 − 𝛼 = 0 

lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 𝛼   ∶  ٌعنً  

0 

𝑛∞ 𝑛∞ 

0 

𝑥 𝜖 𝐼  ⟹   𝑓 𝑥 > 0 ⟹   2𝑡 + 1 > 𝑡 ⟹   
1

𝑡
>

1

2𝑡 + 1
 

⟹   
ln 2𝑡 + 1 

𝑡
>

ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
  ;  ln 2𝑡 + 1 > 0 

⟹     
ln 2𝑡 + 1 

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 >   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡   

⟹    𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡 >   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡   

⟹    𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 −  𝑓(𝑡)
1

0

𝑑𝑡 >   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡   

⟹   𝐹(𝑥) −  𝑓 𝑡 
1

0

𝑑𝑡 >   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡     ∗   

𝑡 𝜖  0; 1   ⟹   𝑓 𝑡 > 0   ⟹    𝑓 𝑡 
1

0

𝑑𝑡 > 0 

  ⟹   − 𝑓 𝑡 
1

0

𝑑𝑡 < 0 

  ⟹    𝐹 𝑥 −  𝑓 𝑡 
1

0

𝑑𝑡 < 𝐹 𝑥      ∗∗  

 ∗   𝑒𝑡   ∗∗   ⟹   𝐹 𝑥 >   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

  ln 1 + 2𝑡  2 ′ =
4 ln 1 + 2𝑡 

 1 + 2𝑡 
 

⟹    
ln 1 + 2𝑡 

1 + 2𝑡
=

1

4
  ln 1 + 2𝑡  2 ′  

⟹     
ln 1 + 2𝑡 

1 + 2𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =
1

4
   ln 1 + 2𝑡  2 ′

𝑥

1

𝑑𝑡 

⟹     
ln 1 + 2𝑡 

1 + 2𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =
1

4
  ln 1 + 2𝑡  2 1

𝑥  

⟹     
ln 1 + 2𝑡 

1 + 2𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =
1

4
  ln 1 + 2𝑥  2 −  ln 3 2  

⟹   lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = +∞ 

⟹   𝐹 𝑥 >   
ln 1 + 2𝑡 

1 + 2𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =
1

4
  ln 1 + 2𝑥  2 −  ln 3 2 

                   
 

+∞ 

𝒙 → +∞ 

  𝑐 𝜖 :    من جهة أخرى 
−1

2
; 𝑥   ⟹   𝑥 > 𝑐 

  ⟹   𝑓 𝑥 > 𝑓 𝑐   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑠𝑡  ↘ 

  ⟹    𝑥 +
1

2
 𝑓 𝑥 >  𝑥 +

1

2
 𝑓 𝑐 =  𝐹 𝑥 − 𝑙  

  ⟹    𝐹 𝑥 − 𝑙 >  𝑥 +
1

2
 𝑓 𝑥     ⋆  

  ⋆    ⟹    
𝐹 𝑥 − 𝑙

𝑥 +
1
2

 ≥ 𝑓 𝑥   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑥 >
−1

2
    

    ⟹    
𝐹 𝑥 − 𝑙

𝑥 +
1
2

 ≥ 𝑓 𝑥      

    ⟹   lim
𝑥→ 

−1
2

 
+
 
𝐹 𝑥 − 𝑙

𝑥 +
1
2

 = +∞    

    ⟹   lim
𝑥→ 

−1
2

 
+
 
𝐹  𝑥 − 𝐹  

−1
2

 

𝑥 −  
−1
2

 
 = +∞ ∉  ℝ    

    ⟹    𝐹   𝑛′𝑒𝑠𝑡  𝑝𝑎𝑠  𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒  à  𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒  𝑑𝑒 
−1

2
    

+∞ 

𝒙 →  
−𝟏

𝟐
 

+
 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

𝑥 𝜖 𝐼  ⟹   𝑓 𝑥 > 0  ⟹   𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 > 0 
⟹   𝐹  𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  ↗   𝑠𝑢𝑟  𝐼 
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 التمرين الأول  1 أ 

 

 التمرين الأول  1 ب 

 التمرين الأول  2  

 التمرين الأول  3 أ 

 التمرين الأول  3 ب 

𝐈 التمرين الثاني  1 أ 

  
 1; 1 ⊥  2; 3 =  2 ; 3 +

1

2
 =  2 ; 

7

2
 

 2; 3 ⊥  1; 1 =  2 ; 2 +
3

1
 =  2 ;  5 

  

,𝑀 𝑥لتكن   𝑦   و  𝑀 𝑎, 𝑏  مصفوفتٌن من المجموعة  𝐹.  

𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑎, 𝑏 =  

𝑥 𝑦

0
1

𝑥

 ×  
𝑎 𝑏

0
1

𝑎

  

=  
𝑥𝑎 𝑥𝑏 +

𝑦

𝑎

0
1

𝑥𝑎

  

= 𝑀  𝑥𝑎 ; 𝑥𝑏 +
𝑦

𝑎
  𝜖 𝐹 

∀ 𝑀 𝑎, 𝑏 , 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐹  ;   𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐹 :  إذن 

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐹لدٌنا 

  .𝐹 قانون تركٌب داخلً فً ×إذن 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑   و  𝑀 𝑒, 𝑓  ثلاثة عناصر من  𝐹.  

= 𝑀  𝑎𝑐 ; 𝑎𝑑 +
𝑏

𝑐
 × 𝑀 𝑒, 𝑓  

= 𝑀  𝑒𝑎𝑐 ; 𝑎𝑐𝑓 +
𝑎𝑑

𝑒
+

𝑏

𝑐𝑒
  

 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  × 𝑀 𝑒, 𝑓  

𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑒, 𝑓   

= 𝑀  𝑒𝑎𝑐 ; 𝑎𝑐𝑓 +
𝑎𝑑

𝑒
+

𝑏

𝑐𝑒
  

= 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀  𝑐𝑒 ; 𝑐𝑓 +
𝑑

𝑒
  

  .𝐹 قانون تجمٌعً فً ×ٌعنً أن 

𝑀 𝑒1لٌكن   , 𝑒2  ًالعنصر المحاٌد للضرب ف  𝐹.  

,𝑀 𝑎 :   إذن  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  × 𝑀 𝑒, 𝑓 =

𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑒, 𝑓      

⟺    𝑀  𝑎𝑒1 ; 𝑎𝑒2 +
𝑏

𝑒1
 = 𝑀 𝑎, 𝑏  

⟺      

𝑎𝑒1 = 𝑎

𝑎𝑒2 +
𝑏

𝑒1
= 𝑏

  ⟺      
𝑒1 = 1 𝜖 ℝ∗

𝑒2 = 0 𝜖 ℝ
  

⟺   ∀ 𝑀 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐹  ;   𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑒1 , 𝑒2  

= 𝑀 𝑎, 𝑏  

= 𝑀 𝑒1 , 𝑒2 × 𝑀 𝑎, 𝑏  

   . 1,0  لأنه ٌضم على الأقل العنصر  𝐹 جزء غٌر فارغ من 𝐺لدٌنا 
,𝑀 𝑎لتكن   ,𝑀 𝑏  و   0   .𝐺  مصفوفتٌن من  0

,𝑀 𝑏                 :لدٌنا  0 ×  𝑀 𝑎, 0  
′

= 𝑀 𝑏, 0 × 𝑀  
1

𝑎
, 0    

  زمرة  ×,𝐺 و بالتالً حسب الخاصٌة الممٌزة للزمرة الجزئٌة نستنتج أن  

   . ×,𝐹 جزئٌة للزمرة  

= 𝑀  
𝑏

𝑎
; 0  𝜖 𝐺   𝑐𝑎𝑟  

𝑏

𝑎
≠ 0 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتٌن من  𝐹 .  لدٌنا   : 

𝜑 𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑎, 𝑏  = 𝜑  𝑀  𝑎𝑐 ; 𝑏𝑐 +
𝑑

𝑎
   

=  𝑎𝑐 ; 𝑏𝑐 +
𝑑

𝑎
  

=  𝑐, 𝑑 ⊥  𝑎, 𝑏  

= 𝜑 𝑀 𝑐, 𝑑  ⊥ 𝜑 𝑀 𝑎, 𝑏   
,𝐸   نحو   ×,𝐹  تشاكل من  𝜑إذن  ⊥ .   

,𝑎 لٌكن  𝑏  عنصرا من المجموعة 𝐸.  

,𝑥 نرٌد حل المعادلة ذات المجهول   𝑦     التالٌة   :𝜑 𝑀 𝑥, 𝑦  =  𝑎, 𝑏    
,𝑥 :  هذه المعادلة تصبح  𝑦 =  𝑎, 𝑏    

𝑥       ٌعنً أن 𝑦  و  = = 𝑏.   

,𝑀 𝑎إذن فالمعادلة تقبل حلا وحٌدا و هو   𝑏 .   
,𝑎  ∀:  و منه  𝑏  𝜖 𝐸  ;   ∃! 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐹  ;   𝜑 𝑀 𝑥, 𝑦  =  𝑎, 𝑏    

,𝐸   نحو   ×,𝐹  تقابل من  𝜑ٌعنً أن  ⊥ .   

,𝐸   نحو   ×,𝐹  تشاكل تقابلً من  𝜑: خلاصة  ⊥ .   
= ×,𝐹 و ٌمكننا أن نكتب    𝐸, ⊥ .   

نعلم أن التشاكل التقابلً ٌحافظ على البنٌة الجبرٌة لمجموعة الانطلاق 

ٌُحولها إلى مجموعة الوصول   .و 

   𝑀 1,0  زمرة غٌر تبادلٌة عنصرها المحاٌد هو المصفوفة   ×,𝐹 بما أن  

,𝑀 𝑥و كل مصفوفة   𝑦   تقبل مماثلة  𝑀  
1

𝑥
; −𝑦  فً ×  بالنسبة لـ 𝐹.  

,𝐸 فإن       𝜑 𝑀 1,0  زمرة غٌر تبادلٌة عنصرها المحاٌد هو الزوج   ⊥

,𝑥 و كل زوج   𝑦   ٌقبل مماثلا  𝜑  𝑀  
1

𝑥
; −𝑦   فً ⊥  بالنسبة لـ 𝐸.  

                                       :  و لدٌنا 
𝜑 𝑀 1,0  =  1,0              

𝜑  𝑀  
1

𝑥
; −𝑦  =  

1

𝑥
; −𝑦 

   

∆ =   1 − 𝑖 2 𝑚 + 1 2 + 4𝑖 𝑚2 + 1  

= −2𝑖 𝑚2 + 2𝑚 + 1 + 4𝑖 𝑚2 + 4𝑖 
= 2𝑖 𝑚2 − 4𝑖 𝑚 + 2𝑖 
= 2𝑖 𝑚2 − 2𝑚 + 1  

=  1 + 𝑖 2 𝑚 − 1 2 

=   1 + 𝑖  𝑚 − 1  
2
 

,𝑀 𝑥إذن كل مصفوفة   𝑦   تمتلك مصفوفة مماثلة  𝑀  
1

𝑥
, −𝑦  بالنسبة  

  .𝐹 لٌس تبادلٌا فً ×القانون   .𝐹 فً ×لـ 

  :   لأن 
𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑦, 𝑥 = 𝑀 𝑥𝑦 ;  𝑥2 + 1 

𝑀 𝑦, 𝑥 × 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀 𝑥𝑦 ;  𝑦2 + 1 
   

 .  زمرة غٌر تبادلٌة  ×,𝐹  :  الخلاصة

𝑥من أجل   ≠ 𝑦  و  1 ≠  :      نلاحظ أن 1−

𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑦, 𝑥 ≠ 𝑀 𝑦, 𝑥 × 𝑀 𝑥, 𝑦  

𝐼إذن المصفوفة   = 𝑀 1,0  فً ×  هً العنصر المحاٌد لـ 𝐹.  

,𝑀 𝑥لتكن   𝑦  مصفوفة من  𝐹 و 𝑀 𝑥′ , 𝑦′  فً × مماثلتها بالنسبة لـ 𝐹.  

⟺   𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑥′ , 𝑦′ = 𝑀 𝑥′ , 𝑦′ × 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝐼 

⟺    𝑀  𝑥𝑥′  ;  𝑥𝑦′ +
𝑦

𝑥′
 = 𝑀 1,0  

⟺      
𝑥′ =

1

𝑥
 𝜖 ℝ∗

𝑦′ = −𝑦 𝜖 ℝ

  

𝑎 

𝑀 
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𝐈 التمرين الثاني 1 ب 

𝐈 التمرين الثاني 1 ج 

𝐈  2 التمرين الثاني 

 : للإجابة على هذا السؤال أقترح طرٌقتٌن 

 : تستدعً استعمال القاعدة المهمة التالٌة  : الطريقة الأولى

 .الإجابة دون استعمال تلك الطرٌقة  : الطريقة الثانية

𝑧1 =  1 − 𝑖𝑚    و   𝑧2 =  𝑚 − 𝑖  

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  
𝑥 − 𝑦

2
  𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
 
 

𝑚 = 𝑟 𝑒𝑖𝜃  ∶  نضع   

𝑧1𝑧2 = 1  ⟺    1 − 𝑖𝑚  𝑚 − 𝑖 = 1 

  ⟺   𝑚 − 𝑖 − 𝑚2𝑖 − 𝑚 = 1 

  ⟺   𝑚2 = −1 + 𝑖 

  ⟺   𝑟2 𝑒2𝑖𝜃 =  2  
− 2

2
+

 2

2
𝑖  

  ⟺   𝑟2 𝑒2𝑖𝜃 =  2 𝑒
3𝑖𝜋

4  

  ⟺      
𝑟2 =  2                                

𝜃 =
3𝜋

4
+ 𝑘𝜋  ;   𝑘 𝜖  0; 1 

  

  ⟺      
𝑟 =  2

4
                           

𝜃 =
3𝜋

8
𝜃    أو     =

11𝜋

8

  

  ⟺      
𝑚1 =  2

4
 𝑒

3𝑖𝜋
8  

𝑚1 =  2
4

 𝑒
11𝑖𝜋

8  

  

  ⟺    

 
  
 

  
 

 

𝑚1 =  2
4

   
1

2 2 + 4
+ 𝑖 

 2 + 2

4
  

𝑚2 =  2
4

  − 
1

2 2 + 4
− 𝑖 

 2 + 2

4
  

  

 .فً ٌرا انسؤال ٌجب ضبط جمٍع لُاعد انصٍغ انمثهثٍت 

𝑧1:     وضع  = 𝑟𝑒𝑖𝜑  
𝑧1                                        :      ندٌىب  = 1 − 𝑖𝑚  

 : بحٍث 𝜃 بدلانت 𝑟 َ 𝜑إذن ٌدفىب ٌُ اٌجبد انمجٍُنٍه 

𝑟 :         ندٌىب  cos 𝜑 2 +  𝑟 sin 𝜑 2 = 𝑟2  

1 :        إذن  + sin 𝜃 2 + cos2 𝜃 = 𝑟2  

= 1 − 𝑖𝑒𝑖𝜃  
= 1 − 𝑖 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃  
=  1 + sin 𝜃 − 𝑖 cos 𝜃 

 1 + sin 𝜃 − 𝑖 cos 𝜃 = 𝑟 cos 𝜑 + 𝑖 sin 𝜑 

⟺       
𝑟 cos 𝜑 = 1 + sin 𝜃
𝑟 sin 𝜑 = − cos 𝜃   

  

𝑟2:        َ مىً  = 2 1 + sin 𝜃 = 2  sin
𝜋

2
+ sin 𝜃   

= 2  2 sin  
𝜋

4
+

𝜃

2
 cos  

𝜋

4
−

𝜃

2
   

= 4 sin  
𝜋

4
+

𝜃

2
 sin  

𝜋

4
+

𝜃

2
  

= 4 sin2  
𝜋

4
+

𝜃

2
  

=
−2 sin  

𝜋
4

−
𝜃
2
 cos  

𝜋
4

−
𝜃
2
 

2 sin  
𝜋
4

+
𝜃
2
 

 

=
−2 cos  

𝜋
4

+
𝜃
2
 sin  

𝜋
4

+
𝜃
2
 

2 sin  
𝜋
4

+
𝜃
2
 

 

= − cos  
𝜋

4
+

𝜃

2
 = sin  

−𝜋

4
+

𝜃

2
  

 : بمٍمتً فً انمعبدنت انثبوٍت مه انىظمت وحصم عهى 𝑟وعُض 

sin 𝜑 =
− cos 𝜃

2 sin  
𝜋
4

+
𝜃
2
 
   =

cos 𝜋 − 𝜃 

2 sin  
𝜋
4

+
𝜃
2
 
 

  =
sin  

−𝜋
2

+ 𝜃 

2 sin  
𝜋
4

+
𝜃
2
 
   =

− sin  
𝜋
2

− 𝜃 

2 sin  
𝜋
4

+
𝜃
2
 

 

𝑟:             إذن  = 2 sin  
𝜋

4
+

𝜃

2
   

𝜑:            إذن  ≡  
−𝜋

4
+

𝜃

2
  𝑘𝜋   

𝑧1:        َ ببنتبنً  =  2 sin  
𝜋

4
+

𝜃

2
  𝑒

𝑖 
−𝜋

4
+

𝜃

2
 

  

−1 = 𝑒−𝑖𝜋 𝑖   و  = 𝑒
𝑖𝜋
2 𝑚    و   = 𝑒𝑖𝜃  ∶  لدٌنا  

𝑧1 = 1 − 𝑖𝑚 = 𝑒𝑖0 +  𝑒−𝑖𝜋  𝑒
𝑖𝜋
2   𝑒𝑖𝜃                      ∶  إذن  

= 𝑒𝑖0 + 𝑒
𝑖 𝜃−

𝜋
2
 
 

= 2 cos  
0 −  𝜃 −

𝜋
2
 

2
  𝑒

𝑖 
0+ 𝜃−

𝜋
2
 

2
 

 

= 2 cos  − 
𝜃

2
−

𝜋

4
   𝑒

𝑖 
𝜃
2
−

𝜋
4
 
 

= 2 cos  
𝜃

2
−

𝜋

4
  𝑒

𝑖 
𝜃
2
−

𝜋
4
 
 

= 2 sin  
𝜃

2
−

𝜋

4
+

𝜋

2
 𝑒

𝑖 
𝜃
2
−

𝜋
4
 
  

= 2 sin  
𝜃

2
+

𝜋

4
 𝑒

𝑖 
𝜃
2
−

𝜋
4
 
  

𝑧2 = 𝑚 − 𝑖 = 𝑒𝑖𝜃 +  𝑒−𝑖𝜋  𝑒
𝑖𝜋
2                   ∶  و كذلك  

= 2 cos  
𝜃

2
+

𝜋

4
  𝑒

𝑖 
𝜃
2
−

𝜋
4
 
 

= 2 sin  
𝜋

2
−  

𝜃

2
+

𝜋

4
   𝑒

𝑖 
𝜃
2
−

𝜋
4
 
 

= 2 sin  
𝜋

4
−

𝜃

2
  𝑒

𝑖 
𝜃
2
−

𝜋
4
 
 

 : بحٍث 𝜃 بدلانت 𝑟 َ 𝜑ٌدفىب ٌُ انبحث عه 

𝑟 cos 𝜑 + 𝑖 𝑟 sin 𝜑 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − 1  

⟺     
cos 𝜃 = 𝑟 cos 𝜑       
sin 𝜃 − 1 = 𝑟 sin 𝜑

  

𝑧2:    بىفس انطسٌمت وضع  = 𝑟𝑒𝑖𝜑  
𝑧2 = 𝑚 − 𝑖 = 𝑒𝑖𝜃 − 𝑖 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − 1  
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cos 𝜑 =
cos 𝜃

2 sin  
𝜋
4

−
𝜃
2
 
 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 ج 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 ب 

 لأن معٍبز عدد عمدي ٌكُن دائمب 𝑟نمد تم اختٍبز انمٍمت انمُجبت نـ  : ملاحظة

 .عددا مُجبب
 : بمٍمتً فً انمعبدنت الأَنى مه انىظمت وحصم عهى 𝑟وعُض 

𝑟 :  ندٌىب  cos 𝜑 2 +  𝑟 sin 𝜑 2 = 𝑟2  

cos :  إذن  𝜃 2 +  sin 𝜃 − 1 2 = 𝑟2   

𝑟2:  َ مىً  = 2 1 − sin 𝜃   

 :وعهم حسب انجصء الأَل مه ٌرا انسؤال أن 

𝑟2:  أي   = 2 1 + sin −𝜃    

2 1 + sin 𝜃 = 4 sin2  
𝜋

4
+

𝜃

2
  

1 2 :      إذن  + sin −𝜃  = 4 sin2  
𝜋

4
−

𝜃

2
  

𝑟2 :ٌعىً  = 4 sin2  
𝜋

4
−

𝜃

2
  

𝑟 :َ مىً  = 2 sin  
𝜋

4
−

𝜃

2
  

𝐈𝐈  1 التمرين الثاني 

⟺      cos 𝜑 =
−cos 𝜋 − 𝜃 

2 sin  
𝜋
4

−
𝜃
2
 
 

⟺      cos 𝜑 =
−sin  

−𝜋
2

+ 𝜃 

2 sin  
𝜋
4

−
𝜃
2
 

 

⟺      cos 𝜑 =
−2sin  

−𝜋
4

+
𝜃
2
 cos  

−𝜋
4

+
𝜃
2
 

2 sin  
𝜋
4

−
𝜃
2
 

 

⟺      cos 𝜑 =
2sin  

𝜋
4

−
𝜃
2
 cos  

−𝜋
4

+
𝜃
2
 

2 sin  
𝜋
4

−
𝜃
2
 

 

⟺      cos 𝜑 = cos  
−𝜋

4
+

𝜃

2
  

𝑧2 :      َ ببنتبنً  = 2 sin  
𝜋

4
−

𝜃

2
 𝑒

𝑖 
−𝜋
4

+
𝜃
2
 
 

𝜑:     إذن  ≡  
−𝜋

4
+

𝜃

2
  𝑘𝜋   

 𝑀 َ 𝑀1 َ 𝑀2 ومط مستمٍمٍت . ⟺      𝑀 𝜖  𝑀1𝑀2  

⟺      
𝑧1 − 𝑚

𝑧2 − 𝑚
 𝜖 ℝ 

⟺      
1 − 𝑖𝑚 − 𝑚

𝑚 − 𝑖 − 𝑚
 𝜖 ℝ 

⟺      𝑖 + 𝑚 − 𝑖𝑚 𝜖 ℝ 

𝑦 تشكم مستمٍمب معبدنتً   𝑀إذن مجمُعت انىمط  = 𝑥 − 1.  

𝑚:   وضع  = 𝑥 + 𝑖𝑦  

⟺       𝑥 + 𝑦 + 𝑖 𝑦 − 𝑥 + 1   𝜖  ℝ 

⟺      𝑦 − 𝑥 + 1 = 0 

⟺      𝑦 = 𝑥 − 1 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 أ 

′𝑧وىطهك مه      = 1 − 𝑖𝑧  

Ω عببزة عه دَزان مسكصي انىمطت  𝑅إذن انتحٌُم   
1

2
−

𝑖

2
  َ شاٌَتً   

−𝜋

2
   

′𝑧 :َ مىً  = 𝑒
−𝜋𝑖

2  𝑧 −
1

2
+

𝑖

2
 +  

1

2
−

𝑖

2
  

′𝑧 :وسٌد كتببت ٌري انمتسبٌَت عهى شكم  = 𝑒𝑖𝜃  𝑧 − 𝜔 + 𝜔 

 . عدد عمدي ωبحٍث 

          :إذن 
𝜃 =

−𝜋

2

𝜔 =
1

2
−

1

2
𝑖
e𝑖𝜃 :          ندٌىب     = −𝑖

−ωe𝑖𝜃 + ω = 1
   

𝑚:  نضع  = 𝑥 + 𝑖𝑦   

𝑦:   تُشكل مستقٌما معادلته 𝑀إذن مجموعة النقط  = 𝑥 − 1.   

⟺  𝑀   و 𝑀1  و 𝑀2  نقط مستقٌمٌة     𝑀 𝜖  𝑀1𝑀2  

⟺    
𝑧1 − 𝑚

𝑧2 − 𝑚
  𝜖 ℝ 

⟺    
1 − 𝑖𝑚 − 𝑚

𝑚 − 𝑖 − 𝑚
  𝜖 ℝ 

⟺    𝑖 + 𝑚 − 𝑖𝑚  𝜖 ℝ 

⟺   𝑖 +  𝑥 + 𝑖𝑦 − 𝑖 𝑥 + 𝑖𝑦   𝜖 ℝ 

⟹   𝑦 − 𝑥 + 1 = 0 

⟹   𝑦 = 𝑥 − 1 

𝑚:  نضع  = 𝑥 + 𝑖𝑦   

   
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
  𝜖 𝑖ℝ  ⟺    

𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
 

            
= − 

𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
  

  ⟺    
𝑚 + 𝑖 − 1 − 𝑖𝑚 

𝑖
=

𝑚 − 𝑖 − 1 + 𝑖𝑚

𝑖
 

⟺   −2𝑖 𝑥 + 2𝑖 − 2𝑖 𝑦 = 0 

⟺    𝑥 + 𝑦 = 1 

⟺    ℛ𝑒 𝑚 + 𝔗𝑚 𝑚 = 1 

  ⟺      𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑖 − 1 − 𝑖 𝑥 − 𝑖𝑦 =

=  𝑥 + 𝑖𝑦 − 𝑖 − 1 + 𝑖 𝑥 + 𝑖𝑦  

Ω عبارة عن دوران مركزه 𝑅إذن التحوٌل   
1

2
−

𝑖

2
  و زاوٌته  .  

−𝜋

2
 

. 

𝑧′ = 𝑒
−𝑖𝜋

2   𝑧 −
1

2
+

𝑖

2
 +  

1

2
−

𝑖

2
  ∶  إذن  

′𝑧سوف نحتاج إلى أن نكتب العدد   = 1 − 𝑖𝑧            

′𝑧على شكل   = 𝑒𝑖𝜃  𝑧 −     + 𝜔.    

⟺  −𝑖𝑧 + 1 = 𝑒𝑖𝜃  𝑧 − 𝜔 𝑒𝑖𝜃 + 𝜔 

⟺     −𝑖 = 𝑒𝑖𝜃                    
1 = −𝜔 𝑒𝑖𝜃 + 𝜔   

  

⟺     
𝜃 =

−𝜋

2
              

𝜔 1 + 𝑖 = 1   

  

⟺     

𝜃 =
−𝜋

2
                                             

𝜔 =  
1

1 + 𝑖
 
 1 − 𝑖 

 1 − 𝑖 
=

1

2
−

1

2
𝑖   

  

 : عددان مجهولان وجب تحدٌدهما 𝜃 و 𝜔بحٌث 
  
𝑧′ = −𝑖𝑧 + 1                   
𝑧′ = 𝑒𝑖𝜃  𝑧 − 𝜔 𝑒𝑖𝜃 + 𝜔

  

𝜔 
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𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 ج 

 التمرين الثالث  1 أ 

𝑎𝑛:  لدٌنا  = 2𝑛 + 3𝑛 + 6𝑛 − 1 =  2𝑛 − 1 + 3𝑛 1 + 2𝑛    

2:  و لدٌنا  ≡ 3  و   2  0 ≡ 1  2 .   

2𝑛:  إذن  ≡ 𝑛∀   و   2  0 ≥ 1   ;    3𝑛 ≡ 1  2 .   

:  و منه 
 1 
 2 

   
2𝑛 − 1 ≡ 1  2 

2𝑛 + 1 ≡ 1  2 
3𝑛   3   و    ≡ 1 2 .   

3𝑛 1   4 :  نحصل على  (2)و  (3)من  + 2𝑛 ≡ 1  2    

2𝑛 :  نحصل على  (4)و  (1)و من  − 1 + 3𝑛 1 + 2𝑛 ≡ 2  2  

2𝑛 :  ٌعنً  − 1 + 3𝑛 1 + 2𝑛 ≡ 0  2 .   

𝑎𝑛:  و منه  ≡ 0  2 .   

  .𝑛  عدد زوجً و ذلك كٌفما كان العدد الصحٌح الطبٌعً 𝑎𝑛:  و بالتالً 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 2 أ 

 التمرين الثالث 1 ب 

𝑎𝑛:  لدٌنا  = 2𝑛 + 3𝑛 + 3𝑛2𝑛 − 1 = 2𝑛 3𝑛 + 1 +  3𝑛 − 1    

3:  و نعلم أن  ≡ 3𝑛:  إذن   .  3  0 ≡ 0  3 .   

3𝑛 :  و منه  − 1 ≡ 3𝑛 :  وكذلك   .  3  1− + 1 ≡ 1  3 .   

2𝑛 3𝑛:  نجد  (6)و  (5)و من  + 1 +  3𝑛 − 1 ≡  2𝑛 − 1   3    

𝑎𝑛    7 :  ٌعنً  ≡  2𝑛 − 1   3 .   

2:  و لدٌنا  ≡ 2𝑛:  إذن   .  3  1− ≡  −1 𝑛   3 .   

2𝑛      8 :  و منه  − 1 ≡  −1 𝑛 − 1  3 .   

𝑎𝑛:  نستنتج أن  (8)و  (7)من المتوافقتٌن  ≡  −1 𝑛 − 1  3    

2𝑘 1− :   عدد زوجً لدٌنا 𝑛من أجل  − 1 = 0.   
;   𝑛 𝑝𝑎𝑖𝑟 ∀ :  أي    𝑎𝑛 ≡ 0  3    

2𝑘+1 1− :   عدد فردي لدٌنا 𝑛و من أجل  − 1 = −2.   
;   𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟 ∀ :  أي    𝑎𝑛 ≡ −2  3 .   

𝑎𝑛 التً ٌكون من أجلها  𝑛إذن قٌم  ≡  .  هً جمٌع الأعداد الزوجٌة  3  0

 𝑝 3 عدد أولً و أكبر قطعا من العدد.  

𝑝:  إذن  ∧ 2 = 𝑝  و  1 ∧ 3 = 1.   
𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡  : 2𝑝−1و منه حسب  ≡ 1  𝑝   3  و𝑝−1 ≡ 1  𝑝 .   

3𝑝−1:  طرفا بطرف فنحصل على  (2)و  (1)نضرب  ⋅ 2𝑝−1 ≡ 1  𝑝  

6𝑝−1:  إذن  ≡ 1  𝑝    

𝐈𝐈 التمرين الثالث 2 ب 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 2 ج 

  .𝑞و نَفصِلُ بٌن ثلاث حالات للعدد .  عددا أولٌا 𝑞لٌكن 

𝑞إذا كان   : الحالة الأولى = 2.   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ ( :  أ (1فإنه حسب نتٌجة السؤال    2/𝑎𝑛   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∃ :  إذن    𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞   

𝑞إذا كان   : الحالة الثانية = 3.   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ ( :  ب (1فإنه حسب نتٌجة السؤال    3/𝑎𝑛   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∃ :  إذن    𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞   

𝑞إذا كان   : الحالة الثالثة > 3.   

𝑞∀ ( :  ب (2فإنه حسب نتٌجة السؤال  > 3   ;   𝑞/𝑎𝑞−2   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∃ :  إذن    𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞   

, 𝑞𝜖ℙ∀  :  خلاصة  ∃𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞.   

𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

𝐈 التمرين الرابع 1 ج 

lim
𝑥→+∞

 
𝑓2 𝑥 

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 1 − ln 𝑥 2 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓2 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 1 − ln 𝑥 2 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

 
𝑓1 𝑥 

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 1 − ln 𝑥 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓1 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 1 − ln 𝑥 = −∞ 

 متداورة تُشكّل 𝑀1 و 𝑀2 و 𝑀 و Ω التً من أجلها 𝑀إذن مجموعة النقط 

∶ Δ  الذي معادلته الدٌكارتٌة هً   Δ المستقٌم  𝑦 = −𝑥 + 1.   

 Ω   و  𝑀  و  𝑀1   و  𝑀2  نقط  متداورة  

⟺   arg  
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
 ≡ arg  

𝑧2 − 𝑧Ω

𝑧1 − 𝑧Ω
  𝜋  

⟺   arg  
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
 ≡ arg −𝑖  𝜋  

⟺   arg  
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
 ≡

−𝜋

2
 𝜋  

⟺    
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
  𝜖 𝑖ℝ 

⟺   ℛ𝑒 𝑚 + 𝔗𝑚 𝑚 = 1  𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  ب   2  𝐼𝐼  

⟺   𝑦 = −𝑥 + 1 

 . متصلة على ٌمٌن الصفر 𝑓𝑛و هذا ٌعنً أن الدالة 

lim
𝑥→0+

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑥→0+

 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛  

= lim
𝑡→0+

𝑥=𝑡𝑛

𝑡𝑛 1 − ln 𝑡𝑛  𝑛  

= lim
𝑡→0+

𝑡𝑛 1 − 𝑛 ln 𝑡  𝑛  

= lim
𝑡→0+

 𝑡 − 𝑡𝑛 ln 𝑡  𝑛  

= 0 = 𝑓𝑛 0  
lim

𝑥→0+
𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛 0    ∶  إذن  

6:  ٌعنً  ∙ 2𝑝−2 + 6 ∙ 3𝑝−2 + 6 ∙ 6𝑝−2 − 6 ≡ 0  𝑝 .   

2𝑝−2 6:  ٌعنً  + 3𝑝−2 + 6𝑝−2 − 1 ≡ 0  𝑝 .   

≡ 𝑎𝑝−2 6:  ٌعنً  0  𝑝 .    5 :  إذن    𝑝/6 𝑎𝑝−2 .   

6:   إلى جداء عوامل أولٌة نجد 6نُفكك العدد  = 21 × 31.   
6     6 :   إذن 3 عدد أولً أكبر قطعا من 𝑝و لدٌنا  ∧ 𝑝 = 1.   

   𝑝/𝑎𝑝−2:   أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠نستنتج حسب  (6)و  (5)من 

2𝑝−1:  لدٌنا  ≡ 1  𝑝  3     1 :    إذن ⋅ 2𝑝−1 ≡ 3  𝑝    

3𝑝−1:   و لدٌنا  ≡ 1  𝑝  2     2 :    إذن ⋅ 3𝑝−1 ≡ 2  𝑝    

6𝑝−1:  و لدٌنا  ≡ 1  𝑝  6     3 :    إذن ⋅ 6𝑝−2 ≡ 1  𝑝    

−   4 :  و لدٌنا  6 ≡ −6  𝑝   

 : طرفا بطرف نجد  (4)و  (3)و  (2)و  (1)نجمع المتوافقات 

3 ∙ 2𝑝−1 + 2 ∙ 3𝑝−1 + 6 ⋅ 6𝑝−2 ≡ 0  𝑝  

 . غٌر قابلة للاشتقاق على الٌمٌن فً الصفر 𝑓𝑛إذن 

lim
𝑥→0+

 
𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓𝑛 0 

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+
  1 − ln 𝑥 𝑛  

= lim
𝑡→−∞
𝑡=ln 𝑥

  1 − 𝑡 𝑛  

= lim
𝑦→+∞
𝑦=1−𝑡

 𝑦𝑛  

= +∞ ∉  ℝ 
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𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

𝐈 التمرين الرابع 3 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

 : نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة  كما ٌلً 

𝒙 1 

1 

0 

𝑓1 

+ 𝑓1
′(𝑥) 0 − 

+∞ 

0 −∞ 

0 

𝑒 

− 

1

𝑒
 

4

𝑒
 

0 

− 

+∞ 

ln 𝑥 − 1 

+∞ 

𝒙 𝑒 

ln 𝑥 + 1 

𝑓2
′ 𝑥  

𝑓2 

− 

− 

− 

+ 

+ + 

+ + 

0 

0 0 

0 

0 0 

1 0 

− 

+∞ 

ln 𝑥 

𝒙 𝑒 

1 − ln 𝑥 + 

+ 

+ 

+ 

+ − 

− − 

0 

0 0 

0 

𝑓1 𝑥 − 𝑓2 𝑥  

الوضع  النسبً

للمنحنٌٌن

 𝒞2   و   𝒞1 

 

طع
قا
 ت
طة

نق
طع 

قا
 ت
طة

نق
 

 𝒞1   المنحنىأسفل

ٌوجد  

 𝒞2   المنحنى

 

 𝒞2   المنحنىأسفل

ٌوجد  

 𝒞1   المنحنى

 

 𝒞1   المنحنىأسفل

ٌوجد  

 𝒞2   المنحنى

 

 

 𝓒𝟐  

 𝓒𝟏  

;0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

𝑓1
′ 𝑥 =  𝑥 − 𝑥 ln 𝑥 ′ = 1 −  ln 𝑥 + 1 = − ln 𝑥 

𝑥 = 1  ⟹   𝑓1
′ 𝑥 = 0 

𝑥 > 1  ⟹   𝑓1
′ 𝑥 < 0 

𝑥 < 1  ⟹   𝑓1
′ 𝑥 > 0 

;0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

𝑓2
′ 𝑥 =  𝑥 1 − ln 𝑥 2 ′ =  1 − ln 𝑥 2 −

2𝑥

𝑥
 1 − ln 𝑥  

=  1 − ln 𝑥 2 − 2 1 − ln 𝑥  

=  1 − ln 𝑥  1 − ln 𝑥 − 2  

=  1 − ln 𝑥  −1 − ln 𝑥  

=  ln 𝑥 − 1  ln 𝑥 + 1  

=  ln 𝑥 2 − 1 

− 𝑓1 𝑥:    لدٌنا  𝑓2 𝑥 = 𝑥 1 − ln 𝑥 − 𝑥 1 − ln 𝑥 2 

= 𝑥 1 − ln 𝑥  ln 𝑥  

𝑥لدٌنا الدالة   ⟶
𝑓1 𝑥 

1+𝑥2  0   متصلة على المجال; +∞ .   

,∞−  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐹و هذا ٌعنً أن الدالة  0 .   

 :   و تحقق 𝜓إذن فهً تقبل دالة أصلٌة نرمز لها بالرمز 

  
𝜓′ 𝑥 =

𝑓1 𝑥 

1 + 𝑥2
  ;   ∀𝑥 > 0

𝐹 𝑥 = 𝜓 1 − 𝜓 𝑒𝑥        

  

𝐹′ 𝑥 =  𝜓 1  
′
−  𝜓 𝑒𝑥  

′
= 0 − 𝑒𝑥𝜓′ 𝑒𝑥  ∶  و لدٌنا  

=
−𝑒𝑥  𝑓1 𝑒

𝑥 

1 + 𝑒2𝑥
=

 𝑥 − 1  𝑒2𝑥

 1 + 𝑒2𝑥 
 

𝑥   متعلقة فقط بإشارة   𝐹′ 𝑥فإن إشارة   − 1  .   

𝑥:  و منه  − 1 < > 𝐹′ 𝑥:   أي أن   . 0 0.   

,∞−  دالة تناقصٌة قطعا على المجال  𝐹و بالتالً  0 .   

 ∀𝑥 ≤ 0   ;   𝐹′ 𝑥 =
 𝑥 − 1  𝑒2𝑥

 1 + 𝑒2𝑥 
  ∶  لدٌنا  

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;    
𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
 > 0   ∶  و بما أن  

𝑥 ≤ 0  ⟹   𝑥 <  :    و لدٌنا  1

𝑥إذن الدالة   ⟶ 𝑥2  
3

4
−

ln 𝑥

2
;0   على 𝑓1  دالة أصلٌة للدالة    +∞   

. 

 𝑥2  
3

4
−

ln 𝑥

2
  

′

= 2𝑥  
3

4
−

ln 𝑥

2
 + 𝑥2  

−1

2𝑥
  

=
3𝑥

2
− 𝑥 ln 𝑥 −

𝑥

2
 

= 𝑥 1 − ln 𝑥 1 = 𝑓1 𝑥  

𝑡 𝜖  𝑒𝑥 , 1   ⟺   𝑒𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 1  ;   𝑥 > 0 

⟹    𝑒2𝑥 ≤ 𝑡2 ≤ 1   

⟹    1 + 𝑒2𝑥 ≤ 1 + 𝑡2 ≤ 2   

⟹    1 + 𝑒2𝑥 ≤ 1 + 𝑡2 ≤ 2   

⟹    
1

2
≤

1

1 + 𝑡2
≤

1

1 + 𝑒2𝑥
   

⟹    
1

2
𝑓1 𝑡 ≤

𝑓1 𝑡 

1 + 𝑡2
≤

𝑓1 𝑡 

1 + 𝑒2𝑥
    ;   𝑓1 𝑡 > 0 

⟹    
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 ≤   

𝑓1 𝑡 

1 + 𝑡2
 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 ≤   

𝑓1 𝑡 

1 + 𝑒2𝑥
 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡    

⟹    
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 ≤ 𝐹 𝑥 ≤  

1

1 + 𝑒2𝑥
  𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡    
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

𝐈𝐈  3 التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  1 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  1 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  1 ج 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  1 د 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  2 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  2 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 أ 

 𝑓1 𝑡 
1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 =  𝑥2  

3

4
−

ln 𝑥

2
  

𝑒𝑥

1

                   ∶  لدٌنا  

=
3

4
− 𝑒2𝑥  

3

4
−

𝑥

2
  

=
3

4
−

3𝑒2𝑥

4
+

𝑥 𝑒2𝑥

2
 

lim
𝑥→−∞

𝑒2𝑥 = 0 ∶  لدٌنا  

lim
𝑥→−∞

𝑥 𝑒2𝑥 =
1

2
 lim

𝑡→−∞
𝑡=2𝑥

 𝑡𝑒𝑡  = 0 ∶  و لدٌنا  

lim
𝑥→−∞

 𝑓1 𝑡 
1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 = lim

𝑥→−∞
 

3

4
−

3𝑒2𝑥

4
+

𝑥𝑒2𝑥

2
   ∶   إذن  

=  
3

4
−

3

4
 0 +

1

2
 0  =

3

4
 

 :نستنتج الوضعٌة التالٌة ( أ (2من خلال التأطٌر الوارد فً جواب السؤال 

    
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 

           
≤ 𝐹 𝑥 ≤   

1

1 + 𝑒2𝑥
  𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 

                 
    

𝑙 
3

8
 

3

4
 

3

8
≤ 𝑙 ≤

3

4
    ∶  إذن  

𝑥 𝜖  1, 𝑒   ⟺   1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑒   ⟺   0 ≤ ln 𝑥 ≤ 1 

  ⟹    1 − ln 𝑥 ≥ 0 

  ⟹   𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛 ≥ 0  ;    ∀𝑛 ≥ 1  

  ⟹    𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛
𝑒

1

𝑑𝑥 ≥ 0  ;    ∀𝑛 ≥ 1  

  ⟹    𝑓𝑛 𝑥 
𝑒

1

𝑑𝑥 ≥ 0  ;    ∀𝑛 ≥ 1  

  ⟹   𝑢𝑛 ≥ 0  ;    ∀𝑛 ≥ 1  

− 𝑓𝑛+1 𝑥:    لدٌنا  𝑓𝑛 𝑥 = 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛+1 − 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛 

= 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛 − ln 𝑥  

𝑥 𝜖  1, 𝑒   ⟹   1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑒 

⟹   1 − ln 𝑥 ≥ 0    𝑒𝑡    − ln 𝑥 ≤ 0 

⟹    𝑓𝑛+1 𝑥 − 𝑓𝑛 𝑥 ≤ 0 

⟹    𝑓𝑛+1 𝑥 ≤ 𝑓𝑛 𝑥  

𝑥 𝜖  1, 𝑒   ⟹   𝑓𝑛+1 𝑥 ≤ 𝑓𝑛 𝑥  

⟹   𝑓𝑛+1 𝑥 
𝑒

1

𝑑𝑥 ≤  𝑓𝑛 𝑥 
𝑒

1

𝑑𝑥 

⟹   𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛   ;    ∀𝑛 ≥ 0  

⟹     𝑢𝑛 𝑛≥0  𝑒𝑠𝑡  𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 

𝑢𝑛+1 =  𝑓𝑛+1 𝑥 
𝑒

1

𝑑𝑥 =  𝑥 
𝑢 ′ (𝑥)

  1 − ln 𝑥 𝑛       
𝑣(𝑥)

 
𝑒

1

𝑑𝑥 

=  𝑢𝑣 −  𝑢𝑣′ 

=  
𝑥2

2
 1 − ln 𝑥 𝑛+1 

1

𝑒

−  
𝑛 + 1

2
  𝑥2  

−1

𝑥
  1 − ln 𝑥 

𝑒

1

𝑑𝑥 

=
−1

2
+  

𝑛 + 1

2
 𝑢𝑛  

 ∀𝑛 ≥ 1   ;   𝑢𝑛+1 =
−1

2
+  

𝑛 + 1

2
 𝑢𝑛   ∶  و بالتالً  

 2  

𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛   ⟹    
−1

2
+  

𝑛 + 1

2
 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛  

  ⟹    
−1

2
+

𝑛 𝑢𝑛

2
+

𝑢𝑛

2
≤ 𝑢𝑛  

  ⟹     𝑢𝑛  
𝑛 + 1 − 2

2
 ≤

1

2
 

  ⟹     𝑢𝑛  
𝑛 − 1

2
 ≤

1

2
   ;    𝑛 ≥ 2 

  ⟹     𝑢𝑛 ≤  
1

𝑛 − 1
    ;    𝑛 ≥ 2 

,1  على المجال   𝒞2   ٌوجد فوق  𝒞1 بما أن   𝑒 .   

,𝑥 𝜖  1 ∀:  فإن  𝑒   ;    𝑓2 𝑥 − 𝑓1 𝑥  = 𝑓2 𝑥 − 𝑓1 𝑥    

 .𝑐𝑚2 مساحة الحٌز المطلوب حساب مساحته بالوحدة 𝒜لتكن 

𝒜 =   𝑓2 𝑥 − 𝑓1 𝑥  
𝑒

1

𝑑𝑥    𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 

 ∀𝑛 ≥ 1   ;   𝑢𝑛+1 =
−1

2
+  

𝑛 + 1

2
 𝑢𝑛   ∶  و لدٌنا   

𝑢0 =  𝑥
𝑒

1

𝑑𝑥 =
𝑒2

2
−

1

2
     ∶  و لدٌنا   

𝑢1 =
−1

2
+

1

2
 
𝑒2

2
−

1

2
 =  

𝑒2

4
−

3

4
      ∶   إذن   

𝑢2 =
−1

2
+

𝑒2

4
−

1

2
−

1

4
=  

𝑒2

4
−

5

4
      ∶   و   

𝒜 =  𝑓2 𝑥 𝑑𝑥
𝑒

1

−  𝑓1 𝑥 𝑑𝑥
𝑒

1

    𝑢𝑛𝑖𝑡é 2    ∶  إذن   

=  𝑢1 − 𝑢2     𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 

𝒜                                 :  و بالتالً  =  𝑢1 − 𝑢2      𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 

=  
𝑒2

4
−

3

4
−

𝑒2

4
+

5

4
    2 𝑐𝑚 2 

=
1

2
 2 𝑐𝑚 2 = 2 𝑐𝑚2 

𝑢𝑛+1 ≥ 0  ⟹   
−1

2
+  

𝑛 + 1

2
 𝑢𝑛 ≥ 0 

⟹    
𝑛 + 1

2
 𝑢𝑛 ≥

1

2
 

⟹   𝑢𝑛 ≥  
1

𝑛 + 1
      1  

𝑛∀     : لأنه لدٌنا 0  مصغورة بالعدد 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ المتتالٌة   ≥ 1   ;   𝑢𝑛 ≥ 0.   

 .  متتالٌة تناقصٌة و مصغورة إذن فهً متقاربة 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ إذن  
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𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 ب 

∶  𝑄𝑛 :   المعرفة بما ٌلً  𝑄𝑛 نعتبر العبارة    
𝑛 !

2
≥ 3𝑛−2   

𝑛∀ :  لنبٌن بالترجع أن  ≥ 2   ;    𝑄𝑛  𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒   

𝑛من أجل   = :    لدٌنا 2
2!

2
≥  . صحٌحة  𝑄2 إذن العبارة    30

  .2 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر من أو ٌساوي 𝑛لٌكن 

:   ٌعنً  . صحٌحة  𝑄𝑛 و نفترض أن العبارة 
𝑛 !

2
≥ 3𝑛−2 

:   لدٌنا 
 𝑛+1 !

2
=  𝑛 + 1 

𝑛 !

2
≥  𝑛 + 1 3𝑛−2 

lim :   إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 0 

 ( la récurrence) الطريقة الثانية

𝑛من أجل   = 𝑑1  لدٌنا  1 =  
1!

20
 𝑑1.   

 . صحٌحة  𝑃1 إذن العبارة 

 . صحٌحة  𝑃𝑛  و نفترض أن 1 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر من 𝑛لٌكن 

𝑑𝑛:   ٌعنً  =  
𝑛 !

2𝑛−1 𝑑1  

∶  𝑃𝑛  :     التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة    𝑑𝑛 =  
𝑛!

2𝑛−1
 𝑑1  

 
1

𝑛 + 1
 

     
≤ 𝑢𝑛 ≤  

1

𝑛 − 1
 

     
   ∶   لدٌنا  

0 

𝑛∞ 𝑛∞ 

0 

  : الطريقة الأولى

𝑑𝑛                                           :  لدٌنا  =  𝑣𝑛 − 𝑢𝑛    ;   𝑛 ≥ 1 

=  
−1

2
+

𝑛

2
𝑣𝑛−1 +

1

2
−

𝑛

2
𝑢𝑛−1  

=
𝑛

2
 𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1  

𝑑𝑛                              :  إذن  =  𝑣𝑛 − 𝑢𝑛  =
𝑛

2
 𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1  

=  
𝑛

2
  

𝑛 − 1

2
  𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2  

=  
𝑛

2
  

𝑛 − 1

2
  

𝑛 − 2

2
  𝑣𝑛−3 − 𝑢𝑛−3  

=  
𝑛

2
  

𝑛 − 1

2
  

𝑛 − 2

2
 ⋯ 

2

2
  𝑣1 − 𝑢1  

=  
𝑛!

2𝑛−1
 𝑑1 

⋮ ⋮ ⋮ 

 ∀𝑛 ≥ 1   ;   𝑑𝑛 =  
𝑛!

2𝑛−1
 𝑑1   ∶  و بالتالً   

   𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع نقول 

 ∀𝑛 ≥ 1  ∶   𝑑𝑛 =  
𝑛!

2𝑛−1
 𝑑1   ∶   ٌعنً   

 . صحٌحة  𝑃𝑛+1 و هذا ٌعنً أن العبارة 

   :   و بذلك نحصل على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 
 𝑃1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                       
 𝑃𝑛 ⟹  𝑃𝑛+1   ;    ∀𝑛 > 1 

  

𝑑𝑛+1                                          : لدٌنا  =  𝑣𝑛+1 − 𝑢𝑛+1   

=  
−1

2
+  

𝑛 + 1

2
 𝑣𝑛 +

1

2
−  

𝑛 + 1

2
 𝑢𝑛   

=  
𝑛 + 1

2
  𝑣𝑛 − 𝑢𝑛   

=  
𝑛 + 1

2
 𝑑𝑛  

=  
𝑛 + 1

2
  

𝑛!

2𝑛−1
 𝑑1 

=  
 𝑛 + 1 𝑛!

2 ∙ 2𝑛−1
 𝑑1 

=  
 𝑛 + 1 !

2𝑛
 𝑑1 

𝑑𝑛+1 =  
 𝑛 + 1 !

2𝑛
 𝑑1   ∶  إذن  

𝑛 ≥ 2    ⟹     𝑛 + 1 ≥ 3 

⟹     𝑛 + 1  3𝑛−2 ≥ 3 ∙ 3𝑛−2 

⟹     𝑛 + 1  3𝑛−2 ≥ 3𝑛−1 

⟹    
 𝑛 + 1 !

2
≥ 3 𝑛+1 −2 

⟹     𝑄𝑛+1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

   𝑄𝑛   𝑒𝑠𝑡 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع نقول 

𝑛∀ :    ٌعنً  ≥ 2   ;   
𝑛 !

2
≥ 3𝑛−2 

 :   نحصل إذن على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 
  

 𝑄2   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                       
 𝑄𝑛 ⟹  𝑄𝑛+1   ;    ∀𝑛 ≥ 2 

  

 : نستنتج أن  (2)و  (1)من 

   ∀ 𝑛 ≥ 2   ;        
1

𝑛 + 1
 ≤ 𝑢𝑛 ≤  

1

𝑛 − 1
      3    

 3   ⟺    
1

𝑛 + 1
 ≤ 𝑢𝑛 ≤  

1

𝑛 − 1
    ∶   و لدٌنا  

  ⟺    
𝑛

𝑛 + 1
 ≤ 𝑛 𝑢𝑛 ≤  

𝑛

𝑛 − 1
       

⟺    
1

1 +
1
𝑛

 ≤ 𝑛 𝑢𝑛 ≤  
1

1 −
1
𝑛

       

  ⟹    lim
𝑛∞

 𝑛 𝑢𝑛 = 1      

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 ب 
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𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 ج 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 د 

 .  متقاربة 𝑣𝑛 𝑛≥1 بالخلف نفترض أن المتتالٌة  
𝑑𝑛:  لدٌنا  =  𝑣𝑛 − 𝑢𝑛     

 .  متقاربة كذلك 𝑣𝑛 𝑛≥1   متتالٌة متقاربة و  𝑢𝑛 𝑛>2 بما أن  

  متتالٌة متقاربة كذلك لأن فرق متتالٌتٌن متقاربتٌن 𝑑𝑛 𝑛≥2 فإن  

 .هو متتالٌة متقاربة 
= lim 𝑑𝑛و هذا ٌتناقض مع كون   ( .ج (4 متتالٌة متباعدة حسب ∞+

 .  متباعدة 𝑑𝑛 𝑛≥2 أي أن المتتالٌة  

 و بما أن  
3

2
 
𝑛−2

  متتالٌة هندسٌة أساسها هو العدد 
3

2
 و هو عدد موجب 

lim  .1و أكبر من 
𝑛∞

 
3

2
 
𝑛−2

= +∞   ∶   إذن   

  .2 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر من أو ٌساوي 𝑛لٌكن 
𝑛!

2
≥ 3𝑛−2   ⟺   𝑛! ≥ 3𝑛−2 ∙ 2 

  ⟺   𝑛! ≥
3𝑛−2 ∙ 2𝑛−1

2𝑛−2
 

  ⟺   
𝑛!

2𝑛−1
≥  

3

2
 
𝑛−2

 

  ⟺   𝑑𝑛 ≥  
3

2
 
𝑛−2

𝑑1 

𝑑𝑛     :   و بذلك نحصل على الوضعٌة التالٌة  ≥  
3

2
 
𝑛−2

𝑑1       
 

+∞ 

𝒏∞ 

lim :  و منه حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝑑𝑛 = +∞ 
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 التمرين الأول  1  

 

,𝐼 إذن   𝐽  2  (أو مستقلة خطٌا  )  أسرة حرة   .  

,𝐼 نستنتج أن   (2)و  (1)من  𝐽  ًأساس للفضاء المتجه  𝑉 . 

= 𝑉  فإن  2و بما أن عدد عناصر هذه الأسرة هو  2     .  

 التمرين الأول  2 أ 

 التمرين الأول  2 ب 

, ℳ2 ℝ  فضاء متجهً جزئً من  𝑉من خلال كون  +,∙ .   
,𝑉 نستنتج أن    .  زمرة تبادلٌة  +

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝑉و من خلال كون 

, ℳ2 ℝ و كون   𝐼  حلقة واحدٌة وحدتها   ×,+ = 𝑀 1,0 .   

  .𝑉 فً + تبادلً و تجمٌعً و توزٌعً بالنسبة لـ ×نستنتج أن الضرب 

𝐼و كذلك المصفوفة   = 𝑀 1,0  فً ×  هً العنصر المحاٌد لـ 𝑉.  

,𝑉 و بالتالً   𝐼  حلقة واحدٌة وحدتها   ×,+ = 𝑀 1,0 .   

 التمرين الأول  3 أ 

 التمرين الأول  3 ب 

 التمرين الأول  4 أ 

 التمرين الأول  4 ب 

,𝑀 𝑎و بالتالً المصفوفة   𝑏  ًتقبل مقلوبا ف  𝑉.  

𝑀:  و هً المصفوفة   
−𝑎

4𝑏2−𝑎2  ,
𝑏

4𝑏2−𝑎2    

 التمرين الثاني  1 أ 

 التمرين الثاني 1 ب 

 التمرين الثاني 2 أ 

𝑀  
1

2
,
−1

4
 × 𝑀  

1

2
,
1

4
 = 𝑀 0,0 = 𝒪 

  .الكاملةنعلم أن الجسم هو الحلقة 

,𝑉 نستنتج أن الحلقة  ( أ (3من خلال السؤال    لٌست كاملة نظرا  ×,+

 .لوجود مصفوفتٌن غٌر منعدمتٌن لكن جداؤهما منعدم 

,𝑉 و بالتالً    .  لٌس جسما  ×,+

 :  ٌعنً أن الجسم هو الحلقة التً تتحقق فٌها الخاصٌة التالٌة 
∀ 𝑎, 𝑏 𝜖 𝐴𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢  ;   𝑎𝑏 = 0  ⟹   𝑎 = 𝑏   أو   0 = 0 

⟺    𝑋 ×  
𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 − 2𝑎𝐼

4𝑏2 − 𝑎2
 = 𝐼    ;    4𝑏2 − 𝑎2 ≠ 0 

⟺    𝑋 ×  
−𝑎𝐼 + 𝑏𝐽

4𝑏2 − 𝑎2
 = 𝐼    ;    4𝑏2 − 𝑎2 ≠ 0 

⟺    𝑋 × 𝑀  
−𝑎

4𝑏2 − 𝑎2
 ,

𝑏

4𝑏2 − 𝑎2
 = 𝐼    ;    4𝑏2 − 𝑎2 ≠ 0 

 𝑖𝑢 − 1 − 𝑖 2 = −𝑢2 +  2 − 2𝑖 𝑢 + 2𝑖 

 𝑈 و التً تحول  𝑡 هً الإزاحة التً متجهتها 𝑇و  .  𝑡 لحق المتجهة 𝑧لٌكن 

⟶ 𝐼  𝑢إلى   𝑇𝑡  𝑈 = 𝐼   ∶   لدٌنا  

  لأنه ٌضم على الأقل المصفوفة  ℳ2 ℝ جزء غٌر فارغ من  𝑉لدٌنا 

𝒪المنعدمة   = 𝑀 0,0 =  
0 0
0 0

 .   

=  
𝑢𝑎 + 𝑣𝑐 𝑢𝑏 + 𝑣𝑑

4 𝑢𝑏 + 𝑣𝑑 𝑢𝑎 + 𝑣𝑐
  

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتٌن من  𝑣 .  و لٌكن𝑢 و 𝑣 عددٌن 

 .حقٌقٌٌن 

,𝑢 𝑀 𝑎:    لدٌنا  𝑏 + 𝑣 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑢𝑎 𝑢𝑏

4𝑢𝑏 𝑢𝑎
 +  

𝑣𝑐 𝑣𝑑
4𝑣𝑑 𝑣𝑐

  

, ℳ2 ℝ  فضاء جزئً من الفضاء المتجهً  𝑉إذن  +,∙ .   

𝐼:  نضع  =  
1 0
0 1

𝐽  و    =  
0 1
4 0

,𝑀 𝑎و لتكن    .   𝑏  مصفوفة من  𝑉 

. 
,𝑀 𝑎:  لدٌنا  𝑏 =  

𝑎 𝑏
4𝑏 𝑎

 = 𝑎  
1 0
0 1

 + 𝑏  
0 1
4 0

    

,𝑀 𝑎 ∀ :  إذن  𝑏  𝜖 𝑉 ,  ∃  𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ2 ∶ 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽   

,𝐼 و هذا ٌعنً أن   𝐽  ً1   أسرة مولدة للفضاء المتجه     𝑉.  

𝑥𝐼 لتكن   + 𝑦𝐽  تألٌفة خطٌة منعدمة للمصفوفتٌن  𝐼 و 𝐽.  

= 𝑀 𝑢𝑎 + 𝑣𝑐 ; 𝑢𝑏 + 𝑣𝑑  𝜖 𝑉 

= 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 

⟺   𝑥𝐼 + 𝑦𝐽 = 𝒪 

⟺     
𝑥 𝑦

4𝑦 𝑥 =  
0 0
0 0

  

⟺      
𝑥 = 0
𝑦 = 0

  

𝐽2 =  
0 1
4 0

 
2

=  
0 1
4 0

 ×  
0 1
4 0

   ∶  فً البداٌة لدٌنا   

=  
4 0
0 4

 = 4  
1 0
0 1

 = 4𝐼 

𝐽2:   إذن  = 4𝐼   
,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑥, 𝑦  مصفوفتٌن من  𝑉.  
,𝑀 𝑥:                  لدٌنا  𝑦 × 𝑀 𝑎, 𝑏 =  𝑥𝐼 + 𝑦𝐽  𝑎𝐼 + 𝑏𝐽    

,𝑀 𝑎 ∀:  إذن  𝑏 , 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜖 𝑉  ;   𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑎, 𝑏  𝜖 𝑉   

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝑉ٌعنً أن 

= 𝑥𝑎𝐼 + 𝑥𝑏𝐽 + 𝑦𝑎𝐽 + 𝑦𝑏𝐽2 

= 𝑥𝑎𝐼 + 𝑥𝑏𝐽 + 𝑦𝑎𝐽 + 4𝑦𝑏𝐼 

=  𝑥𝑎 + 4𝑦𝑏 𝐼 +  𝑥𝑏 + 𝑦𝑎 𝐽 

= 𝑀 𝑥𝑎 + 4𝑦𝑏 ; 𝑥𝑏 + 𝑦𝑎  𝜖 𝑉 

𝐽2سوف نستعمل العلاقة   = 4𝐼 أثناء الحساب  . 
𝑋:                                           نضع  = 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽   

= 𝑋2 − 2𝑎𝑋 +  𝑎2 − 4𝑏2 𝐼 

=  𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 2 − 2𝑎 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 +  𝑎2 − 4𝑏2 𝐼 
= 𝑎2𝐼 + 𝑏2𝐽2 + 2𝑎𝑏𝐽 − 2𝑎2𝐼 − 2𝑎𝑏𝐽 +  𝑎2 − 4𝑏2 𝐼 

=  𝑎2 + 4𝑏2 − 2𝑎2 + 𝑎2 − 4𝑏2 𝐼 +  2𝑎𝑏 − 2𝑎𝑏 𝐽 

= 0𝐼 + 0𝐽 = 𝒪 

𝑋2 − 2𝑎𝑋 +  𝑎2 − 4𝑏2 𝐼 = 𝒪 

⟺   𝑋2 − 2𝑎𝑋 =  4𝑏2 − 𝑎2 𝐼 

⟺   𝑋 ×  𝑋 − 2𝑎𝐼 =  4𝑏2 − 𝑎2 𝐼 

⟺   𝑋 ×  
𝑋 − 2𝑎𝐼

4𝑏2 − 𝑎2
 = 𝐼    ;    4𝑏2 − 𝑎2 ≠ 0 

𝑧1:  إذن  =  1 − 𝑖 𝑢 + 𝑧2  و  2 =  1 + 𝑖 𝑢 − 2𝑖.   

= ∆:                   لدٌنا    −2 𝑢 + 1 − 𝑖  
2
− 4 2𝑢2 − 4𝑖  

= 4 −𝑢2 + 2𝑢 + 2𝑖 − 2𝑖𝑢  

= 4 𝑖𝑢 − 1 − 𝑖 2 

=  2 𝑖𝑢 − 1 − 𝑖  
2
 

𝑑𝑖𝑚 
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 التمرين الثاني 2 ب 

 التمرين الثاني 2 ج 

 التمرين الثاني 2 د 

𝑢و نأخذ كمثال   . 𝑢ٌتعلق الرسم بأكمله بمعرفة العدد العقدي  =  2 + 𝑖   

 .و نحصل على الشكل التالً 

 التمرين الثاني 3 أ 

 التمرين الثاني 3 ب 

=      𝑧𝐴𝐵:   إذن  𝑘 𝑧𝐴𝑈         و منه  :𝐴𝐵      = 𝑘 𝐴𝑈         

 . مستقٌمٌتان       𝐴𝑈 و       𝐴𝐵ٌعنً أن المتجهتان 

 . نقط مستقٌمٌة 𝑈 و 𝐵 و 𝐴و منه فإن النقط 

 

𝓞 𝟏 

𝐢 

𝐭  

−𝟐 

 𝒞  

ℝ 

𝑖ℝ 

I 

𝑈 

Ω 

 𝐷  

𝐵 

𝐴 

𝑡  1:  و بالتالً  − 𝑖  هً متجهة الإزاحة  𝑇.  

 :  إذن حسب التعرٌف العقدي للإزاحة نكتب 

𝑇𝑡  𝑈 = 𝐼   ⟺   𝑈𝐼     = 𝑡  
⟺    𝑧𝑡 = 𝑧𝐼 − 𝑧𝑈  

⟺    𝑧𝑡 =  
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵

2
 − 𝑧𝑈  

⟺    𝑧𝑡 =  𝑢 − 𝑖 + 1 − 𝑢 

⟺    𝑧𝑡 =  1 − 𝑖  

 :   دوران معرف بما ٌلً 𝑅لدٌنا 

 :  إذن حسب التعرٌف العقدي للدوران نكتب 

= 𝑅 𝑀     ∗ :  إذن  𝑀′  ⟺   𝑎𝑓𝑓 𝑀′ = −𝑖 𝑎𝑓𝑓 𝑀 + 4   

𝑧𝐵:   إذن  = −𝑖 𝑧𝐴 + 4  

= 𝑅 𝐴:   نستنتج أن  ∗ و باستعمال التكافؤ  𝐵   

𝑅Ω 2−2𝑖  
−𝜋

2
   ∶   𝑀 𝑧   ⟶   𝑀′ 𝑧′  

𝑅 𝑀 = 𝑀′   ⟺    𝑧′ −  2 − 2𝑖 = 𝑒
−𝑖𝜋

2  𝑧 −  2 − 2𝑖   

  ⟺    𝑧′ = −𝑖𝑧 + 4 

𝑖𝑧𝐴−:        من جهة أخرى لدٌنا  + 4 = −𝑖  1 + 𝑖 𝑢 − 2𝑖 + 4   

= −2 − 𝑖𝑢 1 + 𝑖 + 4 

= 2 + 𝑢 −𝑖 + 1 = 𝑧𝐵 

 Ω𝐴𝐵 ًمثلث قائم الزاوٌة و متساوي الساقٌن ف ⟺   Ω  

 فإنه حسب الخاصٌة الممٌزة لواسط  𝐴𝐵  هً منتصف القطعة 𝐼و بما أن 

⊥ Ω𝐼 :  و بالتالً   . 𝐴𝐵  هو واسط القطعة  Ω𝐼 قطعة نستنتج أن   𝐴𝐵    

𝜔:  نضع  = 2 − 2𝑖 = 𝑎𝑓𝑓 Ω  

𝑅 𝐴 = 𝐵  ⟺    𝑧𝐵 − 𝜔 = 𝑒
−𝑖𝜋

2  𝑧𝐴 − 𝜔  

⟺    
𝑧𝐵 − 𝜔

𝑧𝐴 − 𝜔
 = 𝑒

−𝑖𝜋
2  

⟺   

 
 

 
 

 
𝑧𝐵 − 𝜔

𝑧𝐴 − 𝜔
 =  𝑒

−𝑖𝜋
2               

arg  
𝑧𝐵 − 𝜔

𝑧𝐴 − 𝜔
 ≡

−𝜋

2
  2𝜋 

  

⟺     

 𝑧𝐵 − 𝜔 

 𝑧𝐴 − 𝜔 
= 1             

 Ω𝐴      , Ω𝐵                ≡
−𝜋

2
  2𝜋 

  

⟺     
 𝑧𝐴 − 𝜔 =  𝑧𝐵 − 𝜔   

 Ω𝐴      , Ω𝐵                ≡
−𝜋

2
  2𝜋 

  

⟺     
Ω𝐴 = Ω𝐵                    

 Ω𝐴      , Ω𝐵               
 ≡

−𝜋

2
  2𝜋 

  

=      𝑧𝐴𝐵:                                                        لدٌنا  𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 

=   1 − 𝑖 𝑢 + 2 −   1 + 𝑖 𝑢 − 2𝑖  

= −2𝑖𝑢 + 2 + 2𝑖 

= −4 − 2𝑖𝑎 1 + 𝑖 + 2 + 2𝑖 

= 2 𝑖 − 1 − 𝑖𝑎 1 + 𝑖   

= 2 𝑖 − 1 − 𝑖𝑎 + 𝑎  

= 2 𝑖 − 1  1 − 𝑎  

=       𝑧𝐴𝑈:                                                      و لدٌنا  𝑧𝑈 − 𝑧𝐴  

= 𝑎 1 + 𝑖 − 2𝑖 −  1 + 𝑖 𝑢 + 2𝑖 

=  1 + 𝑖  𝑎 − 𝑢  

=  1 + 𝑖  2𝑖 − 𝑎𝑖  

= 𝑖 1 + 𝑖  2 − 𝑎  
=  𝑖 − 1  2 − 𝑎  

=      𝑧𝐴𝐵:                                           لدٌنا  2 𝑖 − 1  1 − 𝑎  

=
2 1 − 𝑎 

 2 − 𝑎 
 𝑖 − 1  2 − 𝑎  

=
2 1 − 𝑎 

 2 − 𝑎 
∙ 𝑧𝐴𝑈        

= 𝑘 ∙ 𝑧𝐴𝑈         ;   𝑘 =
2 1 − 𝑎 

 2 − 𝑎 
 𝜖 ℝ 

,𝒪 ننطلق من ورقة بٌضاء و نرسم علٌها المعلم   𝑢  , 𝑣   و النقطتان  𝑈 

𝑡  1 و المتجهة  Ωو  − 𝑖 .   

   لدٌنا𝑇𝑡  𝑈 = 𝐼 إذن نرسم النقطة  𝐼  باستعمال العلاقة المتجهٌة 

𝑡 = 𝑈𝐼        

  المار من   نرسم المستقٌم 𝐼 و العمودي على  Ω    و سوف 

⊥ Ω𝐼  على هذا المستقٌم لأن  𝐵 و 𝐴نحدد فٌما بعد   𝐴𝐵 .   

  لدٌناΩ𝐴𝐵 مثلث قائم الزاوٌة و متساوي الساقٌن رأسه Ω و 𝐼 

𝐼𝐴إذن   .   منتصف  = 𝐼𝐵 = 𝐼Ω ٌعنً أن  𝐴 و 𝐵 و Ω نقط 

  .Ω𝐼 و شعاعها 𝐼من الدائرة التً مركزها التً مركزها 

  و بالتالً للحصول على𝐴 و 𝐵 التً مركزها    نرسم الدائرة 𝐼   

 𝐵 و 𝐴 فً نقطتٌن هما    ٌقطع    و نلاحظ أن Ω𝐼و شعاعها 

. 

𝐷 

𝐷 I 

𝐴𝐵 

𝒞 

𝒞 



a 
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 التمرين الثالث 1  

 التمرين الثالث 2 أ 

 التمرين الثالث 2 ب 

 التمرين الثالث 2 ج 

 التمرين الثالث 3  

𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

ln  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال 𝑔لدٌنا  2 ; +∞  . 

ln  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال 𝑔إذن  4, ln 6   

ln  تقابل من  𝑔إذن  4, ln 𝑔   ln  نحو   6 4, ln 6   .   

𝑔   ln:  و لدٌنا  4, ln 6   =  
5

3
− ln 6 ; 

3

2
− ln 4 ≈  

−1

10
;

1

10
    

  𝜖 0:  نلاحظ أن 
−1

10
;

1

10
                                                .  

ln  ٌمتلك سابقا واحدا فً المجال  0إذن  4, ln 6                          .  

!∃ :  أو بتعبٌر آخر نكتب   𝛼 𝜖  ln 4, ln 6    ;   𝑔 𝛼 = 0   

= 𝑔′ 𝑥:  لدٌنا  2𝑒−𝑥 − 1   

𝑥إذا كان   = ln = 𝑔′ 𝑥  فإن  2 0.   
𝑥إذا كان   > ln > 𝑔′ 𝑥  فإن  2 0.   
𝑥إذا كان   < ln < 𝑔′ 𝑥  فإن  2 0.   

 :     كما ٌلً 𝑔نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة 

𝒙 ln 2 

1 − ln 2 

−∞ 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 − 

+∞ 

−∞ −∞ 

ٌُحتمل أن نسحب   :عندما نسحب كرتٌن من أحد الصنادٌق فإنه 

  كرتٌن حمراوٌن. 

  أو كرة حمراء و الأخرى سوداء. 

  أو كرتٌن سوداوٌن. 

  .2 و 1 و 0 هً 𝑋إذن قٌم المتغٌر العشوائً 

= 𝑋 Ω:  أو بتعبٌر آخر نكتب   0; 1; 2    

  هو كون إمكانٌات هذه التجربة العشوائٌةΩبحٌث 

 : عندما نسحب كرتٌن من أحد الصنادٌق فإنه توجد 

  𝐶3
 إمكانٌة لاختٌار الصندوق1

  و𝑛
 . كرة 𝑛 إمكانٌة لسحب كرتٌن فً آن واحد من بٌن 2

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω = 𝐶3
1 ∙ 𝐶𝑛

2 =
3𝑛!

2!  𝑛 − 2 !
=

3𝑛 𝑛 − 1 

2
 ∶  إذن  

𝑋 الحدث   =  .  هو الحصول على كرتٌن حمراوٌن  2
 :  و من أجل ذلك توجد 
  0 1إمكانٌة لسحب الكرتٌن من الصندوق  

  2إمكانٌة واحدة لسحب الكرتٌن من الصندوق  

  𝐶3
  3إمكانٌة لسحب الكرتٌن من الصندوق 2

 

 

𝑝 𝑋 = 2 =
𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑋 = 2 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
=

0 + 1 + 𝐶3
2

3𝑛 𝑛 − 1 
2

=
8

3𝑛 𝑛 − 1 
 ∶  إذن  

𝑋 الحدث   =   هو الحصول على كرة حمراء واحدة و الأخرى بطبٌعة  1

 : و من أجل ذلك توجد . الحال ستكون سوداء 

  𝐶1
1 × 𝐶𝑛−1

  1إمكانٌة لسحب كرة حمراء و الأخرى سوداء من 1

  𝐶2
1 × 𝐶𝑛−2

  2إمكانٌة لسحب كرة حمراء و الأخرى سوداء من 1

 𝐶3
1 × 𝐶𝑛−3

  3إمكانٌة لسحب كرة حمراء و الأخرى سوداء من 1

 

 إمكانٌة لسحب كرة حمراء و الأخرى سوداء من  

 

إذن عدد الإمكانٌات التً نحصل فٌها على كرة حمراء و الأخرى سوداء هو 

    : 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑋 = 1 =  𝐶1
1 × 𝐶𝑛−1

1  +  𝐶2
1 × 𝐶2

1 +  𝐶3
1 × 𝐶𝑛−3

1   

=  6𝑛 − 14  

𝑝 𝑋 :    و بالتالً  = 1 =
𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑋 = 1 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
=

6𝑛 − 14

3𝑛 𝑛 − 1 
2

=
4 3𝑛 − 7 

3𝑛 𝑛 − 1 
   

𝑈3 " 𝐸3نسحب الكرتٌن من الصندوق "  =  

 مع العلم أننا حصلنا 3احتمال أن ٌكون السحب قد تم من الصندوق 

 :   على كرتٌن حمراوٌن هو الاحتمال الشرطً التالً 

𝑃 𝑋=2  𝐸3 =
𝑝 𝐸3 ∩  𝑋 = 2  

𝑝 𝑋 = 2 
=

1
3

×
𝐶3

2

𝐶𝑛
2

8
3𝑛 𝑛 − 1 

 

=

2
𝑛 𝑛 − 1 

8
3𝑛 𝑛 − 1 

=
6

8
=

3

4
 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2 1 − 𝑒−𝑥 − 𝑥                     ∶   و لدٌنا  

= lim
𝑥→−∞

𝑥  2  
1

𝑥
−

1

𝑥𝑒𝑥
 − 1  

= lim
𝑥→−∞

𝑥  2  
1

𝑥
−

1

𝑥𝑒𝑥
 − 1 = −∞ 

" = " −∞  2 0− − −∞ − 1  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2 1 − 𝑒−𝑥 − 𝑥 = −∞  ∶   و لدٌنا  

= 2 1 − 0 − ∞ 

= 1 −
4 3𝑛 − 7 

3𝑛 𝑛 − 1 
−

8

3𝑛 𝑛 − 1 
 

=
3𝑛2 − 15𝑛 + 20

3𝑛 𝑛 − 1 
 

𝑋 فً البداٌة وجب علٌنا حساب احتمال الحدث   = 0 .   

𝑝 𝑋:  نعلم أن  = 0 + 𝑝 𝑋 = 1 + 𝑝 𝑋 = 2 = 1   

𝑝 𝑋:                 إذن  = 0 = 1 − 𝑝 𝑋 = 1 − 𝑝 𝑋 = 2    

𝑥1 =
4 3𝑛 − 7 

3𝑛 𝑛 − 1 
𝑥0   و    =

3𝑛2 − 15𝑛 + 20

3𝑛 𝑛 − 1 
  ∶  نضع   

      𝑥2 =
8

3𝑛 𝑛 − 1 
  ∶  و   

 :  المعرف بما ٌلً 𝑃𝑋 هو التطبٌق 𝑋إذن قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

𝑃𝑋  ∶    0,1,2   ⟶    0,1                                    

𝑘  ⟶   𝑃𝑋 𝑘 = 𝑥𝑘  
 

𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

ln  دالة تناقصٌة على المجال  𝑔لدٌنا  2 ; +∞ .   

ln  تناقصٌة على كل من المجالٌن  𝑔إذن  2 ; 𝛼   و   𝛼, +∞ .   

lnو ذلك لأن   2 < ln 4 < 𝛼 < ln 6   

𝑥إذا كان   > 𝑔 𝑥:    فإن < 𝑔 𝛼 = 0   

𝑥 ∀:  أي  > 𝛼  ;   𝑔 𝑥 < 0   

lnإذا كان   2 < 𝑥 < 𝛼 فإن    :𝑔 ln 2 > 𝑔 𝑥 > 𝑔 𝛼 = 0   

𝑈 

𝐶 

𝑈 

𝑈 

𝑈 

𝑈 

𝑈 

𝑈 
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𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة     𝑃𝑛 ∶ 1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼   

𝑛من أجل   = 1  لدٌنا  0 ≤ 𝑢0 = 1 < 𝛼   

 . صحٌحة  𝑃0 و هذا ٌعنً أن العبارة 

 . صحٌحة  𝑃𝑛  و نفترض أن ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 

𝐈 التمرين الرابع 3 ب 

𝐈 التمرين الرابع 3 ج 

ln  دالة موجبة على المجال  𝑔نعلم أن  2 ; 𝛼 .   

,1  دالة موجبة قطعا على 𝑔إذن  𝛼  .   1 :  لأن, 𝛼 ⊂  ln 2 , 𝛼    

;   𝑛𝜖ℕ∀ و نعلم كذلك أن     𝑢𝑛    1, 𝛼    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن    𝑔 𝑢𝑛 > 0   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً     𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  أي     𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛   

 .   متتالٌة تزاٌدٌة قطعا 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ إذن  

𝐈 التمرين الرابع 3 د 

𝐈𝐈  1 التمرين الرابع 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 2 1 − 𝑒−𝑢𝑛  − 𝑢𝑛 = 𝑔 𝑢𝑛  

=  𝑥:   بما ٌلً ℝ المعرفة على نعتبر الدالة  2 1 − 𝑒−𝑥    

,1  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على  لدٌنا  𝛼 .   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  لأن    ′ 𝑥 = 2𝑒−𝑥 > 0   

,   1:  و لدٌنا  𝛼   ⊂  1, 𝛼   و  𝑢0 = 1 𝜖  1, 𝛼    

 :      متتالٌة معرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ لدٌنا  

                      𝛼  تزاٌدٌة و مكبورة بالعدد 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ بما أن  

;   𝑛𝜖ℕ∀ لأن  )   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼  ) 

=  𝑙 تحقق  𝑙  متتالٌة متقاربة و نهاٌتها 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ فإن   𝑙   

= 𝑔 𝑙:   تحقق 𝑙أو بتعبٌر آخر النهاٌة  0   

= 𝑥 المعادلة   ln  من المجال  𝛼 تقبل حلا وحٌدا      0 4 ; ln 6 .   

𝑙:  و بالتالً  = lim 𝑢𝑛 = 𝛼   

  
𝑢𝑛+1 = 2 1 − 𝑒−𝑢𝑛  =  𝑢𝑛 
𝑢0 = 1                                          

  

𝒙 

𝑔 𝑥  

0 ln 2 𝛼 +∞ 

0 0,3 0 + + − 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن حسب مبدأ الترجع     𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼   

 𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  ⟹   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

⟹   −𝛼 < −𝑢𝑛 ≤ −1 

⟹   𝑒−𝛼 < 𝑒−𝑢𝑛 ≤ 𝑒−1 

⟹   
−1

𝑒
≤ −𝑒−𝑢𝑛 < 𝑒−1 

⟹   2  1 −
1

𝑒
 ≤ 2 1 − 𝑒−𝑢𝑛  < 2 1 − 𝑒−𝛼  

𝑔 𝛼 = 0  ⟹   2 1 − 𝑒−𝛼 − 𝛼 = 0                     ∶  لدٌنا   

⟹   2 1 − 𝑒−𝛼 = 𝛼         

𝑒 > 2   ⟹    
1

𝑒
<

1

2
                           ∶  و لدٌنا   

⟹   
−1

𝑒
>

−1

2
 

⟹    1 −
1

𝑒
 >

1

2
 

⟹   2  1 −
1

𝑒
 > 1 

⟹   1 ≤ 2 1 − 𝑒−𝑢𝑛  < 𝛼 

⟹   1 ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼 

⟹     𝑃𝑛+1  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

 :  لقد حصلنا لحد الآن على الوضعٌة التالٌة 
     

 𝑃𝑛+1  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                  
 𝑃𝑛   ⟹    𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

  

=  0 − ∞ = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
1 − 𝑒𝑥

𝑥2
  

= lim
𝑥→+∞

 
1

𝑥2
−

1

4
 

𝑒
𝑥
2

𝑥
2

 

2

  

= lim
𝑢→+∞

𝑢=
𝑥
2

 
1

4𝑢2
−

1

4
 
𝑒𝑢

𝑢
 

2

  

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

 
1 − 𝑒𝑥

𝑥2
  

= lim
𝑥→0+

 
−1

𝑥
  

𝑒𝑥 − 𝑒0

𝑥 − 0
  

=  −∞  1 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

 
𝑓 𝑥 

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

1 − 𝑒𝑥

𝑥3
  

= lim
𝑥→+∞

 
1

𝑥3
−

1

27
 

𝑒
𝑥
3

𝑥
3

 

3

  

= lim
𝑢→+∞

𝑢=
𝑥
3

 
1

27𝑢3
−

1

27
 
𝑒𝑢

𝑢
 

3

 = −∞ 

𝑔 𝛼 = 0  ⟺   2 1 − 𝑒−𝛼 = 𝛼 

⟺   𝑒𝛼 =
2

2 − 𝛼
 

⟺   
1 − 𝑒𝛼

𝛼2
=

1 −  
2

2 − 𝛼
 

𝛼2
=

−𝛼

𝛼2 2 − 𝛼 
 

=
1

𝛼 𝛼 − 2 
 

⟺   𝑓 𝛼 =
1

𝛼 𝛼 − 2 
 

;0  دالة تزاٌدٌة على المجال  𝑔و لدٌنا  ln 2 .   

0إذا كان   < 𝑥 < ln 0:    فإن 2 = 𝑔 0 < 𝑔 𝑥 < 𝑔 ln 2    

;𝑥 𝜖  0 ∀:   ٌعنً  ln 2   ;   𝑔 𝑥 > 0   

 :    كما ٌلً 𝑔نستنتج إذن جدول إشارة الدالة 

𝑥 𝜖  ln ∀:  أي  2 ; 𝛼    ;   𝑔 𝑥 > 0   

𝑔 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈𝐈  3 التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  1 أ 

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  1 ب

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  1 ج

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  2 أ

  .𝑔(𝑥) تتعلق فقط بإشارة   ′نلاحظ أن إشارة 

𝑥∀ :  لأن  > 0   ;   
𝑒𝑥

𝑥3 > 0   

𝑓 إذن 𝛼  تنعدم فً 𝑔(𝑥)لدٌنا   ′(𝑥) ًتنعدم كذلك ف 𝛼.  

  : 𝑔 انطلاقا من جدول تغٌرات الدالة 𝑓نستنتج جدول إشارة 

1

𝛼 𝛼−2 
 

𝛼 

𝑓 

𝑔 𝑥  

𝑓′(𝑥) 

− 

+∞ 

−∞ −∞ 

𝒙 0 

− + 

+ 0 

0 

0 

 

𝛼 

𝑓 𝛼  

 𝓒  

𝑓 ′ 𝑥 =  
1 − 𝑒𝑥

𝑥2
 

′

=  
−𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥 1 − 𝑒𝑥 

𝑥4
 

=
−𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥 𝑒𝑥 𝑒−𝑥 − 1 

𝑥4
 

=
𝑥𝑒𝑥 2 1 − 𝑒−𝑥 − 𝑥 

𝑥4
 

=
𝑒𝑥  𝑔 𝑥 

𝑥3
 

 :   لدٌنا .  عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑥لٌكن 

𝐹 𝑥 =   
1 − 𝑒𝑡

𝑡2
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 =   
−1

𝑡2
 

   
𝑣′

∙  𝑒𝑡 − 1      
𝑢

2𝑥

𝑥

   

=  𝑢𝑣 −  𝑣𝑢′ 

=  
𝑒𝑡 − 1

𝑡
 
𝑥

2𝑥

−   
1

𝑡
 𝑒𝑡

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

=  
𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
 −  

𝑒𝑥 − 1

𝑥
 −   

𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

𝑥 . عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑥لٌكن  ≤ 𝑡 ≤ 2𝑥  ⟺   𝑒𝑥 ≤ 𝑒𝑡 ≤ 𝑒2𝑥  

⟺   
𝑒𝑥

𝑡
≤

𝑒𝑡

𝑡
≤

𝑒2𝑥

𝑡
  ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑡 > 0 

⟹     
𝑒𝑥

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤   
𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤   
𝑒2𝑥

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡  

𝑐𝑎𝑟 𝑐𝑒𝑠 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠
𝑒𝑡 𝑎𝑢𝑠𝑠𝑖 𝑥 < 2𝑥

  

⟹   𝑒𝑥  ln 𝑡 𝑥
2𝑥 ≤   

𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝑒2𝑥  ln 𝑡 𝑥
2𝑥   

⟹   𝑒𝑥 ln 2 ≤   
𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝑒2𝑥 ln 2     ∗   

 :   إذن حسب خاصٌات النهاٌات و الترتٌب نستنتج أن 

lim
𝑥→0+

  
𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 = ln 2    

lim
𝑥→0+

𝑒𝑥 ln 2 = lim
𝑥→0+

𝑒2𝑥 ln 2 = ln 2    ∶    لدٌنا  

 :    إذن التأطٌر     ٌصبح 

 𝑒𝑥 ln 2      ≤   
𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑒2𝑥 ln 2            

𝒙 → 𝟎+ 𝒙 → 𝟎+ 

𝒍𝒏 𝟐 𝒍𝒏 𝟐 

 . دالة متصلة على الٌمٌن فً الصفر 𝐹أي 

𝐹 𝑥 =  
𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
 −  

𝑒𝑥 − 1

𝑥
 −   

𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ∶  و لدٌنا  

lim
𝑥→0+

𝐹 𝑥 = lim
𝑥→0+

 
𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
 − lim

𝑥→0+
 
𝑒𝑥 − 1

𝑥
 −

− lim
𝑥→0+

  
𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡   

= lim
𝑢→0+

𝑢=2𝑥

 
𝑒𝑢 − 𝑒0

𝑢 − 0
 − lim

𝑥→0+
 
𝑒𝑥 − 𝑒0

𝑥 − 0
 − ln 2 

= 𝑒0 − 𝑒0 − ln 2 

= − ln 2 = 𝐹 0  

lim
𝑥→0+

𝐹 𝑥 = 𝐹 0  ∶    إذن  

1 :  سوف نهتم فقط بالشق الأٌمن  − 𝑒𝑡 ≤  1 − 𝑒𝑥    

𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑥  ⟺    1 − 𝑒2𝑥 ≤  1 − 𝑒𝑡 ≤  1 − 𝑒𝑥  

⟺    
1 − 𝑒𝑡

𝑡2
 ≤  

1 − 𝑒𝑥

𝑡2
     ;   𝑡 ≥ 𝑥 > 0 

⟹     
1 − 𝑒𝑡

𝑡2
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  1 − 𝑒𝑥   
1

𝑡2
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡  

𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑖𝑡é 𝑒𝑠𝑡 𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖é𝑒
𝑒𝑡 𝑎𝑢𝑠𝑠𝑖 𝑥 < 2𝑥

 

⟹   𝐹 𝑥 ≤  1 − 𝑒𝑥  
−1

𝑡
 
𝑥

2𝑥

 

𝑓 𝑥 
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𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  2 ب

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  3 

𝑥     وو بما أن الدالتٌن  ⟶ ,0   قابلتٌن للاشتقاق على المجال  2 +∞   

,0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐹فإن  +∞                                      

;   0حٌث   +∞   ⊂  0; +∞ .   

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  4 أ

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  4 ب

𝐈𝐈𝐈 

 

 التمرين الرابع  4 ج

lim :   و منه حسب خاصٌات الترتٌب و النهاٌات نستنتج أن 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = −∞ 

 دالة قابلة للاشتقاق على ٌمٌن الصفر و العدد المشتق على الٌمٌن 𝐹و بالتالً 

هو 
−1

2
𝐹𝑑:  أو بتعبٌر أجمل نكتب  . 

′  0 =
−1

2
.   

 :   نستنتج إذن حسب خاصٌات الترتٌب و النهاٌات أن 

  lim
𝑥→0+

 
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
 =

−1

2
 𝜖 ℝ 

lim
𝑥→+∞

 
1 − 𝑒𝑥

2𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

1

2𝑥
 

 
−

1

2
 
𝑒𝑥

𝑥
 

   
= −∞ ∶  لدٌنا  

0 +∞ 

≥ 𝐹 𝑥 :     ٌصبح  ∗∗∗ إذن التأطٌر    
1 − 𝑒𝑥

2𝑥
 

       
 

−∞ 

𝒙 → +∞ 

,0  عنصرا من المجال  𝑎لٌكن  +∞ .   

⟶ 𝑡لدٌنا الدالة     
1−𝑒 𝑡

𝑡2
;0   متصلة على المجال      لأنها عبارة  ∞+

;0 عن خارج دالتٌن متصلتٌن على المجال   𝑡2مع    .  ∞+ ≠ 0.   

⟶ 𝑡إذن    
1−𝑒 𝑡

𝑡2 ;0  تقبل عدة دوال أصلٌة على المجال   +∞  .          

 :   بما ٌلً معرفة  و هً وحٌدة نرمز لها بالرمز أصلٌة تقبل دالة بالخصوص و 

 
 
 

 
 

 

 𝑎 = 0                                                 

 𝑥 =   
1 − 𝑒𝑡

𝑡2
 

𝑥

𝑎

𝑑𝑡  ;    ∀𝑥 > 0 

′ 𝑥 =  
1 − 𝑒𝑥

𝑥2
   ;    ∀𝑥 > 0        

  

𝐹 𝑥 =   
1 − 𝑒𝑡

𝑡2
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡                                       ∶  لدٌنا  

=   
1 − 𝑒𝑡

𝑡2
 

2𝑥

𝑎

𝑑𝑡 −   
1 − 𝑒𝑡

𝑡2
 

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

𝐹 𝑥 =   
1 − 𝑒𝑡

𝑡2
 

2𝑥

𝑎

𝑑𝑡 −    
1 − 𝑒𝑡

𝑡2
 

𝑥

𝑎

𝑑𝑡  ∶  إذن  

=  2𝑥 −  𝑥  

,0  متصلة و قابلة للاشتقاق على كل مجال على شكل  𝐹لدٌنا  𝑥   

𝑥حٌث   > 0   

 . بأكمله ℝ  متصلة و قابلة للاشتقاق على 𝐸𝑥𝑝و لدٌنا كذلك الدالة  

  .ℝ على أي مجال ٌوجد ضمن            نستطٌع تطبٌق 

,0 نختار بالضبط المجال   𝜔  نحصل على      : 

 : نستنتج أن  𝑇𝐴𝐹 إذن حسب مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة 

∃ 𝜔 𝜖  0, 𝑥   ;   
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
= 𝐹′ 𝜔  

∃ 𝜔 𝜖  0, 𝑥   ;    𝐹 𝑥 − 𝐹 0  =  
−𝑥

2
  

𝑒𝜔 − 1

𝜔
 

2

∶   ٌعنً

∃ 𝑐 𝜖  0, 𝜔     ;     
𝑒𝜔 − 1

𝜔
 = 𝑒𝑐     ∗∗   

 :     نستنتج أن  ∗∗  و  ∗ من النتٌجتٌن 

∃ 𝑐 𝜖  0, 𝜔 ⊂  0, 𝑥     ;    𝐹 𝑥 − 𝐹 0 =
−𝑥

2
𝑒2𝑐     

0 < 𝑐 < 𝑥  ⟺   𝑒0 < 𝑒2𝑐 < 𝑒2𝑥  

  ⟺    
−𝑥

2
 𝑒2𝑥 <  

−𝑥

2
 𝑒2𝑐 <  

−𝑥

2
  

  ⟺    
−𝑒2𝑥

2
 <

𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
<  

−1

2
     ∎  

lim :     ٌصبح ∎إذن التأطٌر 
𝑥→0+

−𝑒2𝑥

2
=

−1

2
  ∶  لدٌنا   

   
−𝑒2𝑥

2
 

     
<  

𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
 <  

−1

2
  

   
 

−𝟏

𝟐
 

𝒙 ⟶ 𝟎+ 𝒙 ⟶ 𝟎+ 

−𝟏

𝟐
 

⟹   𝐹 𝑥 ≤  1 − 𝑒𝑥  
−1

2𝑥
+

1

𝑥
  

⟹   𝐹 𝑥 ≤  
1 − 𝑒𝑥

2𝑥
      ∗∗∗  

 ∀𝑥 > 0    ;   𝐹′ 𝑥 =
−1

2
 
𝑒𝑥 − 1

𝑥
 

2

 ∶  و بالتالً  

= 𝐹′ 𝑥                                                 : إذن    2𝑥 −  𝑥  
′

   

= 2 ′ 2𝑥 − ′ 𝑥  

= 2  
1 − 𝑒2𝑥

 2𝑥 2
 −  

1 − 𝑒𝑥

𝑥2
  

=
2 − 𝑒2𝑥 − 4 1 − 𝑒𝑥 

 2𝑥 2
 =

−2 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 1 

4𝑥2
 

=
−1

2
 
𝑒𝑥 − 1

𝑥
 

2

 

𝑥 

𝑇𝐴𝐹 
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𝐈  1  التمرين الأول 

 

𝐈  2  التمرين الأول 

𝐈 التمرين الأول  3 أ 

𝐈 التمرين الأول  3 ب 

,1 فً البداٌة نلاحظ أن   +∞ ⊂ 𝐼\ 1 .   

= 𝐼\ 1:  و ذلك لأن   0,1 ∪  1, +∞ .   

,1 :  و لدٌنا كذلك  +∞ ≠ ∅   
,1 إذن      . 𝐼\ 1  جزء غٌر فارغ من المجموعة   ∞+

 :    نحن الآن أمام الوضعٌة التالٌة 

   𝐼\ 1 ,∗  زمرة تبادلٌة 

   1,     𝐼\ 1جزء غٌر فارغ من   ∞+

 ∀  𝑎, 𝑏  𝜖  1, +∞   ;    𝑎 ∗ 𝑏′  𝜖   1, +∞  

,1   نستنتج إذن حسب الخاصٌة الممٌزة للزمرة الجزئٌة أن   +∞ ;∗   

  .   ∗ ;  𝐼\ 1 زمرة جزئٌة للزمرة  

𝐈 التمرين الأول  4 أ 

  .𝐼 ثلاثة عناصر من المجموعة 𝑐 و 𝑏 و 𝑎لتكن 
 :     إذا كان × توزٌعٌا بالنسبة للقانون ∗ٌكون 

  
𝑎 ∗  𝑏 × 𝑐 =  𝑎 ∗ 𝑏 ×  𝑎 ∗ 𝑐 
 𝑎 × 𝑏 ∗ 𝑐 =  𝑎 ∗ 𝑐 ×  𝑏 ∗ 𝑐 

  

  .𝐼 قانون تبادلً فً المجموعة ∗لنبٌن أن 
  .𝐼 عنصرٌن من 𝑏 و 𝑎لٌكن 

𝑎:  لدٌنا  ∗ 𝑏 = 𝑒 ln 𝑎  ln 𝑏 = 𝑒 ln 𝑏  ln 𝑎 = 𝑏 ∗ 𝑎   
,𝑎  ∀:  إذن  𝑏  𝜖 𝐼2  ;   𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎   

  .𝐼 تبادلً فً المجموعة ∗أي أن القانون 
  .𝐼 قانون تجمٌعً فً المجموعة ∗لنبٌن أن 

  .𝐼 ثلاثة عناصر من المجموعة 𝑐 و 𝑏 و 𝑎لتكن 

,𝑎  ∀:  إذن  𝑏, 𝑐  𝜖 𝐼3  ;   𝑎 ∗  𝑏 ∗ 𝑐 =  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐   
  .𝐼 تجمٌعً فً المجموعة ∗أي أن القانون 

𝑎            : لدٌنا  ∗  𝑏 ∗ 𝑐 = 𝑒 ln 𝑎  ln 𝑏∗𝑐  = 𝑒 ln 𝑎  ln 𝑏  ln 𝑐    
= 𝑒 ln 𝑎∗𝑏   ln 𝑐 =  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 

  .𝐼 فً المجموعة ∗ هو العنصر المحاٌد للقانون 𝑒إذن 

  .𝐼 فً المجموعة ∗ العنصر المحاٌد للقانون 𝜀لٌكن 
;   𝑎𝜖𝐼∀ :  إذن    𝑎 ∗ 𝜀 = 𝜀 ∗ 𝑎 = 𝑎   

 . ننطلق من إحدى المتساوٌتٌن 𝜀لتحدٌد القٌمة العددٌة لـ 
𝑎                                    :  لدٌنا  ∗ 𝜀 = 𝑎  ⟺   𝑒 ln 𝑎  ln 𝜀 = 𝑎  

⟺    ln 𝑎  ln 𝜀 =  ln 𝑎  

⟺   𝜀 = 𝑒  𝜖  0, +∞ = 𝐼 

𝑎, 𝑏 𝜖 𝐼\ 1   ⟺   𝑎 ≠ 1   𝑒𝑡   𝑏 ≠ 1 
  ⟺  ln 𝑎 ≠ 0   𝑒𝑡  ln 𝑏 ≠ 0 
  ⟺   ln 𝑎  ln 𝑏 ≠

≠ 0      ⟺  𝑒 ln 𝑎  ln 𝑏 ≠ 1  𝑒𝑡   𝑒 ln 𝑎  ln 𝑏 > 0   

  ⟺  𝑒 ln 𝑎  ln 𝑏  𝜖 𝐼\ 1    
  ⟺  𝑎 ∗ 𝑏  𝜖  𝐼\ 1    

,𝑎  ∀:   نستنتج إذن أن  𝑏  𝜖 𝐼\ 1   ;   𝑎 ∗ 𝑏 𝜖 𝐼\ 1   
   . 𝐼\ 1 تركٌب داخلً فً المجموعة  

  نستنتجها من خلال  𝐼\ 1 فً المجموعة  ∗تبادلٌة و تجمٌعٌة القانون 

  .𝐼  جزء من  𝐼\ 1 لأن  𝐼المجموعة 
 تبادلً و تجمٌعً كذلك فً 𝐼 تبادلً و تجمٌعً فً  فإن ∗بما أن القانون 

⊃  𝐼\ 1و ذلك لأن    .  𝐼\ 1المجموعة   𝐼.   
  .𝐼 فً المجموعة ∗ هو العنصر المحاٌد للقانون 𝑒لدٌنا 

 هو نفسه العنصر المحاٌد 𝑒إذن حسب وحدانٌة العنصر المحاٌد نستنتج أن 

و ذلك لسببٌن و هما وحدانٌة العنصر   .  𝐼\ 1 فً المجموعة  ∗للقانون 

𝑒المحاٌد و   ≠    . 𝑒 𝜖 𝐼\ 1  أي  1
   . 𝐼\ 1لندرس الآن التماثل فً المجموعة  

   . 𝐼\ 1 فً ∗ مماثله بالنسبة لـ 𝑥  و  𝐼\ 1 عنصرا من  𝑎لٌكن 
⟹   𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑒 

⟹  𝑒 ln 𝑎  ln 𝑥  = 𝑒 

⟹    ln 𝑎  ln 𝑥  = 1 

⟹   ln 𝑥 =
1

ln 𝑎
 

⟹   𝑎 𝜖 𝐼\ 1                                  :من جهة أخرى لدٌنا    𝑎 ≠ 1    
⟹  ln 𝑎 ≠ 0 

⟹    
1

ln 𝑎
≠ 0 

⟹   𝑒
 

1
ln 𝑎

 
 ≠ 1     𝑒𝑡    𝑒

 
1

ln 𝑎
 

> 0 

⟹    𝑥  𝜖  𝐼\ 1  

   𝐼\ 1  ٌقبل مماثلا من   𝐼\ 1 من  𝑎نستنتج إذن أن كل عنصر 

𝑒و هو العنصر  
 

1

ln 𝑎
 

.   

   𝐼\ 1 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة  ∗لقد تمكنا من أن نبٌن أن  :  الخلاصة

𝑒 ٌقبل مماثلا و هو  𝑎 و كل عنصر 𝑒و ٌمتلك عنصرا محاٌدا و هو 
 

1

ln 𝑎
 

    

  .تبادلية زمرة   ∗, 𝐼\ 1 إذن  

 ∗ ًتبادل  
  ∗ًقانون تركٌب داخل 
  ∗ ًتجمٌع
 ∗ ٌقبل عنصرا محاٌدا
  كل عنصر ٌقبل مماثلا

 عنصرٌن من المجال  𝑏 و 𝑎ٌكفً الآن أن نبرهن على أنه إذا كان 

 1, 𝑎  فإن   ∞+ ∗ 𝑏′  𝜖   1, +∞ .   

   . 𝐼\ 1 فً المجموعة  𝑏 هو مقلوب ′𝑏بحٌث 

𝑎              : ننطلق من الكتابة  ∗ 𝑏′ =  𝑎 ∗ 𝑒
 

1

ln 𝑏
 

= 𝑒
ln 𝑎∙ln 𝑒

1
ln 𝑏 

 

= 𝑒
 ln 𝑎 ∙ 

1
ln 𝑏

 
= 𝑒

ln 𝑎
ln 𝑏  

𝑎              : لدٌنا  ∗  𝑏 × 𝑐 = 𝑒 ln 𝑎  ln 𝑏𝑐 = 𝑒 ln 𝑎  ln 𝑏+ln 𝑐   

 أو باستعمال ∗ و ×و نستنتج المتساوٌة الثانٌة من خلال تبادلٌة القانونٌن 

 .نفس الطرٌقة المبٌنة أعلاه 
  .× قانون توزٌعً بالنسبة للقانون ∗و بالتالً 

= 𝑒 ln 𝑎  ln 𝑏 + ln 𝑎  ln 𝑐  

= 𝑒 ln 𝑎  ln 𝑏 × 𝑒 ln 𝑎  ln 𝑐  

= 𝑒 ln 𝑎  ln 𝑏 × 𝑒 ln 𝑎  ln 𝑐  

=  𝑎 ∗ 𝑏 ×  𝑎 ∗ 𝑐  

,𝑎:  لدٌنا . من جهة أخرى  𝑏 𝜖  1, +∞   ⟺   𝑎 > 1   𝑒𝑡    𝑏 > 1   

,𝑎 ∀:   إذن  𝑏 𝜖  1, +∞   ;   𝑎 ∗ 𝑏′  𝜖   1, +∞   

⟺  ln 𝑎 > 0    𝑒𝑡  ln 𝑏 > 0 

⟹     
ln 𝑎

ln 𝑏
> 0     

⟹     𝑒
 

ln 𝑎
ln 𝑏

 
 𝜖  1, +∞  

⟹     𝑎 ∗ 𝑏′   𝜖   1, +∞  

    ⟹    𝑒
 

ln 𝑎
ln 𝑏

 
> 1 
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𝐈 التمرين الأول  4 ب 

 :  نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

   𝐼,×  1زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد هو العدد  

   𝐼\ 1 ,∗  زمرة .

  ∗ توزٌعً بالنسبة للقانون× . 

 .  جسم تبادلً  ∗,×,𝐼 :  إذن من خلال هذه الوضعٌة نستنتج أن 

𝐈𝐈  1  التمرين الأول 

𝐈𝐈  2  التمرين الأول 

 التمرين الثاني  1 أ 

 التمرين الثاني 1 ب 

∶ 𝐸 :   المعادلة ℂلنحل فً    4𝑧2 − 10𝑖𝑧 − 7 − 𝑖 = 0   
=∆:   نجد ∆بعد حساب الممٌز  4 3 + 4𝑖    
3 ( :  أ (1لدٌنا حسب السؤال  + 4𝑖  ٌقبل جذرٌن مربعٌن و هما    :

 2 + 𝑖   2−   و − 𝑖 .   
2 نختار   + 𝑖   فنحصل على  ∆=  2 2 + 𝑖  2.   

𝑏:   المعرفٌن بما ٌلً 𝑏 و 𝑎 تقبل الحلٌن  𝐸 إذن المعادلة  =
3

2
𝑖 +

1

2
  

𝑎و   = 𝑖 −
1

2
  

3 عندما نختار الجذر المربع الثانً للعدد العقدي   + 4𝑖   

 .نحصل على نفس النتٌجة 

 التمرين الثاني 2 أ 

 التمرين الثاني 2 ب 

 التمرين الثاني 3 أ 

𝐴2 =  
4 4 0

−4 −4 0
0 0 0

     𝑒𝑡    𝐴3 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  

   .∗ℝ جزء غٌر فارغ من المجموعة  𝐼لدٌنا 

  .𝐼 عنصرٌن من المجال 𝑦 و 𝑥لٌكن 

 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐼2   ⟺   𝑥 > 0   𝑒𝑡   𝑦 > 0 

  ⟹    
𝑥

𝑦
> 0   

  ⟹    𝑥 × 𝑦−1 > 0   

  ⟹    𝑥 × 𝑦−1 𝜖 𝐼   

  ⟹     ℝ∗,×   زمرة  جزئٌة  للزمرة   𝐼,×  

 .و هذا تناقض واضح 

   . ℳ3 ℝ لا تقبل مقلوبا فً  𝐴و بالتالً المصفوفة 

   . ℳ3 ℝ فً المجموعة  1− تقبل مقلوبا 𝐴نفترض أن 
𝐴:  إذن  × 𝐴−1 = 𝐴−1 × 𝐴 = 𝐼   

   . ℳ3 ℝ هو ضرب المصفوفات فً  ×بحٌث 

 :   هً المصفوفة الوحدة 𝐼و 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

    

𝐴:  ننطلق من الكتابة  × 𝐴−1 = 𝐼 ًو نضرب طرفٌها ف  𝐴2 

𝐴3:  نحصل على  × 𝐴−1 = 𝐴2   

 :  ٌعنً 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 × 𝐴−1 =  
4 4 0

−4 −4 0
0 0 0

    

 :  أي 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 =  
4 4 0

−4 −4 0
0 0 0

    

𝑎 1                                    : لدٌنا  − 𝑖 =  𝑖 −
1

2
  1 − 𝑖   

= 𝑖 + 1 −
1

2
+

1

2
𝑖 =

1

2
+

3

2
𝑖 = 𝑏 

𝑏

𝑎
=  1 − 𝑖                                        ∶  إذن   

  .𝑂  متساوي الساقٌن و قائم الزاوٌة فً النقطة 𝐴𝑂𝐵المثلث  : و بالتالً 

𝑏 − 𝑎

0 − 𝑎
=

−𝑏

𝑎
+ 1 = − 1 − 𝑖 + 1 = 𝑖 = 𝑒

𝑖𝜋
2    ∶  لدٌنا   

𝑏 − 𝑎

0 − 𝑎
= 𝑒

𝑖𝜋
2  ⟺     

 
𝑏 − 𝑎

0 − 𝑎
 =  𝑒

𝑖𝜋
2               

arg  
𝑏 − 𝑎

0 − 𝑎
 ≡

𝜋

2
  2𝜋 

    ∶  إذن   

⟺     

𝐴𝐵

𝐴𝑂
= 1                     

 𝐴𝑂      , 𝐴𝐵       
            

≡
𝜋

2
  2𝜋 

     

⟺     
𝐴𝐵 = 𝐴𝑂                  

 𝐴𝑂      , 𝐴𝐵       
            

≡
𝜋

2
  2𝜋 

     

𝑅𝐶:    دوران معرف بما ٌلً 𝑅لدٌنا   
𝜋

2
   ∶   𝐵  ⟶   𝐷   

𝑅 𝐵 = 𝐷  ⟺    𝑑 − 𝑐 = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑏 − 𝑐  

⟺   𝑑 = 𝑐 + 𝑖 𝑏 − 𝑐  

⟺   𝑑 = 𝑐 + 𝑖𝑏 − 𝑖𝑐 

⟺   𝑐 1 − 𝑖 = 𝑑 − 𝑖𝑏 

⟺   𝑐 1 − 𝑖 = 𝑑 − 𝑖  
3

2
𝑖 +

1

2
  

⟺   𝑐 1 − 𝑖 = 𝑑 +
3

2
−

𝑖

2
 

⟺   𝑐 =  
1

1 − 𝑖
 𝑑 +  

3
2

−
𝑖
2

1 − 𝑖
  

⟺   𝑐 =
1

2
 1 + 𝑖 𝑑 +  1 +

𝑖

2
  

𝑥لٌكن العدد العقدي   + 𝑖𝑦  3  جذرا مربعا للعدد العقدي + 4𝑖.   

3 و بالتالً  + 2  ٌقبل جذرٌن مربعٌن و هما    4 + 𝑖   2−   و − 𝑖   

. 

⟺     𝑥 + 𝑖𝑦 2 = 3 + 4𝑖 
⟺    𝑥2 − 𝑦2 + 𝑖 2𝑥𝑦 = 3 + 4𝑖 

⟺     
𝑥2 − 𝑦2 = 3

𝑥𝑦 = 2
    ⟺     

 𝑥2 − 𝑦2 = 3

𝑥2𝑦2 = 4
  

⟺     

𝑥2 − 𝑦2 = 3

𝑥2 =
4

𝑦2
  ;   𝑦 ≠ 0

    ⟺    

 
 

  
4

𝑦2
− 𝑦2 = 3

𝑥2 =
4

𝑦2
  ;   𝑦 ≠ 0

  

⟺     

𝑦4 + 3𝑦2 − 4 = 0

𝑥2 =
4

𝑦2
  ;   𝑦 ≠ 0

    ⟺     
 𝑡2 + 3𝑡 − 4 = 0  ;   𝑡 = 𝑦2

𝑥2 =
4

𝑡
  ;   𝑡 ≠ 0                 

  

⟺   

 
 

 

 

𝑡2 = 1  𝑒𝑡  𝑡2 = −4

𝑡1 = 𝑦1
2   𝑒𝑡  𝑡2 = 𝑦2

2

𝑥1
2 =

4

𝑡1
  𝑒𝑡  𝑥2

2 =
4

𝑡2

  ⟺     

𝑦 = 1  ⟹   𝑥 = 2
𝑦 = −1  ⟹   𝑥 = −2
𝑦 = 2𝑖  ⟹   𝑥 = −𝑖
𝑦 = −2𝑖  ⟹   𝑥 = 𝑖

  

⟺     

𝑥 + 𝑖𝑦 = 2 + 𝑖   
𝑥 + 𝑖𝑦 = −2 − 𝑖
𝑥 + 𝑖𝑦 = −2 − 𝑖
𝑥 + 𝑖𝑦 = 2 + 𝑖   

  

𝐴 

𝑖 
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 التمرين الثاني 3 ب 

 التمرين الثاني 3 ج 

 التمرين الثالث  1  

 التمرين الثالث 2 أ 

 التمرين الثالث 2 ب 

 التمرين الثالث 2 ج 

𝑛و  .  عدد أولً 𝑝لدٌنا  ∧ 𝑝 = 1.   
𝑛𝑝−1:   نكتب 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡إذن حسب  ≡ 1  𝑝 .   

𝑝:  و نعلم أن  = 4𝑘 + 𝑛2 2𝑘+1 :  إذن   . 3 ≡ 1  𝑝 .   

 التمرين الثالث 2 د 

𝑛2 حٌث  𝑛باستعمال البرهان بالخلف نفترض وجود  + 1 ≡ 0   .   

  :   لدٌنا 
 𝑛2 2𝑘+1 ≡ −1  𝑝 

 𝑛2 2𝑘+1 ≡ 1  𝑝    
   

1:  إذن  ≡ −1  𝑝  أي أن  𝑝 2 قاسم للعدد.  

𝑝 فإن  2 أولً و ٌقسم العدد الأولً 𝑝و بما أن  = 4𝑘  أي  2 + 3 = 2.  
 .و هذا بطبٌعة الحال مستحٌل و تناقض فً وضح النهار 

 .إذن ما افترضناه كان خاطئا 
𝑛2 ٌحقق  𝑛ٌعنً لا وجود لعدد صحٌح طبٌعً  + 1 ≡ 0  𝑝 .   

𝐈  1 التمرين الرابع 

𝐈  2 التمرين الرابع 

 :   و نلخص النتائج المحصل علٌها فً الجدول التالً 

𝒙  2

2
 

2
 2

 𝑒
 

0 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

0 

− 

+∞ 

0 

∶         𝑇𝐴𝑂:  لدٌنا الإزاحة  معرفة بما ٌلً    𝐷  ⟶   𝐿   

𝑇𝐴𝑂        𝐷 = 𝐿  ⟺   𝐷𝐿      = 𝐴𝑂       

⟺    𝑙 − 𝑑 =  0 − 𝑎  

⟺    𝑙 +  𝑖 − 1 𝑐 +
3

2
−

1

2
𝑖 = −𝑎 

⟺   𝑙 +  𝑖 − 1 𝑐 +
3

2
−

1

2
𝑖 =

1

2
− 𝑖 

⟺   𝑙 =  1 − 𝑖 𝑐 −
𝑖

2
− 1 

𝑙 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
=

 1 − 𝑖 𝑐 − 1 −
𝑖
2

− 𝑐

𝑖 −
1
2

− 𝑐
                      ∶  لدٌنا   

=
−𝑖𝑐 − 1 −

𝑖
2

𝑖 −
1
2

− 𝑐
=

𝑖  −𝑐 + 𝑖 −
1
2
 

 𝑖 −
1
2

− 𝑐 
 

= 𝑖 = 𝑒
𝑖𝜋
2  

  .𝐶  مثلث متساوي الساقٌن و قائم الزاوٌة فً النقطة 𝐴𝐿𝐶و بالتالً  

𝑙 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
= 𝑒

𝑖𝜋
2  ⟺     

 
𝑙 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
 =  𝑒

𝑖𝜋
2               

arg  
𝑙 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
 ≡

𝜋

2
  2𝜋 

    ∶  من  جهة   أخرى   

⟺     

𝐶𝐿

𝐶𝐴
= 1                    

 𝐶𝐴      , 𝐶𝐿      
           

≡
𝜋

2
  2𝜋 

   

⟺     
𝐶𝐿 = 𝐶𝐴                    

 𝐶𝐴      , 𝐶𝐿      
           

≡
𝜋

2
  2𝜋 

   

𝑚 /5:  ٌعنً  − 𝑚 /5  أو   3 − 2 .   

𝑚:  ٌعنً  ≡ 𝑚  أو   5  3 ≡ 2  5 .   

; 𝑚 𝜖  2  نكتب  ℤ/5ℤفً المجموعة   3  .   

 :الإجابة على هذا السؤال سوف نستعمل الخاصٌتٌن التالٌتٌن 

    𝑐 و 𝑏 قاسما مشتركا للعددٌن 𝑎إذا كان العدد  : الخاصية الأولى

 .                   فإنه ٌقسم كل تألٌفة لهماك

 :  أو بتعبٌر آخر 
𝑎/𝑏
𝑎/𝑐

   ⟹    ∀ 𝑢, 𝑣 𝜖 ℤ   ;   𝑎/ 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐    

    𝑢𝑛 𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑖 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡  :  الخاصية الثانية

 . ٌقسم أحد طرفً هذا الجداء 𝑝 فإن 𝑎𝑏 عددا أولٌا و ٌقسم الجداء 𝑝إذا كان 

 :  أو بتعبٌر آخر 
𝑝 𝜖 ℙ
𝑝/𝑎𝑏

   ⟹    𝑝/𝑎   𝑜𝑢 𝑏𝑖𝑒𝑛   𝑝/𝑏    

𝑚2:  ننطلق من الكتابة  + 1 ≡ 𝑚2 /5:    إذن  5  0 + 1    
𝑚2 /5  إذن حسب الخاصٌة الأولى   5− /5و نعلم أن   + 1 − 5 .   

𝑚2 /5:  ٌعنً  − 𝑚 /5:    أي  4 − 2  𝑚 + 2 .   

𝑚 /5:   عدد أولً فإنه حسب الخاصٌة الثانٌة نستنتج أن 5بما أن  + 2   

𝑚 /5أو   − 2 .    

𝑚 /5:  و باستعمال الخاصٌة الأولى نجد  + 2 − 𝑚 /5  أو   5 − 2   

. 

 . عددٌن صحٌحٌن طبٌعٌٌن 𝑛 و 𝑘 عددا أولٌا و 𝑝لٌكن 
𝑛2 + 1 ≡ 0  𝑝   ⟺   𝑛2 ≡ −1  𝑝  

  ⟺    𝑛2  عدد  فردي ≡   𝑝   عدد  فردي  1− 

  ⟺    𝑛2  2k+1 ≡ −1  𝑝  

   𝑛2  2k+1 ≡ −1  𝑝   ⟺   ∃𝑢𝜖ℤ   ;    𝑛2 2𝑘+1 + 1 = 𝑝𝑢 

⟺   𝑝𝑢 + 𝑛  −𝑛4𝑘      
𝑣

= 1 

⟺     ∃ 𝑢, 𝑣 𝜖 ℤ   ;    𝑝𝑢 + 𝑛𝑣 = 1 

⟺    𝑛 ∧ 𝑝 = 1   ;    𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 4𝑥 𝑒−𝑥2
  = lim

𝑥→+∞
 

4

𝑥
  

1

 
𝑒𝑥2

𝑥2  

  

= lim
𝑢→+∞
𝑢=𝑥2

 
4

 𝑢
  

1

 
𝑒𝑢

𝑢
 
  

= 0 × 0 = 0 

𝑥:  إذا كان  =
 2

2
𝑓:    فإن  ′ 𝑥 = 0   

𝑥:  إذا كان  >
 2

2
𝑓:    فإن  ′ 𝑥 < 0   

𝑥:  إذا كان  <
 2

2
𝑓:    فإن  ′ 𝑥 > 0   

  .ℝ عنصرا من المجموعة 𝑥لٌكن 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   و بما أن    4 𝑒−𝑥2
> 0    

𝑓فإن إشارة   1   تتعلق فقط بإشارة    ′ − 2𝑥2 .   

𝑓:                    لدٌنا  ′ 𝑥 = 4 𝑒−𝑥2
+  4𝑥  −2𝑥 𝑒−𝑥2

  

=  1 − 2𝑥2  4 𝑒−𝑥2
  

𝑝 

𝑥 
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𝐈  3 التمرين الرابع 

∶ ∆ :   هً 𝑂 فً  𝒞 معادلة المماس لـ  𝑦 = 𝑓 ′ 0  𝑥 − 0 + 𝑓 0   

∶ ∆ :  أي  𝑦 = 4𝑥  ;   𝑥 ≥ 0   

𝐈  4 التمرين الرابع 

𝐈𝐈 التمرين الرابع  1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈𝐈  3 التمرين الرابع 

𝑓𝑛:  لدٌنا 
′ 𝑥 = 4𝑒−𝑥2

 𝑥𝑛−1 𝑛 − 2𝑥2    

𝑛∀ :  بما أن  > 1   ;    ∀𝑥𝜖ℝ  ∶   4 𝑒−𝑥2
 𝑥𝑛−1 ≥ 0   

𝑓𝑛فإن إشارة  
𝑛   تتعلق فقط بإشارة    ′ − 2𝑥2 .   

𝑥إذا كان   =  
𝑛

2
𝑓𝑛:    فإن 

′ 𝑥 = 0    

𝑥إذا كان   >  
𝑛

2
𝑓𝑛:    فإن 

′ 𝑥 < 0    

𝑥إذا كان   <  
𝑛

2
𝑓𝑛:    فإن 

′ 𝑥 > 0    

  
lim
𝑥→0

𝑓𝑛 𝑥 = lim
𝑥→0

 4𝑥𝑛  𝑒−𝑥2
 = 0

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 = 0                              
    ∶  و  لدٌنا    

 :  نجمع إذن النتائج فً الجدول التالً 

𝒙  
𝑛

2
 

𝑓𝑛   
n

2
  

0 

𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′(𝑥) 

0 

− 

+∞ 

0 

0 

  .1 عددا حقٌقٌا أكبر قطعا من 𝑥لٌكن 

𝑥∀ :  إذن  > 1   ;   𝑒−𝑥2
< 𝑒−𝑥   

𝑥 > 1  ⟹   𝑥2 > 𝑥 
⟹  −𝑥2 < −𝑥 

⟹  𝑒−𝑥2
< 𝑒−𝑥  

 

 𝓒  

 ∆  

𝑒−𝑥2 :  لاحظ أن 
 
′

= −2𝑥 𝑒−𝑥2
𝑒−𝑥2 2−:  ٌعنً    

 
′

= 4𝑥 𝑒−𝑥2
   

𝑎 =   4𝑥 𝑒−𝑥2
 

1

0

𝑑𝑥 = −2 𝑒−𝑥2
 

0

1
                           ∶  إذن  

= −2 𝑒−1 − 1 = 2 1 − 𝑒−1  

𝑆 :    تقاس باستعمال التكامل التالً  𝑆 مساحة الحٌز  =   𝑓(𝑥) 
1

0

𝑑𝑥  

=  𝑓𝑥)
1

0

𝑑𝑥  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓 𝑥 ≥ 0 

= 2 1 − 𝑒−1   𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 = 2 1 − 𝑒−1   2 𝑐𝑚 2 
= 8 1 − 𝑒−1  𝑐𝑚2 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

𝑥∀ :  لدٌنا  > 1   ;   0 < 𝑒−𝑥2
< 𝑒−𝑥.   

𝑥∀ :   إذن  > 1   ;   0 < 4𝑥𝑛𝑒−𝑥2
< 4𝑥𝑛𝑒−𝑥  

lim
𝑥→+∞

 𝑥𝑛  𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥𝑛  𝑒
−𝑛𝑥
𝑛                ∶  من جهة أخرى لدٌنا   

= lim
𝑥→+∞

 𝑥 𝑒
−𝑥
𝑛  

𝑛

 

= lim
𝑢→−∞

𝑢=
−𝑥
𝑛

 −𝑛 𝑢𝑒𝑢  
𝑛

= 0 

0− 

 : إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

 ∀𝑥 > 1   ;   0 < 4𝑥𝑛  𝑒−𝑥2
< 4𝑥𝑛  𝑒−𝑥      

0 0 

 :     و منه حسب خاصٌات النهاٌات و التأطٌر نستنتج أن 

lim
𝑥→+∞

 4𝑥𝑛  𝑒−𝑥2
 = 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 = 0   ∶  أي    

⊃ 0,1 لنبٌن فً البداٌة أن    0,  
𝑛

2
 .   

𝑥 𝜖  0,1   ⟹   0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

  ⟹   0 ≤ 𝑥2 ≤ 1 

  ⟹   0 ≤ 2𝑥2 ≤ 𝑛  , 𝑐𝑎𝑟  0 ≤ 2 ≤ 𝑛 

  ⟹   0 ≤ 𝑥2 ≤
𝑛

2
   

  ⟹   0 ≤ 𝑥 ≤  
𝑛

2
     ⟹   𝑥 𝜖  0,  

𝑛

2
    

⟹   𝑥 𝜖  0,1                                                :إذن    𝑥 𝜖  0,  
𝑛

2
    

⊃ 0,1 :  ٌعنً   0,  
𝑛

2
    

,0  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓𝑛نعلم أن   
𝑛

2
 .   

⊃ 0,1  لأن   0,1  متصلة و تزاٌدٌة قطعا على 𝑓𝑛إذن   0,  
𝑛

2
 .   

,0   نحو صورته   0,1  تقابل من المجال  𝑓𝑛و بالتالً 
4

𝑒
 .   

= 𝑔𝑛 𝑥:  نضع  𝑓𝑛 𝑥 − 1    

   .   𝑔𝑛   0,1  نحو صورته   0,1  تقابل من المجال  𝑔𝑛إذن 

; 1−   نحو المجال   0,1  تقابل من المجال  𝑛ٌعنً أن  0,4 .   
; 𝜖  −1 0:  و بما أن   𝑛فإن الصفر ٌمتلك سابقا وحٌدا   .  0,4

;0 من المجال  = 𝑔𝑛 𝑢𝑛 حٌث  𝑔𝑛 بالتقابل  1 0.   

= 𝑔𝑛 0:  لدٌنا  −1 ≠ = 𝑔𝑛 1  و  0
4−𝑒

𝑒
≠ 0   

𝑢𝑛إذن   ≠ 𝑢𝑛  و  0 ≠ 1   

;0  من 𝑛 ٌمتلك سابقا وحٌدا 0و بالتالً  = 𝑔𝑛 𝑢𝑛  حٌث   1 0.   

!∃:  أي   𝑢𝑛  𝜖  0; 1   ;   𝑔𝑛 𝑢𝑛 = 0     

!∃:  أي   𝑢𝑛  𝜖  0; 1   ;   𝑓𝑛 𝑢𝑛 = 1     

𝑔𝑛   0,1   =  𝑔𝑛 0  ;  𝑔𝑛 1  =  0 − 1 ;  
4

𝑒
− 1  

=  −1 ; 
4 − 𝑒

𝑒
 ≈  −1 ; 0,4  

𝑥 

𝑢 

𝑔 

𝑢 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 5 أ 

𝑛∀ :  لدٌنا  ≥ 2   ;   0 < 𝑢𝑛 < 1   
0:  إذن  < lim∞ 𝑢𝑛 ≤ 0:  ٌعنً   . 1 < 𝑙 ≤ 1.   

  تزاٌدٌة و مكبورة إذن ٌستحٌل أن تكون نهاٌتها الصفر 𝑢𝑛 𝑛>2 المتتالٌة  

0و هذا ما ٌبرر الكتابة   . < 𝑙 ≤  1و هذه النهاٌة ٌمكن أن تساوي   . 1

 .الذي لٌس قٌمة من قٌمها لأنها تزاٌدٌة 

𝑢𝑛  محد علوي للمجموعة  1و فً هذه الحالة نقول بأن العدد    ;   𝑛 ≥ 2   

. 𝐈𝐈 التمرين الرابع 5 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 5 ج 

 الخامس التمرين  1  

 الخامسالتمرين  2 أ 

 الخامسالتمرين  2 ب 

 الخامسالتمرين  2 ج 

𝑥إذن من أجل   = 𝑢𝑛 نحصل على    :𝑓𝑛+1 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛  𝑓𝑛 𝑢𝑛    

= 𝑓𝑛 𝑢𝑛:  و نعلم أن  = 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛:  إذن   . 1 𝑢𝑛 ∙ 1 = 𝑢𝑛.   

𝑓𝑛 𝑥 = 4𝑥𝑛  𝑒−𝑥2
  ⟹   𝑓𝑛+1 𝑥 = 4𝑥𝑛+1 𝑒−𝑥2

 

⟹   𝑓𝑛+1 𝑥 = 𝑥 4𝑥𝑛  𝑒−𝑥2
  

⟹   𝑓𝑛+1 𝑥 = 𝑥 𝑓𝑛 𝑥  

𝑢𝑛  𝜖  0,1   ⟹   𝑢𝑛 < 1                                           ∶  لدٌنا   

  ⟹   𝑓𝑛+1 𝑢𝑛 < 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1  

  ⟹   𝑓𝑛+1
−1  𝑓𝑛+1 𝑢𝑛  < 𝑓𝑛+1

−1  𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1    , avec 𝑓𝑛+1
−1 ↗ 

  ⟹    𝑢𝑛 < 𝑢𝑛+1   ;    ∀𝑛 ≥ 2  

  ⟹     𝑢𝑛 𝑛≥2   𝑒𝑠𝑡  𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 

  ⟹     𝑢𝑛 𝑛≥2  𝑒𝑠𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑎𝑟 𝑢𝑛 < 1 

= 𝑓𝑛 𝑢𝑛:                    لدٌنا  1  ⟹   4 𝑢𝑛 𝑛  𝑒− 𝑢𝑛  2
= 1   

0:  من جهة أخرى لدٌنا  < 𝑢𝑛 < 1  ⟹   0 <  𝑢𝑛 2 < 1   

⟹    𝑒 𝑢𝑛  2
= 4 𝑢𝑛 𝑛  

⟹    1 < 𝑒 𝑢𝑛  2
< 𝑒 

⟹    1 < 4 𝑢𝑛 2 < 𝑒 

⟹   ln 1 < ln 4 𝑢𝑛 2 < ln 𝑒 

⟹   0 < ln 4 + 𝑛 ln 𝑢𝑛 < 1 

⟹   
−ln 4

𝑛
< ln 𝑢𝑛 <

1 − ln 4

𝑛
 

lim :   إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 ln 𝑢𝑛  = 0 

lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = lim
𝑛∞

𝑒ln 𝑢𝑛  = 𝑒0 = 1 ∶  و منه  

lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 1  ∶  و بالتالً  

   
−ln 4

𝑛
 

     
< ln 𝑢𝑛 <  

1

𝑛
−

ln 4

𝑛
 

       
  ∶  لدٌنا   

0 

𝑛∞ 𝑛∞ 

0 

𝑦:  نضع  = −𝑡 إذن    :𝑑𝑡 = −𝑑𝑦   
𝑡    إذا كان  = 𝑦:    فإن − = 𝑥.   

𝐹 −𝑥 =  
1

ln 1 + 𝑡2 

−2𝑥

−𝑥

𝑑𝑡                                   ∶  لدٌنا  

𝑡     إذا كان  = 𝑦:    فإن 2− = 2𝑥.   

 . دالة فردٌة 𝐹إذن 

𝐹 −𝑥 =  
1

ln 1 + 𝑡2 

−2𝑥

−𝑥

𝑑𝑡                       ∶   إذن  

=  
−1

ln 1 + 𝑦2 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑦     

= − 
1

ln 1 + 𝑦2 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑦     

= −𝐹 𝑥      

= 𝐹 𝑥:  لدٌنا  𝜑 2𝑥 − 𝜑 𝑥    

,0  قابلة للاشتقاق على  𝜑نلاحظ أن الدالة  +∞ .   

𝑥و ذلك لأن الدالة   ⟶
1

ln 1+𝑥2 
 دالة من دوالها الأصلٌة 𝜑و .   متصلة

= 𝜑′ 𝑥:  و لدٌنا  .على هذا المجال 
1

ln 1+𝑥2 
   

𝑥و لدٌنا كذلك   ⟶ 𝜑 2𝑥  دالة قابلة للاشتقاق لأنها عبارة عن مُركب  

,0 دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على المجال   +∞ .   

 . قابلة للاشتقاق لأنها مجموع دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق 𝐹: و بالتالً 

= 𝐹′ 𝑥:  و لدٌنا   𝜑 2𝑥 − 𝜑 𝑥  
′

= 2𝜑′ 𝑥 − 𝜑′ 𝑥    

=
2

ln 1 + 4𝑥2 
−

1

ln 1 + 𝑥2 
 

=
2 ln 1 + 𝑥2 − ln 1 + 4𝑥2 

ln 1 + 4𝑥2 ln 1 + 𝑥2 
 

=
ln  1 + 𝑥2 2 − ln 1 + 4𝑥2 

ln 1 + 4𝑥2 ln 1 + 𝑥2 
 

=
ln  

𝑥4 + 2𝑥2 + 1
1 + 4𝑥

 

ln 1 + 4𝑥2 ∙ ln 1 + 𝑥2 
 

= 𝐹 𝑥:  إذن  𝜑 2𝑥 − 𝜑 𝑥    

𝐹 𝑥 =  
1

ln 1 + 𝑡2 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡  ∶   𝑥 > 0  

=  
1

ln 1 + 𝑡2 

1

𝑥

𝑑𝑡 +  
1

ln 1 + 𝑡2 

2𝑥

1

𝑑𝑡    

= − 
1

ln 1 + 𝑡2 

𝑥

1

𝑑𝑡 +  
1

ln 1 + 𝑡2 

2𝑥

1

𝑑𝑡    

= −𝜑 𝑥 + 𝜑 2𝑥     

ln  
𝑥4 + 2𝑥2 + 1

1 + 4𝑥2
 = 0                                     ∶  لنحل  المعادلة  

⟺   
𝑥4 + 2𝑥2 + 1

1 + 4𝑥2
= 1 

⟺   𝑥4 + 2𝑥2 + 1 = 1 + 4𝑥2  

⟺   𝑥4 − 2𝑥2 = 0 

⟺   𝑥2 𝑥2 − 2 = 0 

⟺   𝑥 = 𝑥   أو   0 = 𝑥   أو   2  = − 2 

ln تتعلق فقط بإشارة الكمٌة   𝐹′ 𝑥إذن إشارة   
𝑥4+2𝑥2+1

1+4𝑥2  .   

𝑥 > 0  ⟹     1 + 𝑥2 > 1
1 + 4𝑥2 > 1

                                      ∶  لدٌنا  

⟹     
ln 1 + 𝑥2 > 0

ln 1 + 4𝑥2 > 0
  

⟹    ln 1 + 4𝑥2 ∙ ln 1 + 𝑥2 > 0 

𝑥 

𝑥 
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 الخامسالتمرين  3 أ 

 الخامسالتمرين  3 ب 

 الخامسالتمرين  3 ج 

,𝑐 𝜖  𝑥 ∃:  ٌعنً  2𝑥   ;   𝜑 2𝑥 − 𝜑 𝑥 = 𝑥 𝜑′ 𝑐    

𝑥لٌكن   > 2𝑥  إذن  0 > ,𝑥 و منه     .0 2𝑥  ⊂   0, +∞ .   

,0  متصلة و قابلة للاشتقاق على المجال  𝜑نعلم أن  +∞ .   

,𝑥   متصلة على المجال  𝜑:  إذن  2𝑥 .   

,𝑥   قابلة للاشتقاق على المجال 𝜑و كذلك  2𝑥 . 

 :  و منه حسب مبرهنة التزاٌدات النتهٌة 

∃ 𝑐 𝜖  𝑥, 2𝑥   ;    
𝜑 2𝑥 − 𝜑 𝑥 

2𝑥 − 𝑥
 = 𝜑′ 𝑐  

∃ 𝑐 𝜖  𝑥, 2𝑥    ;   𝐹 𝑥 =
𝑥

ln 1 + 𝑐2 
    ∶  أي   

lim :    و منه حسب خاصٌات النهاٌات و الترتٌب نستنتج أن 
𝑥→0+

𝐹 𝑥 = +∞ 

𝑥 على  إذن نهتم بالحالة  𝐹ندرس تغٌرات الدالة  =  2.   

𝑥:  إذا كان  = = 𝐹′ 𝑥:    فإن 2  0   

𝑥:  إذا كان  > < 𝐹′ 𝑥:    فإن 2  0   

𝑥:  إذا كان  < > 𝐹′ 𝑥:    فإن 2  0   

𝒙  2 

𝐹  2  

0 

𝐹 

− 𝐹′(𝑥) 0 + 

+∞ 

lim
𝑥→0+

𝐹 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥  

0 < 𝑥 < 𝑐 < 2𝑥  ⟹   0 < 𝑥2 < 𝑐2 < 4𝑥2 
⟹   0 < ln 1 + 𝑥2 < ln 1 + 𝑐2 < ln 1 + 4𝑥2  

⟹   
1

ln 1 + 4𝑥2 
<

1

ln 1 + 𝑐2 
<

1

ln 1 + 𝑥2 
 

⟹   
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
< 𝐹 𝑥 <

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
   ;   𝑥 > 0 

lim
𝑥→+∞

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
= lim

𝑥→+∞

1

 
ln 1 + 𝑥2 

𝑥
 

                 ∶  لدٌنا    

= lim
𝑥→+∞

1

 

 
 

ln  𝑥2  
1
𝑥2 + 1  

𝑥

 

 
 

    

= lim
𝑥→+∞

 
1

2  
ln 𝑥
𝑥

 +
1
𝑥

ln  
1
𝑥2 + 1 

 = +∞ 

" = "
1

2 0+ +  0+  0 
 

lim
𝑥→+∞

𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
= lim

𝑡→+∞
𝑡=2𝑥

𝑡
2

ln 1 + 𝑡2 
         ∶   و لدٌنا    

=
1

2
lim

𝑡→+∞
 

𝑡

ln 1 + 𝑡2 
 = +∞ 

lim :   و نستنتج حسب خاصٌات النهاٌات و الترتٌب ما ٌلً 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = +∞     

 :   نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

   
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
 

         
< 𝐹 𝑥 <  

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
 

         
   

+∞ +∞ 

𝒙 → +∞ 𝒙 → +∞ 

    .و فً الواقع نحتاج إلى المتفاوتة الٌسرى فقط 
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
 

         
< 𝐹 𝑥    

+∞ 

𝒙 → +∞ 

lim :    من جهة أخرى لدٌنا 
𝑥→0+

 
𝑥

ln 1 + 𝑥2 
 = lim

𝑥→0+

1

 
ln 1 + 𝑥2 

𝑥
 

      

= lim
𝑥→0+

1

 
ln 1 + 𝑥2 − ln 1 + 02 

𝑥 − 0
 

      

= lim
𝑥→0+

1

 
𝑘(𝑥) − 𝑘(0)

𝑥 − 0
 

   ;   𝑘 𝑥 = ln 1 + 𝑥2     

 = lim
𝑡→𝑘 ′  0 

 
1

𝑡
   ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑡 =  

𝑘 𝑥 − 𝑘(0)

𝑥 − 0
      

= lim
𝑡→0+

 
1

𝑡
     ;    𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑘′ 0 =

2 × 0+

1 +  0+ 2
= 0+     

 = +∞ 

 lim
𝑥→0+

 
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
 = lim

𝑥→0+

𝑡
2

ln 1 + 𝑡2 
                   ∶   و  لدٌنا   

=
1

2
lim

𝑥→0+
 

𝑡

ln 1 + 𝑡2 
 = +∞    

 :    إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

   
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
 

         
< 𝐹 𝑥 <  

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
 

         
   

𝒙 → 𝟎+ 

+∞ 

𝒙 → 𝟎+ 

+∞ 

   
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
 

         
< 𝐹 𝑥    و فً الواقع نحتاج فقط إلى المتفاوتة الٌسرى . 

+∞ 

𝒙 → 𝟎+ 

𝑥و من جهة ثانٌة لدٌنا من أجل  > 0.  

   
1

ln 1 + 4𝑥2 
 

         
<

𝐹 𝑥 

𝑥
<  

1

ln 1 + 𝑥2 
 

         
     

0 0 

𝒙 → +∞ 𝒙 → +∞ 

lim :   إذن حسب خاصٌات النهاٌات و التأطٌر نستنتج أن 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= 0 
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 الخامسالتمرين  3 د 

= 𝑥 ٌعنً أن المعادلة   𝑥      تقبل حلا وحٌدا فً المجال  
 𝑒−1

2
,  𝑒 − 1 .   

,0  نستنتج أن هذا الحل وحٌد فً 𝐹و باستعمال رتابة الدالة    بأكمله  ∞+

. 

𝑒 :  و لدٌنا  − 1 ≈ 1,31 > 0   

𝐹  𝑒     1 :  ٌعنً  − 1 <  𝑒 − 1   

:   و لدٌنا كذلك 
 𝑒−1

2
≈ 0,65 > 0  

= 𝐺 𝑥:  نضع  𝐹 𝑥 − 𝑥   

,0  دالة متصلة على المجال 𝐹و لدٌنا  +∞ .  
,0  دالة متصلة على أي مجال ٌوجد ضمن  𝐺إذن  +∞ .   

 و بالخصوص على المجال  
 𝑒−1

2
,  𝑒 − 1 .   

  وجود حل وحٌد للمعادلة     𝑇𝑉𝐼 نستنتج إذن حسب مبرهنة القٌم الوسطٌة  

 فً المجال  
 𝑒−1

2
,  𝑒 − 1 .   

 ∀𝑥 > 0   ;   𝐹 𝑥 <
𝑥

ln 1 + 𝑥2 
    ∶  لدٌنا   

𝐹  𝑒 − 1 <
 𝑒 − 1

ln 1 +  𝑒 − 1  
      ∶  إذن   

 ∀𝑥 > 0   ;   𝐹 𝑥 >
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
    ∶  و لدٌنا كذلك   

𝐹  
 𝑒 − 1

2
 >

 
 𝑒 − 1

2
 

ln  1 +
4 𝑒 − 1 

4
 

      ∶  إذن   

 2    𝐹  
 𝑒 − 1

2
 >  

 𝑒 − 1

2
        ∶  إذن    

𝐺 :    نستنتج أن  (2)و  (1)من   
 𝑒 − 1

2
 ∙ 𝐺  𝑒 − 1 < 0 

𝐹 
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 التمرين الأول  1  

 

 التمرين الأول  2 أ 

= 𝑥 إذن المعادلة   𝑀 𝑦        ًتقبل حلا وحٌدا و هو العدد الحقٌق𝑦.  
,  𝑀 𝑦 𝜖𝐸∀ :  و بتعبٌر آخر   ∃! 𝑥 = 𝑦 𝜖 𝐸   ;   𝜑 𝑥 = 𝑀 𝑦    

,ℝ  تقابل من  𝜑ٌعنً أن     . ×,𝐸   نحو   +

,ℝ  تشاكل تقابلً من  𝜑و بالتالً     . ×,𝐸   نحو   +

 التمرين الأول  2 ب 

نعلم أن التشاكل التقابلً ٌحافظ على البنٌة الجبرٌة لمجموعة الإنطلاق 

إذن نستنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة  . و ٌحولها إلى مجموعة الوصول 

 𝐸,×   انطلاقا من البنٌة الجبرٌة للمجموعة   ℝ, +                    

  .𝜑و ذلك عبر التشاكل التقابلً 
,ℝ لدٌنا       0 هو +  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالقانون  +

  كمماثل  𝑥−  ٌقبل ℝ من 𝑥و كل عنصر 

            𝜑 0 هو ×  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالقانون  ×,𝐸 إذن  

  كمماثل  𝜑 −𝑥 ٌقبل 𝐸 من  𝜑 𝑥و كل عنصر 

= 𝜑 0:  و لدٌنا   
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = 𝐼   

= 𝜑 −𝑥:  و لدٌنا  𝑀 −𝑥 =  
1 0 0

−𝑥 1 0
𝑥2 −2𝑥 1

    

 التمرين الأول  2 ج 

 التمرين الأول  2 د 

𝐴5𝑋و بالتالً المعادلة   = 𝐵 ًتقبل حلا وحٌدا ف  𝐸  و هو المصفوفة 𝑀 2 .   

 التمرين الأول  3  

 التمرين الثاني  1 أ 

   .𝐸  مصفوفتٌن من   𝑀 𝑦  و   𝑀 𝑥لتكن  

𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑦 =  
1 0 0
𝑥 1 0
𝑥2 2𝑥 1

 ×  

1 0 0
𝑦 1 0

𝑦2 2𝑦 1
  

, 𝑀 𝑥 ∀:  إذن  𝑀 𝑦  𝜖 𝐸  ;   𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑦  𝜖 𝐸   

   . ×, ℳ3 ℝ  جزء مستقر من المجموعة  𝐸و بالتالً 

=  

1 0 0
 𝑥 + 𝑦 1 0

 𝑥 + 𝑦 2 2 𝑥 + 𝑦 1
  

= 𝑀 𝑥 + 𝑦  𝜖 𝐸 

,𝑥  ∀:  إذن  𝑦  𝜖 ℝ  ;   𝜑 𝑥 + 𝑦 = 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦    

,ℝ  تشاكل من  𝜑إذن     . ×,𝐸   نحو   +
 المعادلة ذات ℝو لنحل فً  . 𝐸  عنصرا من  𝑀 𝑦لٌكن  

= 𝜑 𝑥:   التالٌة 𝑥المجهول  𝑀 𝑦    

𝜑 𝑥 = 𝑀 𝑦   ⟺   𝑀 𝑥 = 𝑀 𝑦  

  ⟺    
1 0 0
𝑥 1 0
𝑥2 2𝑥 1

 =  

1 0 0
𝑦 1 0

𝑦2 2𝑦 1
  

  ⟺   𝑥 = 𝑦 

× ℝ.  𝜑 𝑥 عنصرٌن من 𝑦 و 𝑥لٌكن  𝜑 𝑦 = 𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑦  

= 𝑀 𝑥 + 𝑦  

= 𝜑 𝑥 + 𝑦  

  .ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 
𝑆𝑦𝑚 𝑥 = −𝑥  ⟺   𝜑 𝑆𝑦𝑚 𝑥  = 𝜑 −𝑥  

 ⟺   𝑆𝑦𝑚 𝜑 𝑥  = 𝜑 −𝑥  

 ⟺   𝑆𝑦𝑚 𝑀 𝑥  = 𝑀 −𝑥  

 ⟺    
1 0 0
𝑥 1 0
𝑥2 2𝑥 1

 

−1

=  
1 0 0

−𝑥 1 0
𝑥2 −2𝑥 1

  

𝐹       و لدٌنا كذلك 𝑥∀   لأن  ⊃ > 0   ;  ln 𝑥  𝜖 ℝ.   
𝑀 lnلٌكن   𝑥   و  𝑀 ln 𝑦  عنصرٌن من  𝐹.  

𝑀 ln 𝑥 ×  𝑀 ln 𝑦  
−1

= 𝑀 ln 𝑥 × 𝑀 − ln 𝑦  

= 𝑀 ln 𝑥 − ln 𝑦  

= 𝑀  ln  
𝑥

𝑦
   

 مجموعة غٌر فارغة لأنه بإمكاننا تحدٌد أحد 𝐹نلاحظ فً البداٌة أن 

= 𝑀 1عناصرها و هو   𝑀 ln 𝑒  𝜖 𝐹   

𝑀 ln ∀:  إذن  𝑥 , 𝑀 ln 𝑦  𝜖 𝐹  ;   𝑀 ln 𝑦 ×  𝑀 ln 𝑦  
−1

 𝜖 𝐹   

  زمرة  ×,𝐹 و بالتالً حسب الخاصٌة الممٌزة للزمرة الجزئٌة نستنتج أن  

   . ×,𝐸 جزئٌة للزمرة  

  
𝑥 > 0
𝑦 > 0

   ⟹   
𝑥

𝑦
> 0   ⟹   𝑀  ln  

𝑥

𝑦
   𝜖 𝐹 

  ⟹   𝑀 ln 𝑥 ×  𝑀 ln 𝑦  
−1

  𝜖   𝐹 

𝑎إذن   = 1 + 𝑖 2 −   . 𝐸   حل للمعادلة  3 

= 1 − 1 = 0 

 𝐸  ∶   𝑧2 − 4𝑖𝑧 − 2 + 2𝑖 3 = 0 

 1 + 𝑖 2 −  3  
2
− 4𝑖  1 + 𝑖 2 −  3  − 2 + 2𝑖 3 

= 1 −  2 −  3 
2

+ 2𝑖 2 −  3 − 4𝑖 + 4 2 −  3 − 2 + 2𝑖 3 

=  2 −  3  −2 +  3 + 2𝑖 + 4 + 1 − 4𝑖 − 2 + 2𝑖 3 

=  2 −  3   2 +  3 + 2𝑖 − 1 − 2𝑖 2 −  3  

=  2 −  3   2 +  3 + 2𝑖 − 2𝑖 − 1 

=  2 −  3  2 +  3 − 1 

=  22 −   3 
2
 − 1 

𝑀 𝑥 + 𝑦 = 𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑦  

⟺   𝑀  𝑥 + 𝑥 + ⋯ + 𝑥         
𝑛  𝑓𝑜𝑖𝑠

 = 𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑥 × ⋯ × 𝑀 𝑥                  
𝑛  𝑓𝑜𝑖𝑠

 

⟺   𝑀 𝑛𝑥 =  𝑀 𝑥  
𝑛
 

⟺   𝐴5 =  𝑀 2  
5

= 𝑀 10  

⟺   𝐴5𝑋 = 𝑀 10 𝑋 = 𝐵 = 𝑀 12  

⟺   𝑀 10 𝑋 = 𝑀 12  

⟺    𝑀 10  
−1

× 𝑀 10 × 𝑋 =  𝑀 10  
−1

× 𝑀 12  

⟺   𝑋 =  𝑀 10  
−1

× 𝑀 12  

⟺   𝑋 = 𝑀 −10 × 𝑀 12  

⟺   𝑋 = 𝑀 2  𝜖 𝐸 

𝜑 

𝐸 
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 التمرين الثاني 1 ب 

 التمرين الثاني 2 أ 

 التمرين الثاني 2 ب 

 التمرين الثاني 3 أ 

 التمرين الثاني 3 ج 

 التمرين الثاني 3 ب 

Ω𝑂:  و لدٌنا  =  𝑧𝑂 − 𝑧Ω  =  0 − 2𝑖 = 2   

Ω𝐶:  و كذلك  =  𝑧𝑐 − 𝑧Ω  =  2𝑖 + 2𝑒
𝑖𝜋

7 − 2𝑖 =  2𝑒
𝑖𝜋

7  = 2   

𝑂Ω:  إذن  = Ω𝐶 =
𝐴𝐵

2
= 2   

  . 𝐴𝐵  التً قطرها  Γ  نقطتان من الدائرة 𝐶 و 𝑂و بالتالً 

  .𝐶 قائم الزاوٌة فً 𝐴𝐵𝐶إذن المثلث 

 التمرين الثالث    

نُحول معطٌات التجربة العشوائٌة الواردة فً التمرٌن إلى شجرة الاحتمالات 

 :التالٌة 

 التمرين الثالث 2 أ 

 :  من خلال الشجرة نستنتج ما ٌلً 

= 𝑋 Ω :  (السؤال أ  1; 2; 3  

𝑝 𝑋 :  (السؤال ب = 1 =
5

6
 

𝑝 𝑋 :  (السؤال ج = 2 =
1

6
×

10

11
=

5

33
 

𝑝 𝑋 :  (السؤال د = 3 = 1 − 𝑝 𝑋 = 1 − 𝑝 𝑋 = 2 =
1

66
 

 التمرين الثالث 2 ب 

𝑎:  فإنه فً النهاٌة نحصل على  = 2   2 −  3  𝑒
𝑖𝜋

12   

2   2 −  3  𝑒
𝑖𝜋
12 = 1 + 𝑖 2 −  3  ∶  بما أن  

2   2 −  3  𝑒
13𝑖𝜋

12 = −1 − 𝑖 2 −  3  ∶  و  

  . 𝐴𝐵  التً قطرها  Γ  نقطة من الدائرة 𝐶لدٌنا 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

 تتُلف انتجسبت عىد ٌرا انحد

 تتُلف انتجسبت عىد ٌرا انحد

 تتُلف انتجسبت عىد ٌرا انحد

نم وفعم 

 شٍئب بعد

وسحب 

كسة مه 

 انصىدَق

وسحب 

كسة مه 

 انصىدَق

وسحب 

كسة مه 

 انصىدَق

تُلف 

 انتجسبت

𝟓

𝟔
 

𝟏

𝟔
 

𝟏𝟎

𝟏𝟏
 

𝟏

𝟏𝟏
 𝟏 

 :  نستعمل العلاقة بٌن مجموع جذري ثلاثٌة الحدود نحصل على 

𝑎 + 𝑏 =
4𝑖

1
  ⟺   𝑏 = 4𝑖 − 1 − 𝑖 2 −  3  

  ⟺   𝑏 = −1 + 𝑖 2 +  3  

 ∗   𝑒𝑡  ∗∗   ⟹   𝑎2 = 4 2 −  3 𝑒
𝑖𝜋
6  

𝑎 = 1 + 𝑖 2 −  3   ⟹   𝑎2 = 1 −  2 −  3 
2

+ 2 2 −  3  

  ⟹   𝑎2 = −6 + 4 3 + 4𝑖 − 2𝑖 3     ∗  

4 2 −  3 𝑒
𝑖𝜋
6 = 4 2 −  3  cos  

𝜋

6
 + 𝑖 sin  

𝜋

6
   

= 4 2 −  3  
 3

2
+

𝑖

2
  

= −6 + 4 3 + 4𝑖 − 2𝑖 3      ∗∗  

𝑎 = 𝑟 𝑒𝑖𝜃   ⟹   𝑎2 = 𝑟2𝑒2𝑖𝜃 = 4 2 −  3 𝑒
𝑖𝜋
6  

⟹     
𝑟2 = 4 2 −  3 

2𝜃 ≡
𝜋

6
  2𝜋        

  

⟹     
𝑟 = 2 2 −  3

𝜃 ≡
𝜋

12
  𝜋        

  

⟹   

 
 
 

 
 

 

𝑎 = 2   2 −  3  𝑒
𝑖𝜋
12

𝑎 = 2   2 −  3  𝑒
13𝑖𝜋

12  

  

 Γ   ًقطر  ف   𝐴𝐵   ⟺    𝐴𝐵   منتصف  Ω 

⟺   𝑧Ω =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵

2
=

𝑎 + 𝑏

2
= 2𝑖 

 𝐶𝐵      , 𝐶𝐴       
            

≡
𝜋

2
  𝜋   ⟺   arg  

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
 ≡

𝜋

2
  𝜋  ∶  و منه  

⟺   arg  
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
 ≡

𝜋

2
  𝜋  

⟺   arg  
𝑐 − 𝑎

𝑐 − 𝑏
 ≡

𝜋

2
  𝜋  

⟺    
𝑐 − 𝑎

𝑐 − 𝑏
  𝜖 𝑖ℝ 

𝐸 𝑋 =  𝑘 × 𝑝 𝑋 = 𝑘 

3

𝑘=1

 

= 1 × 𝑝 𝑋 = 1 + 2 × 𝑝 𝑋 = 2 + 3 × 𝑝 𝑋 = 3  

=
5

6
+

10

33
+

3

66
=

13

11
 

𝐸 𝑋2 =  𝑘2 × 𝑝 𝑋 = 𝑘 

3

𝑘=1

 

= 12 × 𝑝 𝑋 = 1 + 22 × 𝑝 𝑋 = 2 + 32 × 𝑝 𝑋 = 3  

=
5

6
+

20

33
+

9

66
=

52

33
 

  . Γ نحسب أولا شعاع الدائرة 

𝐴𝐵

2
=  

𝑏 − 𝑎

2
 =  

−1 + 𝑖 2 +  3 − 1 − 𝑖 2 −  3 

2
  

=  −1 + 𝑖 3 =   −1 2 +   3 
2

= 2 

𝐀 

𝛀 

𝐁 
𝐂 
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𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈  2 التمرين الرابع 

𝐈  3 التمرين الرابع 

𝐈 التمرين الرابع 4 أ 

𝐈 التمرين الرابع 4 ب 

 : هً 0 فً النقطة ذات الأفصول  𝒞  للمنحنى  𝑇 لدٌنا معادلة المماس 

 𝑇 ∶   𝑦 = 𝑓 ′ 0  𝑥 − 0 + 𝑓(0) 

⟺    𝑇 ∶   𝑦 = −𝑥 + 1 

 

 𝑇  

 𝒞  

𝑉 𝑋 = 𝐸 𝑋2 −  𝐸 𝑋  
2

                          ∶  إذن   

=
52

33
−  

13

11
 

2

 

=
65

363
 

  .1 دالة متصلة على ٌسار العدد 𝑓إذن 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

 
1

1 − ln 1 − 𝑥 
  = lim

𝑡→0+

𝑡=1−𝑥

 
1

1 − ln 𝑡
  

= lim
𝑟→−∞
𝑟=ln 𝑡

 
1

1 − 𝑟
  = lim

𝑦→+∞
𝑦=1−𝑟

 
1

𝑦
  

= 0 = 𝑓(1) 

  .1 غٌر قابلة للاشتقاق على ٌسار 𝑓إذن 

lim
𝑥→1−

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(1)

𝑥 − 1
 = lim

𝑥→1−
 

1

 𝑥 − 1  1 − ln 1 − 𝑥  
  

= lim
𝑥→1−

 
1

 𝑥 − 1 ln 1 − 𝑥 −  1 − 𝑥 
  

= lim
𝑢→0+

𝑢=1−𝑥

 
1

𝑢 ln 𝑢 − 𝑢
  

=  
1

0 − 0+
 = −∞ ∉  ℝ 

  لأنها تشكٌلة معرفة من  0,1  دالة قابلة للاشتقاق على المجال  𝑓لدٌنا 

  . 0,1 دوال معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال 

   . 0,1  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن 

𝑓إذن إشارة   ′ 𝑥   1   متعلقة فقط بإشارة − 𝑥 .   

𝑥إذا كان   < 𝑓  فإن  1 ′ 𝑥 < 0   

   . 0,1  دالة تناقصٌة قطعا على المجال  𝑓إذن 

 :     كما ٌلً       نستنتج جدول تغٌرات الدالة 

𝒙 −∞ 

𝑓 

𝑓′(𝑥) − 

1 

1 

0 

𝑓 ′ 𝑥 =
− 1 − ln 1 − 𝑥  ′

 1 − ln 1 − 𝑥  2
                                          ∶  لدٌنا   

=
−1

 1 − 𝑥  1 − ln 1 − 𝑥  2
 

   . 0,1  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن 

𝑓 ′′  𝑥 =
−  1 − 𝑥  1 − ln 1 − 𝑥  2 

′

  1 − 𝑥  1 − ln 1 − 𝑥  2 
2                      ∶  لدٌنا  

=
− 1 − ln 1 − 𝑥   1 + ln 1 − 𝑥  

  1 − 𝑥  1 − ln 1 − 𝑥  2 
2  

=
− 1 − ln 1 − 𝑥  

 1 − 𝑥 2 1 − ln 1 − 𝑥  3
 

  ⟹   𝑒 > 1 − 𝑥 

  ⟹   1 > ln 1 − 𝑥  

  ⟹   1 − ln 1 − 𝑥 > 0 

𝑥 𝜖  0,1   ⟹   𝑥 > 1 > 1 − 𝑒   ⟹   𝑥 > 1 − 𝑒 

𝑓إذن إشارة   ′′  𝑥   1   متعلقة فقط بإشارة الكمٌة + ln 1 − 𝑥  .   

𝑥:  إذن  =  
𝑒−1

𝑒
    ⟹   𝑓 ′′  𝑥 = 0   

  تنعدم فً النقطة ذات الأفصول  ′′𝑓نستنتج إذن أن 
𝑒−1

𝑒
      

 .و تتغٌر إشارتها بجوار تلك النقطة 

   إذن النقطة ذات الأفصول 
𝑒−1

𝑒
   . 𝒞 هً نقطة الإنعطاف الوحٌدة للمنحنى    

⟺  𝑥 =
𝑒 − 1

𝑒
 

1لنحل المعادلة   + ln 1 − 𝑥    
⟺  ln 1 − 𝑥 = −1 

⟺   1 − 𝑥 = 𝑒−1 

𝑥 >  
𝑒 − 1

𝑒
   ⟹   1 − 𝑥 < 𝑒−1                              ∶  و كذلك    

⟹   1 + ln 1 − 𝑥 < 0 

⟹   𝑓 ′′  𝑥 > 0 

𝑥 <  
𝑒 − 1

𝑒
   ⟹   1 − 𝑥 > 𝑒−1                            ∶  و كذلك    

⟹   1 + ln 1 − 𝑥 > 0 

⟹   𝑓 ′′  𝑥 < 0 

𝑓 
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𝐈  5 التمرين الرابع 

𝐈 التمرين الرابع 6 أ 

𝐈𝐈  1 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  2 التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈  1  التمرين الرابع 

=  𝑥:  نضع   .𝐼 متصلة و تناقصٌة قطعا على 𝑓لدٌنا  𝑓 𝑥 − 𝑥   

= ′ 𝑥:  لدٌنا  𝑓 ′ 𝑥 − 1   

;   𝑥 𝜖  0,1 ∀:  و نعلم أن    𝑓 ′ 𝑥 < 0   

;   𝑥 𝜖  0,1 ∀:  إذن    𝑓 ′ 𝑥 < 1   

;   𝑥 𝜖  0,1 ∀:  ٌعنً    ′ 𝑥 < 0  

  .𝐼 متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال إذن 

;1−   نحو المجال   0,1  تقابل من المجال  إذن  1 .   

;𝜖  −1 0:  و بما أن   𝐼 من المجال 𝛼فإن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا   .  1

  .بالتقابل 

!∃  :  ٌعنً   𝛼 𝜖 𝐼    ;    𝛼 = 0.   

!∃  :  أي   𝛼 𝜖 𝐼    ;   𝑓 𝛼 = 𝛼   

   .  𝐼 نحو صورته  𝐼 تقابل من المجال و منه 

 𝐼 =    0,1   =   1 ,  0  =  −1,1  

⟺    1 − 𝑥 = 𝑒
 
𝑦−1
𝑦

 
 

⟺   𝑥 = 1 − 𝑒
 
𝑦−1
𝑦

 
 

⟺   𝑓−1 𝑦 = 1 − 𝑒
 
𝑦−1
𝑦

 
 

  .𝐼 دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال 𝑓لدٌنا 
   . 𝑓 𝐼 نحو صورته  𝐼 تقابل من المجال 𝑓إذن 

= 𝑓 𝐼:    و لدٌنا  𝑓  0,1  =  𝑓 1 , 𝑓 0  =  0,1 = 𝐼 
   . 0,1   نحو المجال   0,1  تقابل من المجال  𝑓إذن 

𝑦 حٌث  𝐼 عنصرٌن من المجال 𝑦 و 𝑥لٌكن  = 𝑓(𝑥).   

𝑦 = 𝑓 𝑥   ⟺   
1

1 − ln 1 − 𝑥 
= 𝑦 

  ⟺   1 − ln 1 − 𝑥 =
1

𝑦
 

  ⟺   ln 1 − 𝑥 =  1 −
1

𝑦
  

و تقابله العكسً   .  0,1   نحو المجال   0,1  تقابل من المجال  𝑓إذن 

𝑓−1 ًمعرف بما ٌل   :
𝑓−1  ∶    0,1 ⟶  0,1               

𝑦 ⟶ 1 − 𝑒
 
𝑦−1

𝑦
 

   

𝑡 𝜖  0,1   ⟹   𝑡 ≤ 1 

  ⟹   𝑡𝑛 × 𝑡 ≤ 𝑡𝑛 × 1   ;   𝑡𝑛 > 0 

  ⟹   𝑡𝑛+1 ≤ 𝑡𝑛     

  ⟹   𝑓 𝑡 × 𝑡𝑛+1 ≤ 𝑓 𝑡 × 𝑡𝑛     ;    𝑓 𝑡 > 0 

  ⟹     𝑓 𝑡 × 𝑡𝑛+1 
1

0

𝑑𝑡 ≤   𝑓 𝑡 × 𝑡𝑛 
1

0

𝑑𝑡  

𝑐𝑎𝑟 𝑡 ⟶ 𝑡𝑛𝑓 𝑡  𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑒𝑡 0 < 1 

  ⟹   𝐼𝑛+1 ≤ 𝐼𝑛    ;     ∀𝑛 ≥ 0   

  ⟹    𝐼𝑛 𝑛≥0  𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒 𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒  

 فإنها متقاربة 0  متتالٌة تناقصٌة و مصغورة بالعدد 𝐼𝑛 𝑛≥0 بما أن  

  .𝑙و نهاٌتها هً عدد حقٌقً 

  𝐼𝑛 𝑛≥0  متتالٌة مصغورة بـ ⟹   0   

𝑡 ≥ 0  ⟹   𝑡𝑛𝑓 𝑡 ≥ 0  ;   𝑎𝑣𝑒𝑐   𝑓 𝑡 > 0 

⟹     𝑡𝑛𝑓 𝑡  
1

0

𝑑𝑡 ≥ 0  

𝑐𝑎𝑟 𝑡 ⟶ 𝑡𝑛𝑓 𝑡  𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑒𝑡 0 < 1 

  ⟹    ∀𝑛 ≥ 0   ;   𝐼𝑛 ≥ 0     ∗      

𝑡 𝜖  0,1   ⟹  −𝑡 ≤ 0   ⟹  1 − 𝑡 ≤ 1 

  ⟹  1 − ln 1 − 𝑡 ≥ 1 

  ⟹  
1

1 − ln 1 − 𝑡 
≤ 1 

  ⟹  
𝑡𝑛

1 − ln 1 − 𝑡 
≤ 𝑡𝑛    ;    𝑡𝑛 > 0 

  ⟹    
𝑡𝑛

1 − ln 1 − 𝑡 
 

1

0

𝑑𝑡 ≤   𝑡𝑛 
1

0

𝑑𝑡  

𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠
𝑒𝑡  𝑞𝑢𝑒   0 < 1

 

  ⟹   𝐼𝑛 ≤  
𝑡𝑛+1

𝑛 + 1
 

0

1

   ;     ∀𝑛𝜖ℕ   

  ⟹    𝐼𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
   ;     ∀𝑛𝜖ℕ   

  ⟹   0 ≤  𝐼𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
   ;    𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 ∗   

  ⟹    lim
𝑛∞

 𝐼𝑛 = 0   ;     
𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 𝑙𝑒 𝑐𝑟𝑖𝑡è𝑟𝑒
𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑟𝑎𝑖𝑠𝑜𝑛

    

  ⟹   0 ≤  𝐼𝑛 ≤  
1

𝑛 + 1
 

     
      

0 
0 

𝒏∞ 𝒏∞ 

   .𝑡𝑛 𝑛𝜖ℕ و تُعبر عن مجموع حدود متتابعة من المتتالٌة الهندسٌة  

 :     القاعدة التً سوف نستعملها فً هذا السؤال هً 

 ∀𝑡 ≠ 1   ;    𝑡𝑘

𝑛

𝑘=0

=
1 − 𝑡𝑛+1

1 − 𝑡
 

=   
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 −    𝑡𝑘𝑓(𝑡)

𝑛

𝑘=0

 
𝑥

0

𝑑𝑡 

=   
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 −   𝑓(𝑡)  𝑡𝑘

𝑛

𝑘=0

 
𝑥

0

𝑑𝑡 

=   
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 −   𝑓(𝑡)  
1 − 𝑡𝑛+1

1 − 𝑡
  

𝑥

0

𝑑𝑡 

=   
𝑓 𝑡 −  1 − 𝑡𝑛+1 𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=   
𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡      ⋆  

𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥 =   
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 𝑑𝑡

𝑥

0

−  𝐹𝑘 𝑥 

𝑛

𝑘=0

                ∶  لدٌنا  

=   
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 −   𝑡𝑘𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡

𝑛

𝑘=0
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𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  2 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  2 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 أ 

= 𝜓 𝑥:  نضع   1 − 𝑥  1 − ln 1 − 𝑥     

𝜓′ 𝑥 = − 1 − ln 1 − 𝑥  +
1 − 𝑥

1 − 𝑥
    ∶    لدٌنا  

= ln 1 − 𝑥  

𝑥 𝜖 𝐽  ⟹   𝑥 > 0 ⟹  −𝑥 < 0 

⟹   1 − 𝑥 < 1 

⟹  ln 1 − 𝑥 < 0 

⟹    𝜓′ 𝑥 < 0 

⟹    𝜓  𝑒𝑠𝑡  𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒  𝑠𝑢𝑟 𝐽 

:  نلاحظ فً البداٌة أن 
1

𝜓 𝑡 
=

𝑓(𝑡)

1−𝑡
= 𝜑 𝑡    

,0   عنصرٌن من المجال  𝑡2  و  𝑡1لٌكن   𝑥   مع  𝑥 𝜖 𝐽.   

  .𝐽 دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال 𝜑و بالتالً 

𝜑 𝑡 =
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
  ∶  نضع   

𝑡1 > 𝑡2   ⟹   𝜓 𝑡1 < 𝜓 𝑡2   𝑐𝑎𝑟  𝜓 𝑒𝑠𝑡 ↘ 

⟹  
1 

𝜓 𝑡1 
>

1

𝜓 𝑡2 
  ;   𝑝𝑎𝑠𝑠𝑎𝑔𝑒 à 𝑙′𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒 

⟹  𝜑 𝑡1 > 𝜑 𝑡2    

𝐷𝑜𝑛𝑐 ∶   𝑡1 > 𝑡2   ⟹   𝜑 𝑡1 > 𝜑 𝑡2    

𝑡 > 0  ⟹   1 − 𝑡 < 1 ⟹   1 − ln 1 − 𝑡 > 1 

⟹   
1

1 − ln 1 − 𝑡 
< 1 

⟹   𝑓(𝑡) < 1 

⟹  𝑡𝑛+1 𝑓 𝑡 < 𝑡𝑛+1    1  

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥  ⟹  −𝑥 ≤ −𝑡 ≤ 0 

⟹    1 − 𝑥 ≤ 1 − 𝑡 ≤ 1 

⟹    
1

1 − 𝑥
≥

1

1 − 𝑡
≥ 1 

⟹     
1

1 − 𝑡
≤

1

1 − 𝑥
     2  

 1 ×  2   ⟹   
𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
≤

𝑡𝑛+1

1 − 𝑥
 

  ⟹     
𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
1

1 − 𝑥
 
𝑡𝑛+2

𝑛 + 2
 

0

𝑥

 

  ⟹     
𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
1

1 − 𝑥
 

𝑥𝑛+2

𝑛 + 2
      3  

𝑥 < 1  ⟹    
𝑥𝑛+2

𝑛 + 2
 <

1

𝑛 + 2
 

  ⟹    
1

1 − 𝑥
  

𝑥𝑛+2

𝑛 + 2
 ≤  

1

1 − 𝑥
  

1

𝑛 + 2
  

  
 3 
⟹     

𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  
1

𝑛 + 2
  

1

1 − 𝑥
  

  
 ⋆ 
⟹      𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥 ≤  

1

𝑛 + 2
  

1

1 − 𝑥
      ∎  

𝑥 > 0  ⟹   1 <
1

1 − 𝑥
 ⟹   

𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
≥ 0 

⟹     
𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≥ 0 

  
 ⋆ 
⟹      𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥 ≥ 0     ∎∎  

 
∀𝑛𝜖ℕ
∀𝑥𝜖𝐽

   ;   0 ≤ 𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥 ≤  
1

𝑛 + 2
  

1

1 − 𝑥
  

 :  نستنتج التأطٌر التالً  ∎∎   و   ∎ من النتٌجتٌن  

 .من خلال السؤال السابق السابق نستنتج الوضعٌة التالٌة 

  ∀𝑥𝜖𝐽   ;      0 ≤ 𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥 ≤  
1

𝑛 + 2
  

1

1 − 𝑥
 

           
 

 :    إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
  ∀𝑥𝜖𝐽   ;   lim

𝑛∞
 𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥  = 0 

  ∀𝑥𝜖𝐽   ;   lim
𝑛∞

𝑆𝑛 𝑥 = 𝐹 𝑥   ∶  ٌعنً   

0 
0 

𝒏∞ 
𝒏∞ 

  
𝑥 𝜖 𝐽

𝑡 𝜖  0, 𝑥 
   ⟹   𝑓 𝑡 =

1

1 − ln 1 − 𝑡 
 

  ⟹   𝑓′ 𝑡 =
−1

 1 − 𝑡  1 − ln 1 − 𝑡  
 

  ⟹   
−𝑓′ 𝑡 

𝑓(𝑡)
=

1

 1 − 𝑡  1 − ln 1 − 𝑡  
=

𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
= 𝜑 𝑡  

  ⟹      
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 = −  
𝑓′ 𝑡 

𝑓(𝑡)
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

  ⟹    𝐹 𝑥 = − ln 𝑓(𝑡)  0
𝑥  

  ⟹    𝐹 𝑥 = − ln 𝑓(𝑡)  0
𝑥    ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓 𝑡 > 0 

 
  ⟹    𝐹 𝑥 = − ln 𝑓(𝑥) − ln 𝑓 0    

  ⟹    𝐹 𝑥 = − − ln 1 − ln 1 − 𝑥  − ln 1  

  ⟹    𝐹 𝑥 = ln 1 − ln 1 − 𝑥   

lim
𝑥→1−

𝐹 𝑥 = lim
𝑥→1−

ln 1 − ln 1 − 𝑥   

= lim
𝑡→0+

𝑡=1−𝑥

ln 1 − ln 𝑡  

= lim
𝑟→−∞
𝑟=ln 𝑡

ln 1 − 𝑟  

= lim
𝑦→+∞
𝑦=1−𝑟

ln 𝑦 = +∞ 

lim
𝑥→1−

𝐹 𝑥 = +∞ ∶  و بالتالً  
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𝐈  1  التمرين الأول 

 

𝐈  2  التمرين الأول 

   . ℳ3 ℝ مصفوفة من  𝐴لتكن 

;   𝑘𝜖ℕ∀ :  لدٌنا    𝐴2𝑘 = 𝐼   
𝑘إذن من أجل   = 𝐴2:    لدٌنا 1 = 𝐴 × 𝐴 = 𝐼   

  قابلة للقلب و مقلوبها هو المصفوفة  نفسها𝐴و هذا ٌعنً أن المصفوفة 
𝐴−1:  إذن  = 𝐴.   

𝐈𝐈 التمرين الأول  1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الأول  1 ب 

𝐈𝐈 التمرين الأول  1 ج 

𝐈𝐈  2  التمرين الأول 

 : سوف نستعمل البرهان بالترجع 

= 𝐼 × 𝐴2 

𝑘من أجل   = 𝐴2∙0  لدٌنا  0 = 𝐴0 = 𝐼.   
𝑘إذن العبارة صحٌحة من أجل   = 0.   

  .ℕ عنصرا من 𝑘لٌكن 
𝐴2𝑘و نفترض أن   = 𝐼 لدٌنا   :                     𝐴2 𝑘+1 = 𝐴2𝑘 × 𝐴2 

= 𝐴2 𝑘+1:  إذن  𝐼.   
𝑘 و هذا ٌعنً أن العبارة صحٌحة من أجل  + 1 .  

;   𝑘𝜖ℕ∀ :  و بالتالً حسب مبدأ الترجع نستنتج أن    𝐴2𝑘 = 𝐼   

=  

 2

2

 2

2
0

 2

2

− 2

2
0

0 0 1

 ×  

 2

2

 2

2
0

 2

2

− 2

2
0

0 0 1

  

=  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = 𝐼 

𝑥, 𝑦 𝜖  𝛼; +∞ = 𝐼  ⟹   𝑦 > 𝛼   𝑒𝑡   𝑥 > 𝛼 

  .𝐼 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗و بالتالً 

⟹    𝑦 − 𝛼 > 0   𝑒𝑡    𝑥 − 𝛼 > 0 

⟹    𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 > 0  
⟹    𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 > 𝛼  
⟹   𝑥 ∗ 𝑦 > 𝛼  

⟹   𝑥 ∗ 𝑦 𝜖  𝛼; +∞ = 𝐼  

,𝑥  :   حصلنا إذن على الإستلزام التالً  𝑦  𝜖 𝐼2   ⟹   𝑥 ∗ 𝑦  𝜖  𝐼  

  .𝐼 تبادلً فً المجموعة ∗إذن 

 :  التبادلية 

 : التجميعية 

 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐼2   ⟹   𝑥 ∗ 𝑦 =  𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼  
  =  𝑦 − 𝛼  𝑥 − 𝛼 + 𝛼  

  = 𝑦 ∗ 𝑥  

 𝑥, 𝑦, 𝑧  𝜖 𝐼3   ⟹   𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗   𝑦 − 𝛼  𝑧 − 𝛼 + 𝛼   

=  𝑥 − 𝛼   𝑦 − 𝛼  𝑧 − 𝛼 + 𝛼 − 𝛼 + 𝛼 

=  𝑥 − 𝛼  𝑦𝑧 − 𝑦𝛼 − 𝛼𝑧 + 𝛼2 + 𝛼 

= 𝑥𝑦𝑧 − 𝑥𝑦𝛼 − 𝑥𝑧𝛼 + 𝛼2𝑥 − 𝑦𝑧𝛼 + 𝛼2𝑦 + 𝛼2𝑧 − 𝛼3 + 𝛼 

= 𝑥𝑦𝑧 − 𝛼 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝛼2 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 −  𝛼3 − 𝛼      1  

 𝑥, 𝑦, 𝑧  𝜖 𝐼3   ⟹    𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =   𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 ∗ 𝑧  
=   𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 − 𝛼  𝑧 − 𝛼 + 𝛼 

=  𝑥𝑦 − 𝑥𝛼 − 𝛼𝑦 + 𝛼2  𝑧 − 𝛼 + 𝛼 

= 𝑥𝑦𝑧 − 𝛼 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝛼2 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 −  𝛼3 − 𝛼      2  

  1 =  2   ⟹   𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 

  ⟹   𝐼  ًقانون  تجمٌعً  ف ∗ 

  . 𝐼 فً المجموعة ∗ العنصر المحاٌد للقانون 𝑒لٌكن 

1 و بالتالً   + 𝛼  فً المجموعة ∗  هو العنصر المحاٌد للقانون 𝐼.  

⟹   𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 

⟹   𝑥𝑒 − 𝑥𝛼 − 𝛼𝑒 + 𝛼2 = 𝑥 − 𝛼 

⟹   𝑒 𝑥 − 𝛼 = 𝑥 − 𝛼2 + 𝛼𝑥 − 𝛼 

⟹   𝑒 𝑥 − 𝛼 =  𝑥 − 𝛼  1 + 𝛼  
⟹   𝑒 =  1 + 𝛼    ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑥 > 𝛼 

⟹   𝑒 =  1 + 𝛼 > 𝛼 

⟹   𝑒 =  1 + 𝛼  𝜖 𝐼 

 :  لقد حصلنا من خلال ما سبق على المعلومات التالٌة 

  ∗ قانون تركٌب داخلً فً المجموعة𝐼.  

  ∗ تبادلً و تجمٌعً فً المجموعة𝐼.  

  ∗ ًٌقبل عنصرا محاٌدا ف𝐼  1  و هو + 𝛼    

 مماثلا 𝐼  زمرة تبادلٌة ٌكفً أن ٌقبل كل عنصر من  ∗,𝐼 إذن لكً تكون  

  . 𝐼 عنصرا من المجموعة 𝑥لٌكن  . ∗بالقانون 

                        𝐼 فً ∗ بالنسبة لـ 𝑥 هو مماثل 𝑦نقول بأن 

𝑥إذا وفقط إذا كان   ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 =  1 + 𝛼    

  و هو العنصر  ∗ بالقانون 𝐼 ٌقبل مماثلا فً 𝑥و بالتالً كل عنصر 
1

𝑥−𝛼
+ 𝛼 .   

 .  زمرة تبادلٌة  ∗,𝐼  :  خلاصة

𝑥 ∗ 𝑦 =  1 + 𝛼   ⟺    𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 =  1 + 𝛼  
  ⟺   𝑥𝑦 − 𝛼𝑥 − 𝛼𝑦 + 𝛼2 = 1 
  ⟺   𝑦 𝑥 − 𝛼 = 1 + 𝛼 𝑥 − 𝛼  

  ⟺   𝑦 =
1

 𝑥 − 𝛼 
+ 𝛼 > 𝛼  ;   𝑐𝑎𝑟 

1

𝑥 − 𝛼
> 0 

  ⟺   𝑦 =  
1

 𝑥 − 𝛼 
+ 𝛼  𝜖 𝐼  

𝐈𝐈 التمرين الأول  3 أ 

  .𝐼 عنصرٌن من المجموعة 𝑦 و 𝑥لٌكن  : التشاكل

+ℝ   نحو   ∗,𝐼  تشاكل من  𝜑إذن 
∗ ,× .   

+ℝ عنصرا من  𝑦لٌكن  : التقابل
∗.   

= 𝑥 نلاحظ أن المعادلة   𝑦   ذات المجهول 𝑥 تقبل حلا وحٌدا من 𝐼  و هو  
1+𝛼𝑦

𝑦
   

. 

+ℝ   نحو   ∗,𝐼  تقابل من  𝜑و هذا ٌعنً أن 
∗ ,× .   

+ℝ   نحو   ∗,𝐼   تشاكل تقابلً من  𝜑:  و بالتالً 
∗ ,× .   

𝜑 𝑥 ∗ 𝑦 =
1

 𝑥 ∗ 𝑦 − 𝛼
=

1

 𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 
= 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦  

,𝑥  ∀ : حصلنا إذن على ما ٌلً  𝑦  𝜖 𝐼2  ;   𝜑 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦  

𝜑 𝑥 = 𝑦  ⟺   
1

𝑥 − 𝛼
= 𝑦 

⟺   𝑥 =  
1 + 𝛼𝑦

𝑦
  

⟺   𝑥 =  
1 + 𝛼𝑦

𝑦
 > 𝛼  ;    𝑓𝑎𝑐𝑖𝑙𝑒  

 :    أو بتعبٌر آخر 

 ∀ 𝑦 𝜖 ℝ+
∗   ,  ∃! 𝑥 =  

1 + 𝛼𝑦

𝑦
  𝜖 𝐼   ;   𝜑 𝑥 = 𝑦 

𝜑 
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𝐈𝐈 التمرين الأول  3 ب 

 التمرين الثاني  1  

:    لدٌنا 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

1 ≡ 1  11 

101 ≡ −1  11 

102 ≡ 1  11 

⋮ ⋮ ⋮
102𝑘 ≡ 1  11 

102𝑘+1 ≡ 1  11 
⋮ ⋮ ⋮

102009 ≡ 1  11 

  

 التمرين الثاني 2 أ 

 التمرين الثاني 2 ب 

10و  .  عدد أولً 2011لدٌنا  ∧ 2011 = 1.   

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡  : 102011−1إذن حسب  ≡ 1  2011    

102010 /2011:  ٌعنً  −    2011/9𝑁:  إذن   .  1

 التمرين الثاني 2 ج 

2011  و  2011/9بما أن   ∧ 9 = 1   
   𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  : 2011/𝑁فإنه حسب مبرهنة 

 التمرين الثاني 3  

22121:  لدٌنا  = 11 × 2011   
   .𝑁/11  و  𝑁/2011:  و لدٌنا كذلك حسب ما سبق 

11:  إذن  × 2011/𝑁 2011:    لأن ∧ 11 = 1    

   𝑁/22121:  و بالتالً 

𝐈  1  التمرين الثالث 

2  بالعدد 𝑧بتعوٌض  − 𝑚  فً المعادلة   𝐸𝑚  . نحصل على الصفر  

2 إذن   − 𝑚   حل للمعادلة   𝐸𝑚  .   

𝐈 التمرين الثالث 2 أ 

𝐈 التمرين الثالث 2 ب 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 1 أ 

 :  عند المرور إلى المجموع بٌن أطراف هذه المتوافقات نحصل على 

1 + 10 + ⋯ + 102009 ≡    −1 𝑘

2009

𝑘=0

   11  

   .2𝛼 و هو  𝐼المعادلة تقبل حلا وحٌدا فً المجموعة : و بالتالً 

𝑥 3 = 𝛼3 + 𝛼  ⟺   𝑥 ∗ 𝑥 ∗ 𝑥 = 𝛼3 + 𝛼 

  ⟺   𝜑 𝑥 ∗ 𝑥 ∗ 𝑥 = 𝜑 𝛼3 + 𝛼  

  ⟺   𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑥 = 𝜑 𝛼3 + 𝛼  

  ⟺    
1

𝑥 − 𝛼
 ×  

1

𝑥 − 𝛼
 ×  

1

𝑥 − 𝛼
 =

1

𝛼3
 

  ⟺    
1

𝑥 − 𝛼
 

3

=  
1

𝛼
 

3

 

  ⟺    
1

𝑥 − 𝛼
 

3

−  
1

𝛼
 

3

= 0 

  ⟺     
1

𝑥 − 𝛼
−

1

𝛼
   

1

𝑥 − 𝛼
 

2

       
>0

+
1

𝛼
 

1

𝑥 − 𝛼
 

       
>0

+  
1

𝛼
 

2

 
>0

 = 0 

  ⟺    
1

𝑥 − 𝛼
−

1

𝛼
 = 0 

  ⟺   
𝛼 − 𝑥 + 𝛼

𝛼 𝑥 − 𝛼 
= 0 

  ⟺   2𝛼 − 𝑥 = 0 

  ⟺   𝑥 = 2𝛼 

  ⟺   𝑥 = 2𝛼 > 𝛼  ;   𝑐𝑎𝑟  𝛼 > 0 

  ⟺   𝑥 = 2𝛼 𝜖  𝛼, +∞ = 𝐼   

   −1 𝑘

2009

𝑘=0

 =

 

 
 

  −1 𝑘

2009

𝑘=0

𝑘 زوجً  

 
 

+

 

 
 

  −1 𝑘

2009

𝑘=0

𝑘 فردي  

 
 

 ∶   و لدٌنا  

=   −1 2𝑚

1004

𝑚=0

+   −1 2𝑚+1

1004

𝑚=0

 

= 1004 − 1004 = 0 

ٌكفً أن نتحقق من أن جمٌع الأعداد الأولٌة التً مربعاتها أصغر من 

 . عدد أولً 2011 ، إذن 2011 لا تقسم العدد 2011أو تساوي 

𝑁                          :  و لدٌنا  = 1 + 10 + 101 + ⋯ + 102009 

  .10 هو مجموع حدود متتابعة من متتالٌة هندسٌة أساسها 𝑁إذن 

= 100 + 101 + 102 + ⋯ + 102009  

𝑁 =
102010 − 1

10 − 1
 ∶ 9𝑁 إذن   = 102010 − 1   ∶  و بالتالً  

 .نستعمل خاصٌة جداء حلً ثلاثٌة الحدود 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  ⟹   𝑥1𝑥2 =
𝑐

𝑎
 

𝑧1𝑧2 = 1  ⟺   
4 − 𝑖𝑚2 − 2 1 − 𝑖 𝑚

1
= 1 

⟺   4 − 𝑖𝑚2 − 2𝑚 + 2𝑖𝑚 = 1 

⟺   𝑖𝑚2 + 2 1 − 𝑖 𝑚 − 3 = 0 

𝑖𝑚2:  لنحل المعادلة  + 2 1 − 𝑖 𝑚 − 3 = 0  

∆= 4 1 − 𝑖 2 + 12𝑖 =   2 1 + 𝑖  
2

 ∶  لدٌنا  

⟹   

 
 
 

 
 

 

𝑚1 =
2 𝑖 − 1 −  2 1 + 𝑖 

2𝑖
=  1 −

 2

2
 + 𝑖  1 +

 2

2
 

𝑚2 =
2 𝑖 − 1 +  2 1 + 𝑖 

2𝑖
=  1 +

 2

2
 + 𝑖  1 −

 2

2
 

  

  .1 صورة العدد العقدي 𝐸لتكن 

  .𝐸 هو التماثل المركزي الذي مركزه النقطة 𝑆و بالتالً 

𝑆 𝑀 = 𝑀′  ⟺   𝑧′ − 1 = − 𝑧 − 1  
 ⟺   𝑧𝑀′ − 𝑧𝐸 = − 𝑧𝑀 − 𝑧𝐸  

 ⟺   𝐸𝑀′        = −𝐸𝑀        

 ⟺    𝑀𝑀′   هً منتصف القطعة  𝐸 

1:  إذن  + 10 + ⋯ + 102009 ≡ 0  11    

𝑁:  ٌعنً  = 111 ⋯ 1     
2010 𝑓𝑜𝑖𝑠

≡ 0  11    

  .𝑁 ٌقسم العدد 11و بالتالً العدد 
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𝐈𝐈 التمرين الثالث 1 ب 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 2 ب 

𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈  2 التمرين الرابع 

𝐈  3 التمرين الرابع 

𝐈  4 التمرين الرابع 

,1   و   0,1  قابلة للاشتقاق على كل من المجالٌن  𝑓لدٌنا  +∞   

 .لأنها خارج دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق 

∪ 0,1  عنصرا من  𝑥لٌكن   1, +∞ .   

𝑓إذن إشارة   ′(𝑥)  متعلقة فقط بإشارة   ln 𝑥 −  .  فقط  1

𝑓 ′ 𝑥 =  
𝑥

ln 𝑥
 
′

=
ln 𝑥 − 1

 ln 𝑥 2
    ∶   لدٌنا   

𝒙 0 

𝑓 

0 𝑓′(𝑥) 

+∞ 

+∞ 

0 

−∞ 

1 𝑒 

+∞ 

𝑒 

− − + 

𝑀′′ = 𝑅 𝑀  ⟺    𝑧𝑀′′ − 𝑧Ω = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑧𝑀 − 𝑧Ω  

 ⟺   𝑧′′ −  1 + 𝑖 = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑧 −  1 + 𝑖   

 ⟺   𝑧′′ −  1 + 𝑖 = 𝑖 𝑧 − 1 − 𝑖  

 ⟺   𝑧′′ = 𝑖𝑧 − 𝑖 + 1 + 𝑖 + 1 

 ⟺   𝑧′′ = 𝑖𝑧 + 2 

  
𝑧′′ = 𝑖𝑧 + 2            
𝑧′ − 1 = − 𝑧 − 1 

   ⟹   
𝑧′′ − 2

𝑧′ − 2
=

𝑖𝑧

𝑧
= 𝑖 

  ⟹   
𝑧′′ − 2

𝑧′ − 2
= 𝑖     ∗  

  ⟹   
𝑧′′ − 2

𝑧′ − 2
 𝜖  𝑖ℝ 

  ⟹   𝐴  ًقائم الزاوٌة ف  𝐴𝑀′′ 𝑀′      1  

 ∗   ⟹    
𝑧′′ − 2

𝑧′ − 2
 =  𝑖 = 1 

  ⟹    𝑧′′ − 2 =  𝑧′ − 2  

  ⟹   𝐴𝑀′′ = 𝐴𝑀′ 

  ⟹   𝐴  متساوي الساقٌن رأسه  𝐴𝑀′𝑀′′     2  

𝐴 و Ω و 𝑀′ و 𝑀′′ 

 نقط متداورة

 متداورة هً ′′𝑀 و ′𝑀 و Ω و 𝐴و بالتالً مجموعة النقط  التً من أجلها 

∶ ∆ المستقٌم   𝑥 = 1.   

⟺  arg  
𝑧𝑀′′ − 𝑧𝐴

𝑧𝑀′ − 𝑧𝐴
 ≡ arg  

𝑧𝑀′′ − 𝑧Ω

𝑧𝑀′ − 𝑧Ω
  

⟺  arg  
𝑖𝑧

−𝑧
 ≡ arg  

𝑖𝑧 + 1 − 𝑖

−𝑧 + 1 − 𝑖
   𝜋  

⟺  arg  
𝑧′′ − 2

𝑧′ − 2
 ≡ arg  

𝑧′′ − 1 − 𝑖

𝑧′ − 1 − 𝑖
   𝜋  

⟺   
3𝜋

2
≡ arg  −𝑖  

−𝑧 + 1 + 𝑖

−𝑧 + 1 − 𝑖
    𝜋  

⟺   
3𝜋

2
≡ arg −𝑖 + arg  

−𝑧 + 1 + 𝑖

−𝑧 + 1 − 𝑖
   𝜋  

⟺   
3𝜋

2
≡

3𝜋

2
+ arg  

−𝑧 + 1 + 𝑖

−𝑧 + 1 − 𝑖
   𝜋  

⟺   arg  
−𝑧 + 1 + 𝑖

−𝑧 + 1 − 𝑖
 ≡ 0   𝜋  

⟺    
−𝑧 + 1 + 𝑖

−𝑧 + 1 − 𝑖
  𝜖 ℝ 

⟺    
−𝑧 + 1 + 𝑖

−𝑧 + 1 − 𝑖
 

                 
=  

−𝑧 + 1 + 𝑖

−𝑧 + 1 − 𝑖
  

⟺    
−𝑧 + 1 − 𝑖

−𝑧 + 1 + 𝑖
 =  

−𝑧 + 1 + 𝑖

−𝑧 + 1 − 𝑖
  

⟺    −𝑧 + 1 − 𝑖  −𝑧 + 1 − 𝑖 =  −𝑧 + 1 + 𝑖  −𝑧 + 1 + 𝑖  

⟺   4𝑖 − 2𝑧𝑖 − 2𝑧 𝑖 = 0 

⟺   4𝑖 − 2𝑖 𝑥 + 𝑖𝑦 − 2𝑖 𝑥 − 𝑖𝑦 = 0  ;   𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

⟺   4𝑖 − 4𝑖𝑥 = 0 

⟺   𝑥 = 1 

∪ 0,1  عنصرا من المجموعة  𝑥لٌكن   1, +∞ .   

𝑛 = 𝑓 𝑥  ⟺   𝑛 =
𝑥

ln 𝑥
 

⟺   𝑛 ln 𝑥 = 𝑥 

⟺   𝑒𝑛 ln 𝑥 = 𝑒𝑥  

⟺   𝑥𝑛 = 𝑒𝑥  

𝑓𝑑:  و لدٌنا .  قابلة للاشتقاق على ٌمٌن الصفر 𝑓إذن 
′ 0 = 0  

. 

lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+

 
𝑥

ln 𝑥
 

𝑥
= lim

𝑥→0+
 

1

ln 𝑥
  

= lim
𝑡→−∞
𝑡=ln 𝑥

 
1

𝑡
 = 0 

   .∞+  ٌقبل فرعا شلجمٌا فً اتجاه محور الأفاصٌل بجوار   𝒞𝑓 إذن  

∶ ∆ إذن نستنتج أن المستقٌم   𝑥 =    . 𝒞𝑓   مقارب عمودي لـ  1

lim
𝑥→+∞

 
𝑓(𝑥)

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

1

ln 𝑥
 = 0 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

 
𝑥

ln 𝑥
 = −∞ 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

 
𝑥

ln 𝑥
 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
𝑥

ln 𝑥
 = lim

𝑥→+∞

1

 
ln 𝑥
𝑥

 
= +∞ 

  
lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = +∞

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = −∞
 لدٌنا   ∶                                              

  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 0     

 و لدٌنا  كذلك   ∶                                
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𝐈  5 التمرين الرابع 

 و تتغٌر إشارتها 𝑒2 تنعدم فً النقطة ذات الأفصول ′′𝑓نلاحظ أن الدالة 

𝑒2 نستنتج إذن أن  . بجوار تلك النقطة  , 𝑓 𝑒2    نقطة انعطاف للمنحنى  

 𝒞𝑓  مع    :𝑓 𝑒2 =
𝑒2

ln 𝑒2 
=

𝑒2

2
   

𝑒2 و بالتالً   ,
𝑒2

2
   . 𝒞𝑓   نقطة انعطاف للمنحنى   

𝐈  6 التمرين الرابع 

𝐈  7 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  1 التمرين الرابع 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

 الخامس التمرين  1 أ 

,1  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝑓لدٌنا  𝑒 .   

,1  تقابل من المجال  𝑓إذن  𝑒   نحو المجال  𝑓   1, 𝑒   .   

,𝑓   1:  و لدٌنا  𝑒   =  𝑒, +∞ .   

,  𝜖 و بما أن   𝑛  لأن   ∞+ ≥ 3 > 𝑒.   

,1  من المجال  𝑓  بالتقابل 𝛼𝑛 ٌمتلك سابقا واحدا  𝑛فإن  𝑒 .   

!∃:  أو بتعبٌر آخر   𝛼𝑛  𝜖  1, 𝑒   ;   𝑓 𝛼𝑛 = 𝑛   

!∃:  نكتب  (1و باستعمال نتٌجة السؤال   𝛼𝑛  𝜖  1, 𝑒   ;   𝑒𝛼𝑛 =  𝛼𝑛 𝑛   

,𝑒  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓و لدٌنا كذلك  +∞ .   

,𝑒  تقابل من المجال  𝑓إذن  ,𝑓   𝑒  نحو المجال   ∞+ +∞   .   

,𝑓   𝑒:  بحٌث  +∞   =  𝑒, +∞    

,      𝜖 و بما أن   𝑛  لأن   ∞+ ≥ 3 > 𝑒.   

,𝑒  من المجال  𝑓 بالتقابل 𝑛 ٌمتلك سابقا واحدا 𝑛فإن  +∞ .   

!∃:  أو بتعبٌر آخر   𝑏𝑛  𝜖  𝑒, +∞   ;   𝑓 𝑏𝑛 = 𝑛   

!∃ :    نكتب  (1و باستعمال نتٌجة السؤال   𝑏𝑛 > 𝑒  ;   𝑒𝑏𝑛 =  𝑏𝑛 𝑛      ⋆  

 

 𝓒𝒇  

𝑓 ′′  𝑥 =  
ln 𝑥 − 1

 ln 𝑥 2
 
′

 =

 ln 𝑥 2

𝑥
−  ln 𝑥 − 1  

2 ln 𝑥
𝑥

 

 ln 𝑥 4
 

=
 ln 𝑥  2 − ln 𝑥 

𝑥 ln 𝑥 4
 

=
 2 − ln 𝑥 

𝑥 ln 𝑥 3
 

  

𝑥 = 𝑒2   ⟹   𝑓′′ 𝑥 = 0

𝑥 > 𝑒2   ⟹   𝑓 ′′  𝑥 < 0

𝑥 < 𝑒2   ⟹   𝑓 ′′  𝑥 > 0

  

 :    فً هذا السؤال سوف نستعمل النتائج التالٌة 

𝛼𝑛:  لأن  . 1  مصغورة بالعدد 𝛼𝑛 𝑛≥3 بما أن  >   :(7  حسب 1

 .  متتالٌة متقاربة 𝛼𝑛 𝑛≥3 فإن  

  

𝑓 𝑒𝑠𝑡 ↘  𝑠𝑢𝑟  1, 𝑒 

𝑓 𝛼𝑛 = 𝑛               

𝑓 𝛼𝑛+1 =  𝑛 + 1 

  

 𝑛 + 1 > 𝑛  ⟹   𝑓 𝛼𝑛+1 > 𝑓 𝛼𝑛  

⟹  𝑓−1  𝑓 𝛼𝑛+1  < 𝑓−1 𝑓 𝛼𝑛   

⟹  𝛼𝑛+1 < 𝛼𝑛  

⟹  𝛼𝑛 𝑛≥3  متتالٌة  تناقصٌة    

 𝛼𝑛 𝑛 = 𝑒 𝛼𝑛    ⟹   lim
𝑛∞

 𝛼𝑛 𝑛 = lim
𝑛∞

𝑒 𝛼𝑛   

  ⟹   lim
𝑛∞

 𝛼𝑛 𝑛 = 𝑒1 = 𝑒 

  ⟹   lim
𝑛∞

 𝛼𝑛 𝑛 = 𝑒 

𝑥 ≥ 1  ⟹   𝑥2 ≥ 𝑥 ⟹  −𝑥2 ≤ −𝑥 

⟹  𝑒−𝑥2
≤ 𝑒−𝑥  

⟹  𝑥𝑒−𝑥2
≤ 𝑥𝑒−𝑥      ∎  

𝑏𝑛 > 𝑒  ⟹    𝑏𝑛 𝑛 > 𝑒𝑛  

 ⟹   𝑒𝑏𝑛 > 𝑒𝑛   ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  ⋆  

 ⟹   𝑏𝑛 > 𝑛  ⟹   𝑏𝑛 > 𝑛  

 ⟹   lim
𝑛∞

 𝑏𝑛 = +∞ 

𝒏∞ 

+∞ 

  ⟹   lim
𝑛∞

ln 𝛼𝑛 = 0 

  ⟹   𝑒
 lim

𝑛∞
ln 𝛼𝑛   

= 𝑒0 

  ⟹   𝑒
 ln lim

𝑛∞
𝛼𝑛   

= 1 

  ⟹   lim
𝑛∞

 𝛼𝑛 = 1 

1 < 𝛼𝑛 < 𝑒  ⟹   1 < ln 𝑒𝛼𝑛  < 𝑒 

⟹   1 < 𝛼𝑛 < 𝑒 

⟹   1 < ln  𝛼𝑛 𝑛 < 𝑒 

⟹   1 < 𝑛 ln 𝛼𝑛 < 𝑒 

⟹   
1

𝑛
< ln 𝛼𝑛 <

𝑒

𝑛
 

⟹    
1

𝑛
 

 
< ln 𝛼𝑛 <  

𝑒

𝑛
 

 
 

𝟎 

𝒏∞ 𝒏∞ 

𝟎 

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥  ⟹  −𝑥2 ≤ −𝑡2 ≤ 0 

⟹   𝑒−𝑥2
≤ 𝑒−𝑡2

≤ 1 

⟹   𝑒−𝑥2
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  1 𝑑𝑡
𝑥

0

 

⟹  𝑒−𝑥2
 𝑒−𝑥2

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 𝑒−𝑥2
 𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 𝑒−𝑥2
 1 𝑑𝑡

𝑥

0

 

⟹  𝑒−2𝑥2
 𝑡 0

𝑥 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑒−𝑥2
 𝑡 0

𝑥  

⟹  𝑥𝑒−2𝑥2
≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥𝑒−𝑥2

 

⟹  0 ≤ 𝑥𝑒−2𝑥2
≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥𝑒−𝑥2

 

⟹  0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥𝑒−𝑥2
 

 الخامس التمرين  1 ب 

𝑒 

𝑏 
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 الخامسالتمرين  2  

 الخامسالتمرين  3 أ 

 الخامسالتمرين  3 ب 

,𝛼 𝜖  0 ∃:  و منه 
𝜋

2
   ;    1 + tan2 𝛼  𝐹′ tan 𝛼 = 0   

,𝛼 𝜖  0 ∃:  ٌعنً 
𝜋

2
    ;     𝐹′ tan 𝛼 = 0   

𝑐 ∃:  ٌعنً  = tan 𝛼  𝜖  0, +∞   ;   𝐹′ 𝑐 = 0   

,𝑐 𝜖  0 ∃:  ٌعنً  +∞   ;  −2𝑐 𝐹 𝑐 + 𝑒−2𝑐2
= 0   

,𝑐 𝜖  0 ∃:   إذن  +∞   ;    𝐹 𝑐 =
𝑒−2𝑐2

2𝑐
   

 الخامسالتمرين  4 أ 

 الخامسالتمرين  4 ب 

𝑐 ∃ :  لدٌنا  > 0   ;   𝐹′ 𝑐 = = 𝐻 𝑐:   إذن    0
𝐹′  𝑐  𝑒−𝑐2

2𝑐
= 0   

𝑐 ∃ :  ٌعنً  > 0   ;   𝐻 𝑐 = 0   

,0  متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝐻بما أن الدالة  +∞ .   

,0  تقابل من المجال  𝐻فإن  ,𝐻   0  نحو   ∞+ +∞   .   

!∃:   إذن  𝑐 𝜖  0, +∞   ;   𝐻 𝑐 = 0    

!∃ :  ٌعنً   𝑐 > 0   ;   𝐹′ 𝑐 = 0   𝑒𝑡    𝐹 𝑐 =
𝑒−2𝑐2

2𝑐
   

= 𝐻 𝑥:  و لدٌنا 
𝐹′  𝑥  𝑒𝑥2

2𝑥
= 𝐹′ 𝑥:  إذن   . 

2𝑥  𝐻(𝑥)

𝑒𝑥2   

 
  .𝑐 تنعدم فً العدد ′𝐹الدالة 

 :   نلخص إذن النتائج المحصل علٌها فً الجدول التالً 

𝒙 𝑐 

𝑒−2𝑐2

2𝑐
 

0 

𝐹 

+ 𝐹′(𝑥) 0 − 

+∞ 

0 0 

0 

0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥𝑒−𝑥2
 

⟹   0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 𝑒−𝑥2
≤ 𝑥 𝑒−𝑥   ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠∎ 

⟹   0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 𝑒−𝑥  

⟹   0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤  
1

 
𝑒𝑥

𝑥
 
 

     

 

⟹   lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = 0  

𝟎 

𝒙 → +∞ 

𝑡لدٌنا   → 𝑒−𝑡2
,0   دالة متصلة على المجال   +∞ .   

 :     و تحقق 𝜑إذن فهً تقبل دالة أصلٌة نرمز لها بالرمز 

= 𝐹 𝑥:  و لدٌنا  𝑒−𝑥2
∫ 𝑒−𝑡2𝑥

0
𝑑𝑡 = 𝑒−𝑥2

𝜑 𝑥    

𝑥بما أن  ⟶      𝑥   و  𝑥 ⟶ 𝑒−𝑥2
,0   قابلتٌن للاشتقاق على  +∞   

,0  قابلة للاشتقاق كذلك على المجال  𝐹فإن  . +∞ .   

  
𝜑 𝑥 =  𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡                       

𝜑′ 𝑥 = 𝑒−𝑥2
  ;   ∀ 𝑥 𝜖  0; +∞ 

  

= 𝐹′ 𝑥                                                    :و لدٌنا   𝑒−𝑥2
𝜑 𝑥  

′
  

=  𝑒−𝑥2
 
′
𝜑 𝑥 + 𝑒−𝑥2

𝜑′ 𝑥  

=  −2𝑥  𝑒−𝑥2
 𝜑 𝑥 +  𝑒−𝑥2

  𝑒−𝑥2
  

= −2𝑥 𝐹 𝑥 + 𝑒−2𝑥2
 

 متصلة على ٌسار 𝐺و هذا ٌعنً أن الدالة 
𝜋

2
.  

lim
𝑥→ 

𝜋
2
 
− 𝐺 𝑥 = lim

𝑥→ 
𝜋
2
 
− 𝐹 tan 𝑥  

= lim
𝑢→+∞
𝑢=tan 𝑥

𝐹 𝑢 = 0 = 𝐺  
𝜋

2
  

lim
𝑥→ 

𝜋
2
 
− 𝐺 𝑥 = 𝐺  

𝜋

2
  ∶  إذن  

 :   لدٌنا 

  𝐺  0 دالة متصلة على المجال,
𝜋

2
 .   

  𝐺  0 قابلة للاشتقاق على المجال,
𝜋

2
 .   

 𝐺  
𝜋

2
 = 𝐺 0  

 :    نستنتج أن 𝑅𝑜𝑙𝑙𝑒إذن حسب مبرهنة 

∃ 𝛼 𝜖  0,
𝜋

2
   ;   𝐺 ′ 𝛼 = 0     ⋆  

′′𝐹  و   𝐹′ 𝑥نعوض فً هذا التعبٌر الأخٌر    𝑥  بقٌمتٌهما ثم ننشر ثم  

 :  نبسط لنحصل فً الأخٌر على ما ٌلً 

,0  تناقصٌة قطعا على المجال  𝐻إذن الدالة  +∞ .   

𝐻′ 𝑥 =
−8𝑥2𝑒−𝑥2

− 2𝑒−𝑥2

4𝑥2
=

−2𝑒−𝑥2
 4𝑥2 + 1 

4𝑥2
< 0 

,0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

= 𝐹′ 𝑥:  لدٌنا  𝑒−2𝑥2
− 2𝑥 𝐹 𝑥    

′′𝐹:  إذن   𝑥 = −4𝑥 𝑒−2𝑥2
− 2 𝐹 𝑥 − 2𝑥 𝑒−2𝑥2

+ 4𝑥2 𝐹(𝑥)   

𝐻′ 𝑥 =  
𝐹′ 𝑥  𝑒𝑥2

2𝑥
 

′

                                                  ∶  إذن  

=
2𝑥  𝐹′′  𝑥  𝑒𝑥2

+ 2𝑥 𝐹′ 𝑥  𝑒𝑥2
 − 2𝐹′ 𝑥  𝑒𝑥2

4𝑥2
 

=
2𝑥 𝐹′′  𝑥  𝑒𝑥2

+ 4𝑥2 𝐹′ 𝑥  𝑒𝑥2
− 2𝐹′ 𝑥  𝑒𝑥2

4𝑥2
 

𝑥 ≥ 𝑐  ⟹   𝐻 𝑥 ≤ 𝐻 𝑐  ;   𝑐𝑎𝑟  𝐻 𝑒𝑠𝑡 ↘ 𝑠𝑢𝑟  0, +∞  

⟹   𝐻 𝑥 ≤ 𝐻 𝑐 = 0 

⟹   
2𝑥 𝐻 𝑥 

𝑒𝑥2 ≤ 0 

⟹   𝐹′ 𝑥 ≤ 0 

⟹    𝑐,  𝐹  تناقصٌة  على  المجال   ∞+

𝑥 ≤ 𝑐  ⟹   𝐻 𝑥 ≥ 𝐻 𝑐  ;   𝑐𝑎𝑟  𝐻 𝑒𝑠𝑡 ↘ 𝑠𝑢𝑟  0, +∞  

⟹   𝐻 𝑥 ≥ 𝐻 𝑐 = 0 

⟹   
2𝑥 𝐻 𝑥 

𝑒𝑥2 ≥ 0 

⟹   𝐹′ 𝑥 ≥ 0 

⟹    0, 𝑐   تزاٌدٌة  على  المجال  𝐹 

𝜑 
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 التمرين الأول  1 أ 

 

 التمرين الأول  1 ب 

 التمرين الأول  1 ج 

 التمرين الأول  2  

 التمرين الأول  3 أ 

𝐻:  لدٌنا  =   2𝑛   ;   𝑛 𝜖 ℤ     

+ℝ جزء غٌر فارغ من  𝐻نلاحظ أن 
;  𝑛𝜖ℕ∀ :  لأن   . ∗  2𝑛  𝜖 ℝ+

∗.   
  .𝐻 عنصرٌن من 2𝑚 و 2𝑛لٌكن 

2𝑛:  لدٌنا  ×  2𝑛 −1 = 2𝑛−𝑚  𝜖 𝐻   

+ℝ   زمرة جزئٌة للزمرة   ×,𝐻 إذن  
∗ و ذلك حسب الخاصٌة   .  ×,

 .الممٌزة لزمرة جزئٌة 

 التمرين الأول  3 ب 

 التمرين الأول  3 ج 

𝑥, 𝑦 𝜖  0,1   ⟹   0 < 𝑦 < 1   𝑒𝑡   0 < 𝑥 < 1 

⟹  −1 < −𝑦 < 0   𝑒𝑡  − 1 < −𝑥 < 0 

⟹  0 < 1 − 𝑦 < 1   𝑒𝑡   0 < 1 − 𝑥 < 1 

⟹  0 <  1 − 𝑦  1 − 𝑥 < 1 

⟹   1 − 𝑦  1 − 𝑥 + 𝑥𝑦 > 𝑥𝑦 

⟹  
𝑥𝑦

 1 − 𝑦  1 − 𝑥 + 𝑥𝑦
< 1        1  

  .𝐼 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗إذن 

,𝑥  : لقد حصلنا على الإستلزام التالً  𝑦  𝜖 𝐼2  ⟹   𝑥 ∗ 𝑦  𝜖  𝐼 

𝑥𝑦 > 0   𝑒𝑡    1 − 𝑥  1 − 𝑦 > 0 

⟹   𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 > 0 

⟹  
𝑥𝑦

 1 − 𝑥  1 − 𝑦 + 𝑥𝑦
> 0        2  

 1  𝑒𝑡  2  ⟹  0 <
𝑥𝑦

 1 − 𝑥  1 − 𝑦 + 𝑥𝑦
< 1     

⟹   0 < 𝑥 ∗ 𝑦 < 1 

⟹   𝑥 ∗ 𝑦  𝜖  𝐼 

 : حصلنا من خلال ما سبق على ما ٌلً 

  𝐼 =  مجموعة غٌر فارغة 0,1 

  ∗ ًقانون تركٌب داخلً ف𝐼  

  ∗ ٌقبل
1

2
  𝐼 كعنصر محاٌد فً 

  ∗ ًتبادلً و تجمٌعً ف𝐼.  

 𝐼 من 𝑥  زمرة تبادلٌة ٌكفً أن نبٌن أن كل عنصر  ∗,𝐼 إذن لكً تكون  

  .𝐼 فً ∗ٌقبل مماثل بالقانون 

  ∗ مماثله بالنسبة لـ ′𝑥 و 𝐼 عنصرا من 𝑥لٌكن 

1  و هو  𝐼 ٌقبل مماثلا من 𝐼 من 𝑥إذن كل عنصر  − 𝑥 .   

 .  زمرة تبادلية  ∗,𝑰 و بالتالي نستنتج أن  

⟹   𝑥 ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 =
1

2
 

⟹   
𝑥𝑥′

𝑥𝑥′ +  1 − 𝑥  1 − 𝑥′ 
=

1

2
 

⟹   𝑥′ =  1 − 𝑥  

⟹   0 < 𝑥′ =  1 − 𝑥 < 1     , 𝑐𝑎𝑟  0 < 𝑥 < 1 

⟹   𝑥′ =  1 − 𝑥  𝜖 𝐼 

   . ∗,𝐼   نحو   ×,𝐻  تشاكل من  𝜑إذن 

 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐻2   ⟹   𝜑 𝑥 ∗ 𝜑 𝑦 =  
1

1 + 𝑥
 ∗  

1

1 + 𝑦
  

=

1
 1 + 𝑥  1 + 𝑦 

1
 1 + 𝑥  1 + 𝑦 

+  1 −
1

1 + 𝑥
  1 −

1
1 + 𝑦

 
 

=
1

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 
×

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 

1 + 𝑥𝑦
 

=
1

1 + 𝑥𝑦
= 𝜑 𝑥𝑦  

 :   نحصل إذن على الإستلزام التالً 

 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐻2   ⟹   𝜑 𝑥 ∗ 𝜑 𝑦 = 𝜑 𝑥𝑦  

   . ∗,𝐼   نحو   ×,𝐻  تشاكل من  𝜑لدٌنا 
   . ∗, 𝜑 𝐻   هً الزمرة   ×,𝐻 إذن صورة الزمرة  

= 𝜑 𝐻:  لنبٌن الآن أن  𝑘   

= 𝜑 𝐻:  إذن  𝑘   

+ℝ   زمرة جزئٌة للزمرة   ×,𝐻 بما أن  
∗ ,× .   

= ∗,𝑘 فإن    𝜑 𝐻 ,∗   زمرة جزئٌة للزمرة   𝐼,∗ .   

   . ∗,𝐼   زمرة جزئٌة للزمرة   ∗,𝑘 و بالتالً  

2𝑛  𝜖 𝐻  ⟺   𝜑 2𝑛  𝜖 
1

1 + 2𝑛
 𝜖 𝑘 

,𝑥                                   :إذن  𝑦  𝜖 𝐼2   ⟹   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥   

  .𝐼 تبادلً فً المجموعة ∗و هذا ٌعنً أن القانون 

 :   نحصل إذن على الإستلزام التالً 

  .𝐼 قانون تجمٌعً فً المجموعة ∗و هذا ٌعنً أن 

 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐼2   ⟹   𝑥 ∗ 𝑦 =
𝑥𝑦

𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 
 

=
𝑦𝑥

𝑦𝑥 +  1 − 𝑦  1 − 𝑥 
 

= 𝑦 ∗ 𝑥 

 𝑥, 𝑦, 𝑧  𝜖 𝐼3   ⟹    𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =
 𝑥 ∗ 𝑦 𝑧

 𝑥 ∗ 𝑦 𝑧 +  1 − 𝑥 ∗ 𝑦  1 − 𝑧 
 

=
𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦𝑧 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦  1 − 𝑧 
 

 𝑥, 𝑦, 𝑧  𝜖 𝐼3   ⟹   𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 

 ⟹   𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =
𝑥 𝑦 ∗ 𝑧 

𝑥 𝑦 ∗ 𝑧 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 ∗ 𝑧 
 

=
𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦𝑧 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦  1 − 𝑧 
 

 𝑥, 𝑦, 𝑧  𝜖 𝐼3   

  .𝐼 فً المجموعة ∗ العنصر المحاٌد للقانون 𝑒لٌكن 

 و هو  𝐼 فً المجموعة ∗نحصل إذن على عنصر محاٌد وحٌد للقانون 
1

2
.   

⟹    ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 

⟹    ∀𝑥𝜖𝐼   ;   
𝑥𝑒

𝑥𝑒 +  1 − 𝑥  1 − 𝑒 
= 𝑥 

⟹    ∀𝑥𝜖𝐼   ;   
𝑒

𝑥𝑒 +  1 − 𝑥  1 − 𝑒 
= 1 

⟹    ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝑥𝑒 +  1 − 𝑥  1 − 𝑒 = 𝑒 

⟹    ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝑒 =
1

2
  𝜖   0,1 = 𝐼 
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 التمرين الثاني  1 أ 

10𝑥:  ننطلق من المتوافقة التالٌة  ≡ 2  19    
10𝑥+1:   نجد 10و نضرب طرفٌها فً العدد  ≡ 20  19    

20:  من جهة أخرى لدٌنا  ≡ 1  19    
10𝑥+1:  إذن  ≡ 1  19    

 التمرين الثاني 1 ب 

 التمرين الثاني 2 أ 

𝑑نضع   =  𝑥 + 1 ∧ 18.   
𝑑:   بحٌث ℤ من 𝑣 و 𝑢إذن ٌوجد  = 18𝑢 +  𝑥 + 1 𝑣.   

  .𝑣 و 𝑢و نفصل هنا بٌن أربع حالات للعددٌن 
 . عددان سالبان معا 𝑣 و 𝑢 : الحالة الأولى

𝑥  و 18هذه الحالة مستحٌلة لأن  +  كلها أعداد صحٌحة طبٌعٌة 𝑑 و  1

𝑑 بحٌث  𝑣 و 𝑢و لا ٌوجد  = 18𝑢 +  𝑥 + 1 𝑣.   
 . عدد موجب 𝑣 عدد سالب و 𝑢 : الحالة الثانية

𝑑:  إذن  + 18𝑢′ =  𝑥 + 1 𝑣   
𝑢−بحٌث   = 𝑢′ عدد موجب و  𝑣 عدد موجب . 

  :  لدٌنا 
1018 ≡ 1  19      

10 𝑥+1 ≡ 1  19 
    ∗ :  إذن  .  

1018𝑢′ ≡ 1  19      

10 𝑥+1 𝑣 ≡ 1  19 
    

  :  و منه 
10𝑑+18𝑢′ ≡ 10𝑑   19      

10 𝑥+1 𝑣 ≡ 1  19 
    

𝑑:  و بما أن  + 18𝑢′ =  𝑥 + 1 𝑣   

′10𝑑+18𝑢:  فإن  = 10 𝑥+1 𝑣   
10𝑑:   نكتب  ∗ و منه حسب  ≡ 1  19    

 . عدد موجب 𝑢 عدد سالب و 𝑣 : الحالة الثالثة
𝑑:  إذن  +  𝑥 + 1 𝑣 ′ = 18𝑢   

𝑣بحٌث   ′ = −𝑣  عدد موجب و  𝑢 عدد موجب  . 

  :  لدٌنا 
1018 ≡ 1  19      

10 𝑥+1 ≡ 1  19 
   ∎ :    إذن  

1018𝑢 ≡ 1  19      

10𝑑+ 𝑥+1 𝑣′ ≡ 1  19 
    

𝑑:  و بما أن  =  𝑥 + 1 𝑣 ′ = 18𝑢 10:   فإن𝑑+ 𝑥+1 𝑣′ = 1018𝑢   

10𝑑:    نكتب  ∎ و منه حسب   ≡ 1  19    
 . عدد موجب 𝑣 عدد موجب و 𝑢 : الحالة الرابعة

𝑑:  لدٌنا  = 18𝑢 +  𝑥 + 1 𝑣.   

  :  و لدٌنا 
1018 ≡ 1  19      

10 𝑥+1 ≡ 1  19 
  :    إذن  

1018𝑢 ≡ 1  19      

10 𝑥+1 𝑣 ≡ 1  19 
    

1018𝑢+ 𝑥+1 𝑣:  نضرب هاتٌن المتوافقتٌن طرفا طرفا نجد  ≡ 1  19   

10𝑑:  ٌعنً  ≡ 1  19    

10𝑑:  و بالتالً نستنتج أنه فً جمٌع الحالات تحصل على  ≡ 1  19     

 التمرين الثاني 2 ب 

 التمرين الثاني 2 ج 

𝐈  1  التمرين الثالث 

𝐈  2 التمرين الثالث 

𝐈 التمرين الثالث 3 أ 

𝐈 التمرين الثالث 3 ب 

𝐈𝐈  1 التمرين الثالث 

𝑎من أجل   = 1−1019:    نحصل على 10 ≡ 1  19    
1018:  أي  ≡ 1  19    

  :𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡إذن حسب .  عدد أولً 19لدٌنا 

 ∀ 𝑎 ∧ 19 = 1   ;   𝑎19−1 ≡ 1  19  

𝑑 = 18 ∧  𝑥 + 1   ⟹   𝑑/18 

  ⟹   𝑑 𝜖  1,2,3,6,9,18  

  ⟹   𝑑 = 18  ;   𝑐𝑎𝑟 

 

 

 

10 ≡ 10  19 

102 ≡ 5  19 

103 ≡ 12  19 

106 ≡ 11  19 

109 ≡ 18  19 

1018 ≡ 1  19 

  

18 = 18 ∧  𝑥 + 1   ⟹   18/ 𝑥 + 1  

⟹  18/ 𝑥 + 1 − 18   ;    18/ −18  

⟹  18/ 𝑥 − 17  

⟹  𝑥 ≡ 17  18  

 −2𝑖 3 −  1 + 2𝑖  −2𝑖 2 + 3 1 + 𝑖  −2𝑖 − 10 1 + 𝑖  

= 8𝑖 + 4 1 + 2𝑖 − 6𝑖 1 + 𝑖 − 10 1 + 𝑖  

= 8𝑖 + 4 + 8𝑖 − 6𝑖 + 6 − 10 − 10𝑖 
= 16𝑖 − 16𝑖 + 10 − 10 = 0 

𝑧 ننشر التعبٌر   + 2𝑖  𝑧2 + 𝛼𝑧 + 𝛽  نحصل على      : 

 :و منه نستنتج حسب مبدأ مقابلة معاملات الحدود من نفس الدرجة نجد

𝑧3 +  𝛼 + 2𝑖 𝑧2 +  𝛽 + 2𝑖𝛼 𝑧 + 2𝑖𝛽 

  
2𝑖𝛽 = −10 1 + 𝑖 

𝛼 + 2𝑖 = − 1 + 2𝑖 
   ⟺     

𝛼 = − 1 + 4𝑖 
𝛽 = 5𝑖 − 5

  

5 و بالتالً الجذران المربعان للعدد العقدي  − 3 :   هما     12 − 2𝑖   

3− و  + 2𝑖     

𝑥 لٌكن   + 𝑖𝑦   5   جذرا مربعا للعدد العقدي − 12𝑖 .   

⟺     
 𝑥 + 𝑖𝑦 2 = 5 − 12𝑖   

 𝑥 + 𝑖𝑦 =  52 + 122
  

⟺     
 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 = 5 − 12𝑖

𝑥2 + 𝑦2 = 13                         
  

⟺     

 𝑥2 − 𝑦2 = 5
𝑥𝑦 = −6         

𝑥2 + 𝑦2 = 13 

  

⟺     
𝑥2 = 9
𝑦2 = 4

   

𝑥𝑦 = −6 

  

⟺     
𝑥 = 𝑥   أو   3− = 3   

𝑦 = 𝑦    أو   2 = −2 
  

 :   المعادلة التالٌة ℂلنحل فً 

=∆:  لدٌنا   1 + 4𝑖 2 − 4 −5 + 5𝑖 = 5 − 12𝑖 =  3 − 2𝑖 2   

𝑧1إذن   = −1 + 3𝑖  و  𝑧2 = 2 + 𝑖.   

2  و  2𝑖−:  و بالتالً المعادلة تقبل ثلاثة حلول و هً  + 𝑖 1−  و + 3𝑖   

 𝑧 + 2𝑖  𝑧2 −  1 + 4𝑖 𝑧 − 5 + 5𝑖 = 0 

⟺   𝑧 = −2𝑖   𝑜𝑢   𝑧2 −  1 + 4𝑖 𝑧 − 5 + 5𝑖 = 0 

𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
=

−1 + 3𝑖 − 2 − 𝑖

−2𝑖 − 2 − 𝑖
=

3 − 2𝑖

2 + 3𝑖
= −𝑖 = 𝑒

−𝑖𝜋
2  

⟹     
arg  

𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
 ≡ arg  𝑒

−𝑖𝜋
2    2𝜋 

 
𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
 =  𝑒

−𝑖𝜋
2                           

  

𝑖 
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𝐈𝐈 التمرين الثالث 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 2 ب 

 التمرين الرابع  1  

 التمرين الرابع 2 أ 

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞ .  

,0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓لدٌنا   لأنها عبارة عن مجموع  ∞+

,0 دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على المجال   +∞ .   

𝑓:  و لدٌنا  ′ 𝑥 = 1 +
1

𝑥
> 0   

 التمرين الرابع 2 ب 

 التمرين الرابع 3  

 التمرين الرابع 4 أ 

 التمرين الرابع 4 ب 

,0  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓إذن  +∞ .   

𝒙 0 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

+∞ 

−∞ 

+∞ 

;0  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓لدٌنا  +∞ .   

;0  تقابل من  𝑓إذن  ℝ  نحو صورته   ∞+ =  −∞; +∞  .  

  .ℝ دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على 𝑓−1و تقابله العكسً 

0 

𝑓−1 

+∞ −∞ 𝒙 

+∞ 

 

 𝓒  

 𝓒′  

𝑦 = 𝑥 

   . 𝑀2 𝑧2  و   𝑀1 𝑧1  و   𝑀 𝑧:  نضع 

𝑅1 𝑀 = 𝑀1   ⟺    𝑧1 − 𝑏 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧 − 𝑏  

  ⟺    𝑧1 + 2𝑖 =  
1

2
+

 3

2
𝑖  𝑧 + 2𝑖  

  ⟺   𝑧1 =  
1 + 𝑖 3

2
 𝑧 −  3 − 𝑖 

𝑅2 𝑀 = 𝑀2   ⟺    𝑧2 − 𝑎 = 𝑒
−2𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑎  

 ⟺    𝑧2 + 1 − 3𝑖 =  
−1

2
−

 3

2
𝑖  𝑧 + 1 − 3𝑖  

 ⟺   𝑧2 = − 
1 + 𝑖 3

2
 𝑧 −  1 − 3𝑖  

3 + 𝑖 3

2
  

 𝐼  نقطة ثابثة فً المستوى ⇔   

 𝑀1𝑀2   منتصف  𝐼  ⟺   𝑎𝑓𝑓 𝐼 =
𝑧1 + 𝑧2

2
 

⟺   𝑎𝑓𝑓 𝐼 = − 3 − 𝑖 −
 1 − 3𝑖  3 + 𝑖 3 

2
 

⟺   𝑎𝑓𝑓 𝐼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑥 + ln 𝑥 = +∞ 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 𝑥 + ln 𝑥 = 0 + −∞ = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0+
 
𝑥 + ln 𝑥

𝑥
 = lim

𝑥→0+
 1 +

ln 𝑥

𝑥
 = 1 

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 + ln 𝑥 − 𝑥  

= lim
𝑥→+∞

ln 𝑥 = +∞ 

 𝑓−1 𝑥  𝑑𝑥 =  𝑓−1 𝑥      
𝑡

𝑒+1

1

 𝑑𝑥 
𝑓 ′  𝑡 𝑑𝑡

𝑒+1

1

 

=  𝑡 𝑓 ′(𝑡)
𝑒

1

 𝑑𝑡 

=  𝑡 𝑓(𝑡) 1
𝑒 −  𝑓(𝑡)

𝑒

1

 𝑑𝑡 

=  𝑡 𝑓(𝑡) 1
𝑒 −  

𝑡2

2
+ 𝑡 ln 𝑡 − 𝑡 

1

𝑒

 

= 𝑒2 + 𝑒 − 1 −
𝑒2

2
−

1

2
 

=
𝑒2 + 2𝑒 − 3

2
≈ 4,9 

 . مساحة الحٌز من المستوى المذكور فً السؤال 𝒜لتكن 

𝒜 =   𝑥 − 𝑓−1 𝑥  
𝑒+1

1

 𝑑𝑥 

=   𝑥 − 𝑓−1 𝑥  
𝑒+1

1

 𝑑𝑥  ;   𝑐𝑎𝑟    
𝑥 ≥ 𝑓−1 𝑥 

∀ 𝑥 ≥ 1   
  

=  𝑥
𝑒+1

1

 𝑑𝑥 −  𝑓−1 𝑥  
𝑒+1

1

𝑑𝑥 

=  
𝑥2

2
 

1

𝑒+1

−  
𝑒2 + 2𝑒 − 3

2
 =

3

2
 

  .𝐶 و متساوي الساقٌن رأسه 𝐶  قائم الزاوٌة فً 𝐴𝐵𝐶نستنتج أن المثلث  

⟹     

 𝐶𝐵      , 𝐶𝐴                ≡
−𝜋

2
  2𝜋 

 𝑎 − 𝑐 

 𝑏 − 𝑐 
= 1              

  

⟹     
 𝐶𝐵      , 𝐶𝐴                ≡

−𝜋

2
  2𝜋 

𝐶𝐴 = 𝐶𝐵                 
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 التمرين الرابع 5 أ 

=  𝑥:  نضع  𝑥 + ln 𝑥 − 𝑛   
;0  دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على المجال  لدٌنا  +∞ .   

= ′ 𝑥:  و لدٌنا كذلك  1 +
1

𝑥
> 0   

;0  تزاٌدٌة قطعا على المجال  إذن  +∞ .   

;0 و منه  تقابل من   ℝ  نحو صورته   ∞+ =  −∞; +∞    

𝜖 ℝ 0:   و بما أن  =  −∞; +∞    
;∞−  من المجال   بالتقابل 𝑥𝑛فإن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا  +∞ .   

!∃:  ٌعنً   𝑥𝑛  𝜖  0, +∞   ;    𝑥𝑛 = 0.   

!∃:  أو بتعبٌر آخر   𝑥𝑛 > 0  ;   𝑥𝑛 + ln 𝑥𝑛 = 0   

 التمرين الرابع 5 ب 

 التمرين الرابع 6 ب 

 التمرين الرابع 6 ج 

 الخامس التمرين  1  

   . 0,1  دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على المجال  𝑓𝑛لدٌنا 

;   𝑥 𝜖  0,1 ∀:  و لدٌنا    𝑓𝑛
′ 𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛−1    

   . 0,1  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓𝑛إذن 

,  𝑓𝑛 0   نحو المجال   0,1  تقابل من المجال  𝑓𝑛و منه  𝑓𝑛 1  .   

= 𝑓𝑛 0و لدٌنا   −1 < 0.   

= 𝑓𝑛 1:  و لدٌنا كذلك 
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
> 0    

∙ 𝑓𝑛 0:  إذن  𝑓𝑛 1 < ;  𝜖  𝑓𝑛 0 0:    أي 0  𝑓𝑛 1     

  .𝑓𝑛  بالتقابل  0,1  من المجال  𝛼𝑛 ٌمتلك سابقا واحدا 0و منه 

!∃:  أو بتعبٌر آخر   𝛼𝑛  𝜖  0; 1   ;   𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0   

 𝑥1 هو حل المعادلة   :𝑥 + ln 𝑥 = 1   

1:  و لدٌنا  + ln 1 = 𝑥1:      إذن 1 = 1    

= 𝑓 𝑥𝑛:  و لدٌنا  𝑛 إذن      :𝑥𝑛 = 𝑓−1 𝑛     

𝑥𝑛+1إذن من النتٌجة   > 𝑥𝑛 نستنتج أن   𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ تزاٌدٌة قطعا  . 

 . غٌر مكبورة 𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ لنبٌن الآن أن المتتالٌة 

  .𝐴  مكبورة بعدد 𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ بالخلف، نفترض أن المتتالٌة  

⟹ مكبورة بالعدد ℕالمجموعة    𝐵  

 :    فإن ℝ  تزاٌدٌة قطعا على 𝑓−1و بما أن  

𝑥𝑛+1 = 𝑓−1 𝑛 + 1 > 𝑓−1 𝑛 = 𝑥𝑛  

⟹    ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑥𝑛 ≤ 𝐴 

⟹    ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑓 𝑥𝑛 ≤ 𝑓 𝐴 = 𝐵 

⟹    ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑓 𝑥𝑛 ≤ 𝐵 

⟹    ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑛 ≤ 𝐵 

⟹  مستحٌل  

⟹  Absurde 
 .  متتالٌة غٌر مكبورة 𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ إذن  

  تزاٌدٌة قطعا و لٌست مكبورة 𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ لقد حصلنا على أن المتتالٌة  

lim .إذن فهً متباعدة 
𝑛∞

 𝑥𝑛 = +∞ ∶  ٌعنً  

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀                                      :و بالتالً    𝑛 − ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛   

  𝑛 𝜖 ℕ∗    ⟹   𝑛 ≥ 𝑥𝑛  

  ⟹   
𝑥𝑛

𝑛
≤ 1 

  ⟹  ln  
𝑥𝑛

𝑛
 ≤ 0 

  ⟹  ln 𝑥𝑛 − ln 𝑛 ≤ 0 

  ⟹  𝑥𝑛 + ln 𝑥𝑛          
=𝑛

− ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

  ⟹  𝑛 − ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

  :    ملاحظة

 .  متباعدة 𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ و هذا دلٌل آخر على أن المتتالٌة  
lim:  ٌعنً    𝑥𝑛 = +∞ 

lim
𝑛∞

 𝑛 − ln 𝑛 = lim
𝑛∞

𝑛  1 −
ln 𝑛

𝑛
 =  +∞  1 − 0 =  +∞  

⟹    ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    𝑛 − ln 𝑛        ≤ 𝑥𝑛     

+∞ 

𝑛∞ 

𝑛 − ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛   ⟹   
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
≤

ln 𝑛

𝑛
 

⟹    
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
 ≤

ln 𝑛

𝑛
 

⟹    
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
 ≤

ln 𝑛

𝑛 
 

⟹   
−ln 𝑛

𝑛   
≤  

𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
 ≤

ln 𝑛

𝑛 
 

⟹   lim
𝑛∞

 
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
 = 0 

⟹   lim
𝑛∞

 
𝑥𝑛 − 𝑛

𝑛
 = 0 

𝟎 

𝒏∞ 

𝟎 𝟎 
𝒏∞ 𝒏∞ 

𝑛 − ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑛   

⟹   
𝑛 − ln 𝑛

𝑛 − ln 𝑛
≤

𝑥𝑛

𝑛 − ln 𝑛
≤

𝑛

𝑛 − ln 𝑛
 

⟹   1 ≤
𝑥𝑛

𝑛 − ln 𝑛
≤

𝑛

𝑛 − ln 𝑛
 

⟹   1 ≤
𝑥𝑛

𝑛 − ln 𝑛
≤

𝑛

𝑛 − ln 𝑛     
 

⟹   lim
𝑛∞

 
𝑥𝑛

𝑛 − ln 𝑛
 = 1 

𝒏∞ 
𝒏∞ 

𝟏 
𝟏 

 التمرين الرابع 6 أ 

  𝑛 𝜖 ℕ∗    ⟹   𝑛 ≥ 1 

  ⟹  ln 𝑛 ≥ 0 

  ⟹  𝑛 + ln 𝑛 ≥ 𝑛 

  ⟹  𝑓 𝑛 ≥ 𝑓 𝑥𝑛  

  ⟹  𝑓−1 𝑓 𝑛  ≥ 𝑓−1 𝑓 𝑥𝑛   ;   𝑓−1𝑒𝑠𝑡 ↗  

  ⟹  𝑛 ≥ 𝑥𝑛  

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀                                      :و بالتالً    𝑛 ≥ 𝑥𝑛   
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الخامس التمرين  3 أ 

 الخامس

 الخامسالتمرين  3 ب 

 الخامسالتمرين  4 أ 

 الخامسالتمرين  4 ب 

  .1 المخالف للعدد 𝑡  متتالٌة هندسٌة أساسها العدد الحقٌقً 𝑡𝑛 𝑛𝜖ℕ لدٌنا  

1 :   إذن  + 𝑡 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 =
1 − 𝑡𝑛

1 − 𝑡
=

1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

 𝑡 ≠ 1   ⟹   1 + 𝑡 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 =
1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

⟹     1 + 𝑡 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 
𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 =   
1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

⟹    𝛼𝑛 +
𝛼𝑛

2

2
+ ⋯ +

𝛼𝑛
𝑛

𝑛
 = − ln 1 − 𝛼𝑛 −   

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

 𝛼𝑛 𝑛+1 <  1 ∶  و  بما  أن  

   
1

1 − 𝛼𝑛
  

 𝛼𝑛 𝑛+1

𝑛 + 1
 ≤  

1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
  ∶   فإن 

   ∀𝑛 ≥ 2    ;    0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
  

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝛼𝑛   ⟹   0 ≤ 1 − 𝛼𝑛 ≤ 1 − 𝑡 

  ⟹   
1

1 − 𝛼𝑛
≥

1

1 − 𝑡
≥ 0 

  ⟹   0 ≤
𝑡𝑛

1 − 𝑡
≤

𝑡𝑛

1 − 𝛼𝑛
 

  ⟹   0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  𝑡𝑛

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

  ⟹   0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

 𝛼𝑛 𝑛+1

𝑛 + 1
  

𝑛∀ :  من جهة أخرى لدٌنا  ≥ 2   ;   0 < 𝛼𝑛 < 1.   
  .0  مصغورة بالعدد 𝛼𝑛 𝑛≥2 ٌعنً أن المتتالٌة  

 .  متتالٌة تناقصٌة و مصغورة إذن فهً متقاربة 𝛼𝑛 𝑛≥2  :  الخلاصة

lim
𝑛∞

 𝛼𝑛 =
𝑒 − 1

𝑒
 ∶  و بالتالً   

⟹   1 + ln 1 − 𝑙 = 0  ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑙 = lim
𝑛∞

 𝛼𝑛  

⟹  ln 1 − 𝑙 = −1 ⟹  ln  
1

1 − 𝑙
 = 1 

⟹  
1

1 − 𝑙
= 𝑒 ⟹  𝑒 1 − 𝑙 = 1 

⟹   𝑒 − 𝑒𝑙 = 1 ⟹   𝑙 =
𝑒 − 1

𝑒
= 1 − 𝑒−1 

 lim
𝑛∞

 1 + ln 1 − 𝛼𝑛  = 0                                                 ∶    إذن  

 الخامسالتمرين  2  

⟹   𝛼𝑛+1 𝜖  0,1 :و لدٌنا كذلك    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1 > 𝑓𝑛 𝛼𝑛+1  

⟹   𝑓𝑛 𝛼𝑛 > 𝑓𝑛 𝛼𝑛+1   ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 ⋆  𝑠𝑢𝑖𝑣𝑎𝑛𝑡𝑒 ∶ 

 ⋆      ∀𝑛 ≥ 2   ;   𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1 = 𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0 

⟹   𝑓𝑛
−1 𝑓𝑛 𝛼𝑛  > 𝑓𝑛

−1 𝑓𝑛 𝛼𝑛+1    ;   𝑐𝑎𝑟 𝑓𝑛
−1  ↗  

⟹   𝛼𝑛 > 𝛼𝑛+1  ;    ∀𝑛 ≥ 2   

⟹   𝛼𝑛 𝑛≥2  تناقصٌة  قطعا     

𝑓𝑛+1 𝑥 = −1 + 𝑥 +
𝑥2

2
+

𝑥3

3
+ +

𝑥𝑛

𝑛
+

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
 

= 𝑓𝑛 𝑥 +
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
 

⟹   𝑓𝑛+1 𝑥 − 𝑓𝑛 𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
> 0  , ∀ 𝑥 𝜖  0,1  

⟹   ∀ 𝑥 𝜖  0,1    ;    𝑓𝑛+1 𝑥 > 𝑓𝑛 𝑥    

 الخامسالتمرين  4 ج 

 :   إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

  0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
  ∶   لدٌنا  

  lim
𝑛∞

 
1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
 = 0− × 0+ = 0 ∶   و لدٌنا  

  0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
 

           
 

  lim
𝑛∞

  
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 = 0 ∶  و  بالتالً  

  1 + ln 1 − 𝛼𝑛 = −  
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡   ∶  و   نعلم أن  

𝟎 

𝒏∞ 

𝒏∞ 

𝟎 

= 𝑓𝑛 𝛼𝑛:   َ وعهم أن  0  

 𝛼𝑛 +
𝛼𝑛

2

2
+ ⋯ +

𝛼𝑛
𝑛

𝑛
= − ln 1 − 𝛼𝑛 −   

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

1− : إذن   + 𝛼𝑛 +
𝛼𝑛

2

2
+ ⋯ +

𝛼𝑛
𝑛

𝑛
= 0 

1  :إذن  = − ln 1 − 𝛼𝑛 −   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

1  :َ مىً  + ln 1 − 𝛼𝑛 = −  
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 



 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+ 2012أجوبة امتحان الدورة العادية  𝟐𝟎𝟔 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

𝐈  1  التمرين الأول 

 

𝐈  2  التمرين الأول 

𝐴2:  من خلال السؤال السابق نلاحظ أن  = 𝐼 − 𝐴   
𝐴 𝐴:  إذن  + 𝐼 = 𝐴2 + 𝐴 = 𝐼                                      

𝐴 :  و كذلك  + 𝐼 𝐴 = 𝐴2 + 𝐴 = 𝐼   

               .  𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒  قابلة للقلب 𝐴و منه نستنتج أن المصفوفة 

𝐴 و مقلوبها هو المصفوفة   + 𝐼  .   أو بتعبٌر آخر :   𝐴−1 = 𝐴 +

𝐼   𝐈𝐈  1  التمرين الأول 

𝐈𝐈  2  التمرين الأول 

𝐈𝐈 التمرين الأول  3 أ 

𝐈𝐈 التمرين الأول  3 ب 

𝐈𝐈 التمرين الأول  3 ج 

𝐈  1  التمرين الثاني 

𝐈 التمرين الثاني 2 أ 

+ℝ  تقابل من  𝜑و هذا ٌعنً أن 
∗    . ∗,𝐼   نحو   ×,

+ℝ  تشاكل من  𝜑و بالتالً 
∗    . ∗,𝐼   نحو   ×,

𝜑−1 :    معرف بما ٌلً 𝜑−1و تقابله العكسً    ∶    𝐼,∗  ⟶   ℝ+
∗ ,×                   

𝑦 ⟶  𝑦2 − 1
 

𝑧1𝑧2 = 𝑎𝑖 𝑎  1 + 𝑖 = 𝑎2𝑖 − 𝑎2 = 𝑎2 𝑖 − 1  

𝐼 − 𝐴 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 −  

 5−1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

  

=  

3− 5

2
0 0

0 3 1
0 −1 0

  

𝐴2 =  

 5−1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

 ×  

 5−1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

  

=  

3− 5

2
0 0

0 3 1
0 −1 0

  

  .ℝ عنصرٌن من 𝑦 و 𝑥لٌكن 

 𝑥2 − 1  𝑦2 − 1 + 1 =  𝑥𝑦 2 − 𝑥2 − 𝑦2 + 1 + 1 

= 𝑥2𝑦2 − 𝑥2 − 𝑦2 + 2 

  .𝐼 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗إذن 

𝐼 عنصرٌن من 𝑏 و 𝑎لٌكن  =  1; +∞ .  

 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐼2   ⟹   𝑎 > 1    𝑒𝑡    𝑏 > 1 

⟹   𝑎2 > 1    𝑒𝑡    𝑏2 > 1 

⟹   𝑎2 − 1 > 0    𝑒𝑡    𝑏2 − 1 > 0 

⟹    𝑏2 − 1  𝑎2 − 1 > 0    

⟹    𝑏2 − 1  𝑎2 − 1 + 1 > 1    

⟹   𝑎2𝑏2 − 𝑎2 − 𝑏2 + 2 > 1    

⟹    𝑎2𝑏2 − 𝑎2 − 𝑏2 + 2 > 1    
⟹   𝑎 ∗ 𝑏 > 1    

⟹   𝑎 ∗ 𝑏  𝜖 𝐼    

+ℝ عنصرٌن من  𝑏 و 𝑎لٌكن 
∗.   

,𝑎  ∀:  إذن  𝑏  𝜖  ℝ+
∗  2  ;   𝜑 𝑎 ∗ 𝜑 𝑏 = 𝜑 𝑎 × 𝑏 .   

+ℝ  تشاكل من  𝜑و هذا ٌعنً أن 
∗    . ∗,𝐼   نحو   ×,

 . تقابل 𝜑لنبٌن الآن أن 

+ℝ و لنحل فً  𝐼 عنصرا من 𝑦لٌكن 
= 𝑥   المعادلة  ∗ 𝑦      ذات المجهول 𝑥.  

𝑦بما أن   > 𝑦2  فإن  1 − 1 > +𝑥 𝜖 ℝ  و منه  0
∗   

𝑦2و بما أن   − 𝑦  عدد وحٌد من أجل  1 > 1.   

,  𝑦𝜖𝐼∀ :  فإن    ∃! 𝑥 = 𝑦2 − 1   ;   𝜑 𝑥 = 𝑦     

𝜑 𝑎 ∗ 𝜑 𝑏 =  𝑎 + 1 ∗  𝑏 + 1 

=   𝑎 + 1  𝑏 + 1 −  𝑎 + 1 −  𝑏 + 1 + 2 

=  𝑎𝑏 + 1 = 𝜑 𝑎 × 𝑏  

نعلم أن التشاكل التقابلً ٌحافظ على البنٌة الجبرٌة للزمرة و ٌحولها من 

 .مجموعة الانطلاق إلى مجموعة الوصول 

+ℝ   انطلاقا من البنٌة الجبرٌة لـ   ∗,𝐼 نستنتج إذن البنٌة الجبرٌة لـ  
∗ ,×   

 .و ذلك عبر التشاكل التقابلً  
+ℝ لدٌنا  

∗  1 هو العدد ×  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالقانون  ×,

 ٌقبل مماثل و هو مقلوبه 𝑥و كل عنصر 
1

𝑥
.  

   𝜑 1 هو العدد  ∗  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالقانون  ∗,𝐼 إذن  

   . 𝑆𝑦𝑚 𝑦 ٌقبل مماثل نرمز له بالرمز  𝑦و كل عنصر 

= 𝜑 1:   و لدٌنا   1 + 1 =  2  

  .∗ℝ من 𝑥  إذن ٌوجد 𝑦 𝜖 𝐼و لدٌنا كذلك  

𝑦:  بحٌث  = 𝜑 𝑥   ⟺   𝑥 = 𝜑−1 𝑦 = 𝑦2 − 1   

= 𝑆𝑦𝑚 𝑦:   و منه  𝑆𝑦𝑚 𝜑 𝑥  = 𝜑 𝑆𝑦𝑚 𝑥  = 𝜑  
1

𝑥
   

= 𝜑  
1

𝑦2 − 1
 =  

1

𝑦2 − 1
+ 1 =  

𝑦2

𝑦2 − 1
 

  زمرة جزئٌة  ∗,Γ إذن حسب الخاصٌة الممٌزة للزمرة الجزئٌة نستنتج أن  

   . ∗,𝐼 من الزمرة  

2𝑚  إذن  𝑚 𝜖 ℤلٌكن   + 1 > 1   

2𝑚 :  و منه  + 1 > 2𝑚 :   ٌعنً   . 1 + 1  𝜖 𝐼   

  .𝐼 جزء غٌر فارغ من  Γ و هذا ٌعنً أن 

1 لٌكن   + 2𝑚  1   و + 2𝑛 عنصرٌن من   Γ .  

  1 + 2𝑚 ∗   1 + 2𝑛 
′

=   1 + 2𝑚 ∗   
1 + 2𝑛

2𝑛
  

=   1 + 2𝑚   
1 + 2𝑛

2𝑛
 −  1 + 2𝑚  −  

1 + 2𝑛

2𝑛
 + 2 

=  2𝑚−𝑛 + 1  𝜖   Γ  

  .𝑧2 و 𝑧1 تقبل حلٌن عقدٌٌن  𝐸 إذن المعادلة 

 𝐸  ∶   𝑖 𝑧2 +  2 − 𝑖  𝑎 𝑧 −  1 + 𝑖 𝑎2 = 0 

Δ =  2 − 𝑖 2𝑎2 + 4𝑖 1 + 𝑖  𝑎2 =  𝑎𝑖 2 

  
𝑧1 =

 𝑖 − 2 𝑎 + 𝑎𝑖

2𝑖
= 𝑎 1 + 𝑖 

𝑧2 =
 𝑖 − 2 𝑎 − 𝑎𝑖

2𝑖
= 𝑎𝑖             

  

𝐼 

𝜑 
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𝐈 التمرين الثاني 2 ب 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 1 ب 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 ب 

 :من المعادلة الثانٌة من هذه النظمة نستنتج ما ٌلً 

  𝑖𝑐 − 1 =  𝑖𝑐 − 1 −   − 1  𝑖𝑐 + 1  

 :نعوض فً المعادلة الأولى نحصل على 
 𝑖𝑐 − 1 −   − 1  𝑖𝑐 + 1 =  𝑖𝑐 + 1  

 .  فً شكله المثلثً 𝑧1𝑧2فً البداٌة ٌجب كتابة  

= 𝑎2 2  − cos  
𝜋

4
 + 𝑖 sin  

𝜋

4
   

𝑧1𝑧2 = 𝑎2 𝑖 − 1 = 𝑎2 2  
− 2

2
+ 𝑖

 2

2
  

= 𝑎2 2  cos  𝜋 −
𝜋

4
 + 𝑖 sin  𝜋 −

𝜋

4
   

= 𝑎2 2  cos  
3𝜋

4
 + 𝑖 sin  

3𝜋

4
   

= 𝑎2 2 𝑒
3𝜋𝑖

4  

=  𝑎2 2 ;  
3𝜋

4
  

𝑧1𝑧2 𝜖 ℝ  ⟺  arg 𝑧1𝑧2 ≡ 0  𝜋  

⟺  arg  𝑎2 2 𝑒
3𝜋𝑖

4  ≡ 0  𝜋  

⟺  arg 𝑎2  + arg  2 + arg  𝑒
3𝜋𝑖

4  ≡ 0  𝜋  

⟺  2 arg 𝑎 + 0 +
3𝜋

4
≡ 0  𝜋  

⟺  2 arg 𝑎 ≡
−3𝜋

4
  𝜋  

⟺   arg 𝑎 ≡
−3𝜋

8
  
𝜋

2
  

𝑖  و       1 لدٌنا   +   .    𝑧 و        𝑐 و        1

⟺  𝐴 و 𝐷 و 𝑀  مستقٌمٌة      𝐴𝐷 ∥  𝐴𝑀  

⟺   
zM − zA

zD − zA
  ϵ ℝ 

⟺    
zM − zA

zD − zA
 

             
=

zM − zA

zD − zA
   

⟺    
z − 1

ic − 1
 

           
=

z − 1

ic − 1
   

⟺   
𝑧 − 1

−𝑖𝑐 − 1
=

𝑧 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

⟺    𝑖𝑐 − 1  𝑧 − 1 +  𝑧 − 1  𝑖𝑐 + 1 = 0 

⟺   𝑧 𝑖𝑐 − 𝑖𝑐 − 𝑧 + 1 + 𝑧𝑖𝑐 + 𝑧 − 𝑖𝑐 − 1 = 0 

⟺   𝑧  𝑖𝑐 − 1 + 𝑧 𝑖𝑐 + 1 = 2𝑖𝑐 

 𝐴𝐷 ⊥  𝑂𝑀   ⟺   
𝑧𝑀 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
  𝜖  𝑖ℝ 

  ⟺    
𝑧𝑀 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

             
= − 

𝑧 − 0

𝑖𝑐 − 1
  

  ⟺   
𝑧 

−𝑖𝑐 − 1
=

−𝑧

𝑖𝑐 − 1
 

  ⟺   𝑧  𝑖𝑐 − 1 = 𝑧 𝑖𝑐 + 1  

  ⟺   𝑧 𝑖𝑐 + 1 − 𝑧  𝑖𝑐 − 1  

 𝐻 هً المسقط العمودي لـ 𝑂 على المستقٌم   .  

⟺     
 𝐴𝐷 ⊥  𝑂𝐻 
 𝐴𝐷 ∥  𝐴𝐻 

  

⟺     

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
  𝜖 𝑖ℝ

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
  𝜖 ℝ

  

⟺   

 
 

 

 

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

             
= − 

𝑧𝐻 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

             
=  

𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

  

⟺   

 
 

 

 
 
 − 0

𝑖𝑐 − 1
 

           
= − 

 − 0

𝑖𝑐 − 1
 

 
 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

           
=  

 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

  

⟺   

 
 
 

 
 

 

 
 

−𝑖𝑐 − 1
 = − 



𝑖𝑐 − 1
 

 
 − 1

−𝑖𝑐 − 1
 =  

 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

  

⟺     
  𝑖𝑐 − 1 =  𝑖𝑐 + 1                          

  − 1  𝑖𝑐 + 1 = −  − 1  𝑖𝑐 + 1 
  

نضرب طرفً هذه المتساوٌة فً العدد الغٌر المنعدم  
𝑖

2𝑐
 :     نحصل على 

2𝑖𝑐 :    بعد النشر و التبسٌط نحصل على  − 2 − 2𝑖𝑐 = 0 

−1 −
𝑖

𝑐
+  = 0 

 − 1 =
𝑖

𝑐
 ∶  أي  

 :     نجد 𝑖−نُضٌف إلى كل الطرفٌن العدد  −  1 + 𝑖 =
𝑖

𝑐
  − 𝑐  

⊥ 𝐶𝐻 :  و هذا ٌعنً أن   𝐵𝐻    

 −  1 + 𝑖 =
𝑖

𝑐
  − 𝑐  ∶  لدٌنا  

 −  1 + 𝑖 

 − 𝑐
=

𝑖

𝑐
   ∶  إذن  

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐵

𝑧𝐴 − 𝑧𝑐
 

             
= − 

 −  1 + 𝑖 

 − 𝑐
 

                  
   ∶  لدٌنا  

=
−𝑖

𝑐
= − 

𝑧𝐻 − 𝑧𝐵

𝑧𝐴 − 𝑧𝑐
  

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐵

𝑧𝐴 − 𝑧𝑐
 

             
= − 

𝑧𝐻 − 𝑧𝐵

𝑧𝐴 − 𝑧𝑐
    ∶  إذن  

𝑀 𝐴 𝐵 𝐶 

𝐴𝐷 
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 التمرين الثالث  1 أ 

  .13 هو آخر باقً غٌر منعدم أي 195 و 143القاسم المشترك الأكبر لـ 

195      1 :  و بالتالً  ∧ 143 = 13.   

                 g: بحٌث 𝑢 و 𝑘نستنتج وجود عددٌن نسبٌٌن  (1)من النتٌجة 

                                                                143𝑢 + 195𝑘 = 13  

𝑣نضع   . = −𝑘  143  إذن𝑢 − 195𝑣 = 13.   

  .52 قاسم للعدد 13و بما أن العدد 

143𝑢 فإن   − 195𝑣  52  قاسم للعدد.  

;   𝑤𝜖ℤ∃ :  و منه    52 =  143𝑢 − 195𝑣 𝑤   

,𝑥 ∃:  أي  𝑦 𝜖 ℤ  ;   52 = 143 𝑢𝑤 
𝑥

− 195 𝑣𝑤 
𝑦

   

,𝑥 ∃:  و بالتالً  𝑦 𝜖 ℤ  ;   52 = 143 𝑥 − 195 𝑦   

   .ℤ2أي أن المعادلة السابقة تقبل حلولا فً  

 التمرين الثالث 1 ب 

 التمرين الثالث 2  

 التمرين الثالث 3 أ 

 :و نفصل بٌن حالتٌن   . ∗ℕ عنصرا من  𝑛لٌكن 

  .𝑛 قاسما لـ 5إذا كان  : الحالة الأولى

𝑛 𝑛𝑥−1 قاسم للجداء  5فإن  − 𝑛𝑦−1 .   

𝑛𝑥−1 و لدٌنا العدد   − 𝑛𝑦−1  عدد صحٌح طبٌعً لأن  𝑥 و 𝑦 عددٌن 
 .صحٌحٌن طبٌعٌٌن غٌر منعدمٌن 

𝑛𝑥  ٌقسم العدد  5إذن  − 𝑛𝑦  .   أي  :𝑛𝑥 ≡ 𝑛𝑦   5    

  .𝑛 لا ٌقسم 5إذا كان  : الحالة الثانية

𝑥لدٌنا   ≡      4  .   

𝑥:   بحٌث 𝑘إذن ٌوجد عدد نسبً  − 𝑦 = 4𝑘.   

𝑘إذا كان   = 𝑥  فإن  0 = 𝑦  و منه  𝑛𝑥 ≡ 𝑛𝑦   5    

𝑘إذا كان  > 𝑛4𝑘 فإنه حسب ما سبق  0 ≡ 1  5    

𝑛𝑥−𝑦:  أي  ≡ 1  5    

𝑛𝑥:   نجد 𝑛𝑦و نضرب طرفً هذه المتوافقة فً  ≡ 𝑛𝑦   5    

𝑘  إذا كان  < 𝑘−  فإن  0 > 𝑦:  و منه   . 0 − 𝑥 = 4 −𝑘    

𝑦:  أي  − 𝑥 = 4𝑘′  مع  𝑘′ = −𝑘 > 0   

𝑛𝑦−𝑥:  أي  ≡ 1  5    

′𝑛4𝑘:  إذن حسب ما سبق  ≡ 1  5    

𝑛𝑦     ⊗ :   نجد 𝑛𝑥و نضرب طرفً المتوافقة فً العدد  ≡ 𝑛𝑥   5    

 التمرين الثالث 3 ب 

;1− لدٌنا     . 𝐸   حل خاص للمعادلة  1−

− 1− 143     ∗ :  ٌعنً  195 −1 = 52   

,𝑥 لٌكن   𝑦   الحل العام للمعادلة   𝐸 .   
143𝑥     ∗∗ :  ٌعنً  − 195𝑦 = 52   

𝑥 143:  ٌعنً  + 1 = 195 𝑦 + 1    

195:  لدٌنا  = 15 × 143  و  13 = 11 × 13.   

𝑥 11     ∎ :  نحصل إذن على  + 1 = 15 𝑦 + 1 .   

𝑦 15 قاسم للعدد  11و منه  + 1 .   

11و بما أن   ∧ 15 = 𝑦  قاسم لـ  11 نستنتج أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  فإنه حسب 1 + 1   

;   𝑘𝜖ℤ∃ :  إذن  .   𝑦 + 1 = 11𝑘.   

;   𝑘𝜖ℤ∃ :  أي    𝑦 = 11𝑘 − 1.   

𝑥 نحصل على   ∎  فً المتساوٌة 𝑦نعوض  = 15𝑘 − 1.   

 :    طرفا طرفا نحصل على  ∗∗  و  ∗ ننجز عملٌة الطرح بٌن المتساوٌتٌن 

143 −1 − 𝑥 − 195 −1 − 𝑦 = 0 

;  𝑘𝜖ℤ∀ : لدٌنا  عكسيا  143 15𝑘 − 1 − 195 11𝑘 − 1 = 52   

 𝐸   حل  لـ  𝑥, 𝑦   ⟺     
𝑥 = 15𝑘 − 1
𝑦 = 11𝑘 − 1

   ;   𝑘𝜖ℤ ∶  و بالتالً  

 :    تُكتب على الشكل التالً  𝐸 و بالتالً مجموعة حلول المعادلة 

𝑆 =    15𝑘 − 1;  11𝑘 − 1   ;   𝑘 𝜖 ℤ   

195باستعمال خوارزمٌة أقلٌدس نُحدد   ∧  :  بالطرٌقة التالٌة 143

   الأولى المرحلة
195 143
52 1

52   لدٌنا   ≠    إذن نواصل0

   الثانية المرحلة
143 52
39 2

39   لدٌنا   ≠    إذن نواصل0

   الثالثة المرحلة
52 39
13 1

13   لدٌنا   ≠    إذن نواصل0

   الرابعة المرحلة
39 13
10 3

0   لدٌنا   =   Stop  إذن 0

 :   أقترح طرٌقتٌن فً الجواب 

𝑥  :   الطريقة الأولى ≡ 𝑦  4   ⟺    ∃𝑘𝜖ℤ   ;    𝑥 − 𝑦 = 4𝑘 

⟹     ∃𝑘′ = 2𝑘 𝜖 ℤ    ;    𝑥 − 𝑦 = 2𝑘′ 

⟹ 𝑥   عدد  زوجً    − 𝑦  

⟹  𝑥  و  𝑦  زوجٌان    أو    𝑥  و  𝑦  فردٌان  

  :                                 و ٌمكن كذلك استعمال الخاصٌة التالٌة مباشرة 

𝑎𝑥     تقبل المعادلة  + 𝑏𝑦 𝑎   إذا وفقط إذا كان ℤ2  حلولا فً = ∧ 𝑏 

𝑎  حٌث 𝑐ٌقسم   ∧ 𝑏 هو القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 𝑎 و 𝑏 .  حصلنا

إذن حسب  .       ٌقسم العدد    و نلاحظ أن  .                         على   

 . الخاصٌة المذكورة نستنتج أن المعادلة  قابلة للحل

𝑛 لأن  𝑛 عدد أولً و لا ٌقسم 5لدٌنا  ∧ 5 = 1.   

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡  : 𝑛5−1إذن حسب مبرهنة  ≡ 1  5    

𝑛4:  ٌعنً  ≡ ;   𝑘𝜖ℕ∀ :  ٌعنً     5  1    𝑛4 𝑘 ≡ 1𝑘   5    

;   𝑘𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝑛4𝑘 ≡ 1  5    

 لنحصل على أربع 𝑛 نقوم بدمج هاتٌن الحالتٌن مع حالتً زوجٌة العدد 

𝑛𝑥 حالات و كلها تُعبّر عن زوجٌة التعبٌر   − 𝑛𝑦 .   

𝑛𝑥 نستنتج من هذه الحالات الأربع أن العدد   − 𝑛𝑦  عدد زوجً دائما  

  .𝑛 و 𝑦 و 𝑥و ذلك كانت زوجٌة الأعداد 

;  𝑢 𝜖 ℤ ∃    ⊚ :  و منه    𝑛𝑥 − 𝑛𝑦 = 2𝑢   

  :    نستنتج أن ⊚ و ⊗من النتٌجتٌن 
2/ 𝑛𝑥 − 𝑛𝑦 

5/ 𝑛𝑥 − 𝑛𝑦 
    

2إذن الجداء  × 𝑛𝑥  قاسم للعدد  5 − 𝑛𝑦  .    5و ذلك لأن ∧ 2 = 1.   

𝑛𝑥:  و بالتالً  ≡ 𝑛𝑦   10    

  :   الطريقة الثانية

 𝑥 و 𝑦 عددان صحٌحان طبٌعٌان غٌر منعدمان . 

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا غٌر منعدم 𝑛لٌكن 

 . عدد زوجً 𝑛 عدد فردي أو 𝑛إذن 

𝑛:  ٌعنً  ≡ 𝑛  أو   2  1 ≡ 0  2 .   

 :  ٌعنً 
𝑛𝑥 ≡ 1  2 

𝑛𝑦 ≡ 1  2 
   أو   

𝑛𝑥 ≡ 0  2 

𝑛𝑦 ≡ 0  2 
 .   

𝑛𝑥 :  ٌعنً  − 𝑛𝑦 ≡ 𝑛𝑥   أو   2  0 − 𝑛𝑦 ≡ 0  2 .   

𝑛𝑥  ٌقسم العدد  2و بالتالً  − 𝑛𝑦 .   

𝑛𝑥  ٌقسم العدد  5و لقد علمنا من قبل أن العدد  − 𝑛𝑦 .   

 
  
 

  
 

 

 عدد زوجً 
عدد زوجً

−  عدد زوجً 
عدد زوجً

=  زوجً  

 

عددزوجً

 عدد 
عدد فردي

−  عدد زوجً 
عدد فردي

=  زوجً  

 

عددفردي

 عدد 
عدد زوجً

−  عدد فردي 
عدد زوجً

=  زوجً  

 

عددفردي

 عدد 
عدد فردي

−  عدد فردي 
عدد فردي

= عدد زوجً  

  

195 ∧ 143 = 13 

𝑐 

13 52 

𝑦 
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 التمرين الثالث 4  

 التمرين الرابع  1  

 التمرين الرابع 2 أ 

 التمرين الرابع 2 ب 

 التمرين الرابع 3  

 التمرين الرابع 4  

   . 𝒞𝑛  و المنحنى    تحدٌد الوضع النسبً للمستقٌم 

= 𝑓𝑛 𝑥:  لدٌنا   𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
∶ 𝐷   و    𝑦 = 𝑥   

 . بأكمله ℝ على  𝐷  ٌوجد فوق المستقٌم  𝒞𝑛 إذن 

− 𝑓𝑛 𝑥 :    و لدٌنا  𝑦 =  𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
 − 𝑥 =

𝑒−𝑥

𝑛
> 0  ;   ∀𝑥𝜖ℝ 

− 𝑓𝑛:  و لدٌنا  ln 𝑛 = − ln 𝑛 +
1

𝑛
 𝑒ln 𝑛 = ln  

𝑒

𝑛
    

ℝ.  𝑓𝑛 عنصرا من 𝑥لٌكن 
′ 𝑥 = 1 −

𝑒−𝑥

𝑛
=

𝑛 − 𝑒−𝑥

𝑛
 

𝑥:  إذا كان  = − ln 𝑛 فإن    :𝑓𝑛
′ 𝑥 = 0   

𝑥:  إذا كان  > − ln 𝑛 فإن    :𝑓𝑛
′ 𝑥 > 0   

𝑥:  إذا كان  < − ln 𝑛 فإن    :𝑓𝑛
′ 𝑥 < 0   

𝒙 − ln 𝑛  

ln  
𝑒

𝑛
  

−∞ 

𝑓𝑛  

− 𝑓𝑛
′(𝑥) 0 + 

+∞ 

+∞ +∞ 

  ∆  

 𝓒𝟑  

,𝑥 لٌكن  𝑦  حلا للمعادلة  𝐸 .  

;   𝑘𝜖ℤ∃ :  إذن    𝑥 = 15𝑘 − 1    𝑒𝑡    𝑦 = 11𝑘 − 1   

15𝑘 :  نلاحظ أن  − 1 ≡  11𝑘 − 1   4    

15𝑘 :  و ذلك لأن  − 1 −  11𝑘 − 1 = 4𝑘 = 0  4    

𝑥:  إذن  ≡ 𝑦  4    

𝑛𝑥 :  (ب (3و منه حسب نتٌجة السؤال  ≡ 𝑛𝑦   10 .   

 . لهما نفس رقم الوحدات فً نظمة العد العشري 𝑛𝑦 و 𝑛𝑥: هذا ٌعنً أن 

𝑛𝑥:  أو بتعبٌر أوضح نضع  = 𝛼𝛽    
𝑛𝑦  و   10  = 𝑚𝑠     10    

  .𝑠 هو الرقم 𝑛𝑦 و رقم وحدات العدد 𝛽 عو الرقم 𝑛𝑥رقم وحدات 

𝑛𝑥 ≡ 𝑛𝑦   10   ⟹   𝛼𝛽    
 10 ≡ 𝑚𝑠     10   10  

 ⟹    10𝛼 + 𝛽 ≡  10𝑚 + 𝑠   10  

 ⟹   𝛽 ≡ 𝑠  10  

 ⟹   𝛽 = 𝑠   ;   𝑐𝑎𝑟 𝑠 > 10  𝑒𝑡  𝛽 < 10 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
 =  +∞ +

1

𝑛
𝑒−∞  

=  +∞ +
1

𝑛
 0 = +∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
 = lim

𝑥→−∞
𝑒−𝑥  𝑥 𝑒𝑥 +

1

𝑛
  

=  +∞  0− +
1

𝑛
 = +∞ 

limإذن من النهاٌتٌن   𝑓𝑛 𝑥 = lim  و  ∞+
𝑓𝑛  𝑥 

𝑥
=   نستنتج أن ∞−

  .∞−  ٌقبل فرعا شلجمٌا فً اتجاه محور الأراتٌب بجوار  𝒞𝑛 المنحنى  

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 = +∞ ∶ lim :    إذن ٌجب علٌنا حساب  لدٌنا  
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 

𝑥
 

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→−∞

1

𝑥
 𝑥 +

𝑒−𝑥

𝑛
  

= lim
𝑥→−∞

 1 +
1

𝑛
∙

1

𝑥𝑒𝑥
  

=  1 +
1

𝑛
∙

1

0−
 = −∞ 

−∞ −∞ 

 :   لقد استعملنا الخاصٌة التالٌة  : ملاحظة

  
𝑎/𝑏
𝑐/𝑏 

𝑎 ∧ 𝑐 = 1

   ⟹   𝑎𝑐/𝑏 

2:  و لدٌنا كذلك  ∧ 5 = 1.   

2:  نستنتج إذن أن  × 𝑛𝑥   ٌقسم  5 − 𝑛𝑦    

𝑛𝑥 /10:  أي  − 𝑛𝑦  .   و منه  :𝑛𝑥 ≡ 𝑛𝑦   10    

∞+lim:  لنحسب النهاٌة التالٌة 
𝑓𝑛  𝑥 

𝑥
   

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞

1

𝑥
 𝑥 +

𝑒−𝑥

𝑛
  

= lim
𝑥→+∞

 1 +
1

𝑛
∙

1

𝑥𝑒𝑥
  

=  1 +
1

𝑛
∙

1

𝑥𝑒𝑥
 = 1 

𝑦 ذو المعادلة   𝐷 إذن المستقٌم  = 1𝑥 +    𝒞𝑛   مقارب مائل للمنحنى  0

   .∞+بجوار  

lim
𝑥→+∞

 𝑓𝑛 𝑥 − 1𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
− 𝑥  ∶  و لدٌنا  

= lim
𝑥→+∞

 
𝑒−𝑥

𝑛
 =

0

𝑛
= 0 

 :    إذن نحن أمام الوضعٌة التالٌة 

 
 
 

 
 

 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 = +∞

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 

1
= 1

lim
𝑥→+∞

 𝑓𝑛 𝑥 − 1𝑥 = 0

  

𝐷 
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 التمرين الرابع 5 أ 

 التمرين الرابع 5 ب 

  : المرحلة الأولى

−  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓𝑛لدٌنا  ln 𝑛 ; +∞    

𝑛من أجل   ≥ ln  وجدنا أن  3 𝑛 >
𝑒

𝑛
−:  إذن   .  ln 𝑛 <

−𝑒

𝑛
   

 :  و منه 
−𝑒

𝑛
; +∞ ⊂  − ln 𝑛 ;  +∞    

 التمرين الرابع 5 ج 

 التمرين الرابع 6 أ 

 التمرين الرابع 6 ب 

,0   المعرفة على المجال 𝜑نعتبر الدالة العددٌة    :     بما ٌلً  ∞+

 𝜑  0  دالة قابلة للاشتقاق على المجال;   لأنها عبارة عن فرق دالتٌن  ∞+

;0 قابلتٌن للاشتقاق على المجال   = 𝜑′ 𝑥:  و لدٌنا    . ∞+
𝑥+𝑒

𝑥2 > 0   

;0  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝜑إذن  +∞ .   

≈ 𝜑 3:  و لدٌنا  0,2 > 0   

 :    كما ٌلً 𝜑نحصل إذن على جدول تغٌرات الدالة 

𝑥∀ :  نلاحظ من خلال هذا الجدول أن  ≥ 3   ;   𝜑 𝑥 > 0  

𝑛 ∀ :  إذن  ≥ 3   ;   𝜑 𝑛 > 0   

𝑛 ∀ :  ٌعنً  ≥ 3   ;  ln 𝑛 >
𝑒

𝑛
   

𝜑 𝑥 = ln 𝑥 −
𝑒

𝑥
 

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 ln 𝑥 −
𝑒

𝑥
 = +∞ ∶  و لدٌنا  

lim
𝑥→0+

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→0+

 ln 𝑥 −
𝑒

𝑥
 = −∞ ∶  و لدٌنا  

𝑥 3 

0,2 

0 

𝜑 

+ + 

+∞ 

−∞ 

+∞ 

𝜑′ 𝑥  

 . دالة متصلة على ٌمٌن الصفر 𝑔إذن 

lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0+

 −1 − 𝑥 ln 𝑥 = −1 − 0+ ln 0+  

= −1 − 0+ −∞ = 𝐹𝑜𝑟𝑚𝑒 𝑖𝑛𝑑é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛é𝑒 

lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0+

 −1 − 𝑥 ln 𝑥  

= −1 − lim
𝑥→0+

 𝑥 ln 𝑥 = −1 − 0 = −1 = 𝑔(0) 

  دالة تزاٌدٌة قطعا على  𝑓𝑛أي أن 
−𝑒

𝑛
; +∞    

  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على  𝑓𝑛و بالأخص 
−𝑒

𝑛
, 0 ,          

 :  لأن 
−𝑒

𝑛
; 0 ⊂  

−𝑒

𝑛
; +∞    

  تقابل من المجال 𝑓𝑛و بالتالً 
−𝑒

𝑛
, 𝑓𝑛 نحو المجال   0   

−𝑒

𝑛
, 0  .   

= 𝑓𝑛 0     2 :  من جهة ثانٌة لدٌنا 
1

𝑛
> 0.   

𝑓𝑛                                               و لدٌنا كذلك  
−𝑒

𝑛
 =

−𝑒

𝑛
+

1

𝑛
𝑒

𝑒

𝑛  

. 

⟹   𝑓𝑛  
−𝑒

𝑛
 < 0     3  

𝑛 ≥ 3  ⟹   
𝑒

𝑛
≤

𝑒

3
< 1   ⟹   

𝑒

𝑛
< 1 

   ⟹   𝑒
𝑒
𝑛 < 𝑒 

   ⟹   
𝑒

𝑒
𝑛

𝑛
<

𝑒

𝑛
 

 
  ⟹   

𝑒
𝑒
𝑛

𝑛
−

𝑒

𝑛
< 0 

 

!∃:  أو بتعبٌر آخر   𝑥𝑛  𝜖  −∞; − ln 𝑛   ;   𝑓𝑛 𝑥𝑛 = 0   

!∃:  أي   𝑥𝑛 ≤ − ln 𝑛   ;   𝑓𝑛 𝑥𝑛 = 0   

− 𝑓𝑛 0     4 :  نستنتج أن  (3)و  (2)من النتٌجتٌن  𝑓𝑛  
−𝑒

𝑛
 < 0   

 :    نستنتج حسب مبرهنة القٌم الوسطٌة أن  (4)و  (1)و من النتٌجتٌن 

   :المرحلة الثانية

;∞−  دالة متصلة قطعا على  𝑛لدٌنا  − ln 𝑛 .   

;∞−  تقابل من  𝑓𝑛إذن  − ln 𝑛   نحو صورته  𝑓𝑛   −∞; − ln 𝑛     

;∞−   𝑓𝑛و لدٌنا     − ln 𝑛   =  ln  
𝑒

𝑛
 ; +∞    

;∞−  تقابل من المجال  𝑓𝑛إذن  − ln 𝑛   نحو المجال   ln  
𝑒

𝑛
 ; +∞   

. 

;∞−  من المجال  𝑥𝑛 ٌمتلك سابقا واحدا 0إذن  − ln 𝑛  بالتقابل  𝑓𝑛.  

∃!  𝑦𝑛  𝜖  
−𝑒

𝑛
 ; 0   ;   𝑓𝑛 𝑦𝑛 = 0 

𝑛 ≥ 3  ⟹  ln 𝑛 ≥ ln 3 ≈ 1,09 > 1 
⟹  ln 𝑛 > 1 

⟹  1 − ln 𝑛 < 0 

⟹  ln 𝑒 − ln 𝑛 < 0 

⟹  ln  
𝑒

𝑛
 < 0 

⟹  0 𝜖  ln  
𝑒

𝑛
 ; +∞  

𝑓𝑛 𝑥𝑛 = 0  ⟹   𝑥𝑛 +
𝑒−𝑥𝑛

𝑛
= 0 ⟹   𝑥𝑛 =

−𝑒−𝑥𝑛

𝑛
 

⟹   
−1

𝑥𝑛
= 𝑛𝑒−𝑥𝑛      ∗  

⟹   𝑔  
−1

𝑥𝑛
 = 𝑔 𝑛𝑒−𝑥𝑛       

= −1 − 𝑛𝑒𝑥𝑛 ln 𝑛 𝑒𝑥𝑛   

= −1 −
−1

𝑥𝑛
ln 𝑛 𝑒𝑥𝑛   

−𝑒

𝑛
≤ 𝑦𝑛 ≤ 0  ⟹   

−𝑒

𝑛 
≤ 𝑦𝑛 ≤ 0  ⟹   lim

𝑛∞
 𝑦𝑛 = 0 

𝒏∞ 

𝟎 

𝒏∞ 

𝟎 

𝑥𝑛 ≤ − ln 𝑛   ⟹   𝑥𝑛 ≤ ln  
1

𝑛
    ⟹   𝑥𝑛 ≤ ln  

1

𝑛
 

   
 

  ⟹   lim
𝑛∞

 𝑥𝑛 = −∞ 

𝒏∞ 

−∞ 

𝑓 
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 التمرين الرابع 6 ج 

 الخامس التمرين  1  

 الخامسالتمرين  2 أ 

 الخامسالتمرين  2 ب 

 الخامسالتمرين  3  

 الخامسالتمرين  4 أ 

𝑔  
−1

𝑥𝑛
 =

ln 𝑛

𝑥𝑛
  ⟹   lim

𝑛∞
𝑔  

−1

𝑥𝑛
 = lim

𝑛∞
 

ln 𝑛

𝑥𝑛
  

⟹    𝑔  
−1

lim
𝑛∞

 𝑥𝑛 
 = lim

𝑛∞
 

ln 𝑛

𝑥𝑛
    

⟹    𝑔 0 = lim
𝑛∞

 
ln 𝑛

𝑥𝑛
    

⟹   −1 = lim
𝑛∞

 
ln 𝑛

𝑥𝑛
    

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 ≤ 1  ⟹   0 ≤ 2𝑡 + 1 ≤ 2𝑥 + 1 

⟹   1 ≤ 2𝑡 + 1 ≤ 2𝑥 + 1 

⟹   
1

2𝑥 + 1
≤

1

2𝑡 + 1
≤ 1 

   . 0,1  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن 

2

𝑥2
  

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =
1

𝑥2
  

2𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
  

2𝑡 + 1 − 1

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
  

2𝑡 + 1

1 + 2𝑡
−

1

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
 1

𝑥

0

𝑑𝑡 −
1

2𝑥2
  

2

2 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  
1

𝑥2
  𝑡 0

𝑥 −  
1

2𝑥2
  ln 2𝑡 + 1  0

𝑥  

=  
1

𝑥2
 𝑥 −  

1

2𝑥2
  ln 2𝑥 + 1 − ln 1  

=
1

𝑥
−

ln 2𝑥 + 1 

2𝑥2
= 𝐹 𝑥  

  
2𝑡

2𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =   2𝑡  
𝑢 ′ (𝑡)

∙  
1

2𝑡 + 1
 

       
𝑣(𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  𝑢 𝑡 𝑣(𝑡) 0
𝑥 −  𝑢 𝑡  𝑣 ′(𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  
𝑡2

2𝑡 + 1
 

0

𝑥

−  
−2𝑡2

 2𝑡 + 1 2

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
𝑥2

2𝑥 + 1
+ 2   

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 

فً البداٌة نلاحظ أن الدالة   ∶ 𝑥 →
𝑥

1+2𝑥
/ℝ  متصلة على    

−1

2
    

0 حٌث      ;0 إذن فهً متصلة على كل مجال  ≤ 𝑥 ≤ 1.   

 :    و تحقق 𝐻 تقبل دالة أصلٌة نرمز لها بالرمز إذن 

  

𝐻′ 𝑥 =  𝑥                    

𝐻 𝑥 =   
𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡
  

𝐹 𝑥 =
2

𝑥2
  

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =
2

𝑥2
𝐻 𝑥  

⟹   𝐹′ 𝑥 =   
2

𝑥2
 𝐻 𝑥  

′

 

=  
2

𝑥2
 
′

𝐻 𝑥 +  
2

𝑥2
 𝐻′ 𝑥  

=
−4𝑥

𝑥4
  

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 +
2

𝑥2
 

𝑥

1 + 2𝑥
  

=
−2

𝑥3
  

2𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 +
2

𝑥 1 + 2𝑥 
 

=
−2

𝑥3
 

𝑥2

2𝑥 + 1
+ 2   

𝑡

1 + 2𝑡
 

2𝑥

0

 𝑑𝑡 +
2

𝑥 1 + 2𝑥 
 

=
−2

𝑥 1 + 2𝑥 
−

4

𝑥3
  

𝑡

1 + 2𝑡
 

2𝑥

0

+
2

𝑥 1 + 2𝑥 
 

= −
4

𝑥3
  

𝑡

1 + 2𝑡
 

2𝑥

0

 

𝑔  
−1

𝑥𝑛
 =

ln 𝑛

𝑥𝑛
 ∶  و بالتالً  

= −1 +
1

𝑥𝑛

 ln 𝑛 + 𝑥𝑛  

= −1 +
ln 𝑛

𝑥𝑛
+ 1 

=
ln 𝑛

𝑥𝑛
 

1

2𝑥 + 1
≤

1

2𝑡 + 1
≤ 1  ⟹   

𝑡

2𝑥 + 1
≤

𝑡

2𝑡 + 1
≤ 𝑡  ;   𝑡 ≥ 0 

⟹  
2

𝑥2
  

𝑡

2𝑥 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
2

𝑥2
  

𝑡

2𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
2

𝑥2
 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡  

𝑐𝑎𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡𝑒𝑠 𝑐𝑒𝑠 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠 

 𝑠𝑢𝑟  0, +∞  𝑒𝑡 0 < 𝑥 

⟹  
2

𝑥2 2𝑥 + 1 
 
𝑡2

2
 

0

𝑥

 ≤ 𝐹(𝑥) ≤
2

𝑥2
 
𝑡2

2
 

0

𝑥

  

⟹  
2𝑥2

2𝑥2 2𝑥 + 1 
 ≤ 𝐹(𝑥) ≤

2

𝑥2
∙
𝑥2

2
  

⟹  
1

2𝑥 + 1
 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 1  

⟹   
1

2𝑥 + 1
 

       
 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 1   

⟹  lim
𝑥→0+

𝐹 𝑥 = 1 = 𝐹 0   

⟹  𝐹 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 à 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒 𝑒𝑛 0  

𝟏 
𝒙 → 𝟎+ 

𝒙 → 𝟎+ 

𝟏 

𝑥 
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 الخامسالتمرين  4 ج 

 الخامسالتمرين  4 ب 

1

2𝑥 + 1
≤

1

2𝑡 + 1
≤ 1  ⟹    

𝑡

2𝑥 + 1
 ≤  

𝑡

2𝑡 + 1
 ≤ 𝑡  ;   𝑡 ≥ 0 

⟹    
𝑡

2𝑥 + 1
 

2

≤  
𝑡

2𝑡 + 1
 

2

≤ 𝑡2   ;    
𝑡 ≥ 0
𝑥 ≥ 0

  

⟹     
𝑡

2𝑥 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 ≤   
𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡  

⟹   
−4

𝑥3
  

𝑡

2𝑥 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 ≥ 𝐹′  𝑥  ≥
−4

𝑥3
 𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡  

⟹   
−4

𝑥3 2𝑥 + 1 2
 
𝑡3

3
 

0

𝑥

≥ 𝐹′  𝑥  ≥
−4

𝑥3
 
𝑡3

3
 

0

𝑥

  

⟹   
−4

3 2𝑥 + 1 2
≥ 𝐹′  𝑥  ≥

−4

3
  

,0  دالة متصلة على المجال 𝐹نلاحظ أن  𝑥   و قابلة للاشتقاق على المجال 

 0, 𝑥   لأنها عبارة عن جداء دالتٌن متصلتٌن و قابلتٌن للاشتقاق على  

 0;  :    حسب مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة : إذن    . ∞+

 

 : إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

𝐹 𝑥 =
2

𝑥2
  

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =
2

𝑥2
𝐻 𝑥  ∶  لدٌنا  

∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥   ;   
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
= 𝐹′ 𝑐  

∀ 𝑥 𝜖  0,1   ;   
−4

3
≤ 𝐹′ 𝑥 ≤

−4

3 1 + 2𝑥 2
 ∶  بما أن  

−4

3
≤ 𝐹′ 𝑐 ≤

−4

3 1 + 2𝑥 2
  ∶  فإن   

0 < 𝑐 < 𝑥 < 1  ∶  و ذلك لأن   

  
−4

3
≤

𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
≤

−4

3 1 + 2𝑥 2
  ∶  و منه   

  lim
𝑥→0+

 
−4

3 1 + 2𝑥 2
 =

−4

3
   ∶   لدٌنا   

  
−4

3 
≤

𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
≤

−4

3 1 + 2𝑥 2       
 

−𝟒

𝟑
 

𝒙 → 𝟎+ 𝒙 → 𝟎+ 

−𝟒

𝟑
 

و العدد المشتق على .  قابلة للاشتقاق على الٌمٌن فً الصفر 𝐹و بالتالً 

𝐹𝑑ٌمٌن الصفر هو  
′  0 =

−4

3
.   

  lim
𝑥→0+

 
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
 =

−4

3
   

 :إذن حسب خاصٌات الترتٌب و النهاٌات نستنتج أن 
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𝐈  1  التمرين الأول 

 

𝐈  2  التمرين الأول 

𝐈  3  التمرين الأول 

𝐈𝐈  1  التمرين الأول 

𝐈𝐈 التمرين الأول  2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الأول  2 ب 

= 𝑥 و بالتالً المعادلة   𝑀 𝑦        ًتقبل حلا وحٌدا فℝ∗  و هو 𝑦.   
, 𝑀 𝑦  𝜖 𝐸 ∀ :  أو بتعبٌر آخر   ∃! 𝑥 = 𝑦𝜖ℝ∗  ∶   𝜑 𝑥 = 𝑀 𝑦    

   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تقابل من  𝜑إذن 

   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل تقابلً من  𝜑 : خلاصة

𝐈𝐈 التمرين الأول  2 ج 

𝐈 التمرين الثاني  1 أ 

 1 +
2

3
𝑖 

2

= 1 −
4

9
+

4𝑖

3
 =

5

9
+

4

3
𝑖 =

1

3
 

5

3
+ 4𝑖  

  .𝐼 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ⊥إذن 

𝑥, 𝑦 𝜖  1; +∞   ⟹   𝑥 ≥ 1  𝑒𝑡  𝑦 ≥ 1 

⟹    𝑥 ≥ 1  𝑒𝑡   𝑦 ≥ 1 

⟹    𝑥 +  𝑦 − 1 ≥ 1   

⟹     𝑥 +  𝑦 − 1 
2

≥ 1   

⟹    𝑥 ⊥ 𝑦  𝜖  1; +∞  

𝐼 عنصرٌن من المجموعة  𝑦 و 𝑥لٌكن  =  1; +∞ .   

,𝑥 ∀:  إذن  𝑦 𝜖  1; +∞   ;   𝑥 ⊥ 𝑦 = 𝑦 ⊥ 𝑥   

  .𝐼 قانون تبادلً فً المجموعة ⊥و بالتالً 

𝐼 ثلاثة عناصر من المجال  𝑧 و 𝑦 و 𝑥لٌكن  =  1; +∞    

𝐼 قانون تجمٌعً فً  ⊥إذن  =  1; +∞ .   

𝑥 ⊥ 𝑦 =   𝑥 +  𝑦 − 1 
2

=   𝑦 +  𝑥 − 1 
2

= 𝑦 ⊥ 𝑥 

 𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 ⊥ 𝑦 +  𝑧 − 1 
2
 

=   𝑥 +  𝑦 − 1 +  𝑧 − 1 
2
 

=   𝑥 +   𝑦 +  𝑧 − 1 − 1 
2
 

=   𝑥 +  𝑦 ⊥ 𝑧 − 1 
2
 

= 𝑥 ⊥  𝑦 ⊥ 𝑧  

𝐼 فً المجموعة ⊥ العنصر المحاٌد للقانون 𝜀لٌكن  =  1; +∞ .  

𝑥 فً حالة   +  𝜀 − 1 = − 𝑥 لدٌنا    :𝜀 =  1 − 2 𝑥 
2

   

𝑥 :  لكن  ≥ 1   ;    1 − 2 𝑥 
2

≤ 1 :  إذن    1 − 2 𝑥 
2

 ∉ 𝐼   

𝑥 و فً حالة   +  𝜀 − 1 =  𝑥.    لدٌنا  :𝜀 = 1 𝜖  1; +∞    

 . و نعلم أن العنصر المحاٌد إن وجد ٌكون دائما وحٌدا

  .𝐼 هو العنصر المحاٌد للقانون  فً المجموعة 1إذن 

⟹    ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝑥 ⊥ 𝜀 = 𝜀 ⊥ 𝑥 = 𝑥 

⟹    ∀𝑥𝜖𝐼   ;     𝑥 +  𝜀 − 1 
2

= 𝑥 

⟹    ∀𝑥𝜖𝐼   ;    𝑥 +  𝜀 − 1 = ± 𝑥 

  .𝐸  مصفوفتٌن من  𝑀 𝑏  و   𝑀 𝑎لتكن  

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من المجموعة  𝐸إذن 

𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏 =  𝑎 2 𝑎 − 1 
0 1

 ×  𝑏 2 𝑏 − 1 
0 1

  

=  𝑎𝑏 2 𝑎𝑏 − 1 
0 1

 = 𝑀 𝑎𝑏  𝜖 𝐸 

   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل من  𝜑إذن 

   . ×,𝐸   عنصرا من   𝑀 𝑦لٌكن  

   .∗ℝ عنصرٌن من  𝑦 و 𝑥لٌكن 

𝜑 𝑥 × 𝑦 = 𝑀 𝑥𝑦 = 𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑦 = 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦  

= 𝑥   المعادلة  ∗ℝو لنحل فً   𝑀 𝑦  ذات المجهول  𝑥 التالٌة : 

  𝜑 𝑥 = 𝑀 𝑦   ⟺   𝑀 𝑥 = 𝑀 𝑦  

  ⟺    
𝑥 2 𝑥 − 1 
0 1

 =  
𝑦 2 𝑦 − 1 

0 1
  

  ⟺   𝑥 = 𝑦 

نعلم أن التشاكل التقابلً ٌحافظ على البنٌة الجبرٌة لمجموعة الإنطلاق 

 .و ٌحولها إلى مجموعة الوصول 

   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل تقابلً من  𝜑لدٌنا 

  انطلاقا من البنٌة الجبرٌة لـ   ×,𝐸 نستنتج إذن البنٌة الجبرٌة لـ  

 ℝ∗,×  ًو ذلك عبر التشاكل التقابل  𝜑.  

 . 1  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد هو العدد الحقٌقً  ×,∗ℝ لدٌنا  

 ٌقبل 𝑥و كل عنصر 
1

𝑥
 . كمماثل 

   𝜑 1  زمرة تبادلٌة كذلك عنصرها المحاٌد هو المصفوفة   ×,𝐸 :  إذن 

𝑀 تقبل مماثلة و هً المصفوفة   𝑀 𝑥و كل مصفوفة   
1

𝑥
 .   

 
 
 

 
 

 

𝜑 1 = 𝑀 1 =  
1 0
0 1

 = 𝐼             

𝜑  
1

𝑥
 = 𝑀  

1

𝑥
 =  

1

𝑥
2  

1

𝑥
− 1 

0 1

 

  

   . ×,𝐸   زمرة جزئٌة من  ×,𝐻 إذن  

   .𝐸 جزء غٌر فارغ من 𝐻إذن 
1 0
0 1

 𝜖 𝐻 ∶  و لدٌنا  

𝐻 2  مصفوفتٌن من𝑛 2𝑛+1 − 2
0 1

2𝑚   و    2𝑚+1 − 2
0 1

 لتكن   

 2𝑛 2𝑛+1 − 2
0 1

 ×  2𝑚 2𝑚+1 − 2
0 1

 
−1

 

=  2𝑛−𝑚 2𝑛−𝑚+1 − 2
0 1

  𝜖 𝐻 

𝐻𝑛  𝜖 𝐻  ⟹   𝐻𝑛 =  2𝑛 2𝑛+1 − 2
0 1

  

⟹   𝐻𝑛 =  2𝑛 2 2𝑛 − 1 
0 1

  

⟹   𝐻𝑛 =  𝑥 2 𝑥 − 1 
0 1

   ;   𝑥 = 2𝑛  

1 إذن العدد العقدي   +
2

3
𝑖  حل للمعادلة   𝐸 .  

 1 +
2

3
𝑖 

2

− 4  1 +
2

3
𝑖  1 +

2

3
𝑖 +  

5

3
+ 4𝑖  

=  1 +
2

3
𝑖 

2

− 4  1 +
2

3
𝑖 

2

+ 3  1 +
2

3
𝑖 

2

 

= 4  1 +
2

3
𝑖 

2

− 4  1 +
2

3
𝑖 

2

= 0 

𝜑 
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𝐈 التمرين الثاني 1 ب 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 1 ب 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 1 ج 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 أ 

𝑎𝑧2 هما حلا المعادلة  𝑧2 و 𝑧1إذا كان  : تذكير + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0  

𝑧1فإن   + 𝑧2 =
−𝑏

𝑎
𝑧1𝑧2  و   =

𝑐

𝑎
.   

𝑧1𝑧2:  نستعمل العلاقة  =
𝑐

𝑎
 :     نحصل على 

𝑧1𝑧2 =  
5

3
+ 4𝑖   ⟹   𝑧2 =

 
5
3

+ 4𝑖 

 1 +
2
3

𝑖 
 

  ⟹   𝑧2 =
 

5
3

+ 4𝑖  1 −
2
3

𝑖 

 1 +
2
3

𝑖  1 −
2
3

𝑖 
 

  ⟹   𝑧2 =
9

13
 

13

3
+

26

9
𝑖  

  ⟹   𝑧2 = 3 + 2𝑖 

  ⟹   𝑧2 = 3  1 +
2

3
𝑖  

  ⟹   𝑧2 = 3 𝑧1 

𝑃:  لدٌنا  = 𝑟 𝐴  إذن حسب الكتابة العقدٌة للدوران  𝑟 نجد : 

 𝑧𝑃 − 𝑧Ω = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧𝐴 − 𝑧Ω  

⟺    𝑝 − 𝜔 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎 − 𝜔  

⟺   𝑝 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎 − 𝜔 + 𝜔     1  

𝐵:  لدٌنا : و بنفس الطرٌقة  = 𝑟 𝑄   

𝐵 = 𝑟 𝑄   ⟺     𝑧𝐵 − 𝑧Ω = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧𝑄 − 𝑧Ω  

⟺    𝑏 − 𝜔 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑞 − 𝜔  

⟺   𝑞 𝑒
𝑖𝜋
3 =  𝑏 − 𝜔 + 𝜔 𝑒

𝑖𝜋
3  

⟺   𝑞 =  𝑒
−𝑖𝜋

3  𝑏 − 𝜔 + 𝜔     2  

 :   فً البداٌة لدٌنا الأشٌاء التالٌة 

cos  
−4𝜋

3
 = cos  

4𝜋

3
 = cos  𝜋 +

𝜋

3
 = − cos  

𝜋

3
  

sin  
−4𝜋

3
 = −sin  

4𝜋

3
 = −sin  𝜋 +

𝜋

3
 = sin  

𝜋

3
  

1 − 𝑒
𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

    =
𝑒

4𝑖𝜋
3  𝑒

−4𝑖𝜋
3 − 𝑒−𝑖𝜋 

 1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3  

 

=
𝑒

4𝑖𝜋
3  cos  

−4𝜋
3

 + 𝑖 sin  
−4𝜋

3
 + 1 

 1 − cos  
−𝜋
3

 − 𝑖 sin  
−𝜋
3

  
 

=
𝑒

4𝑖𝜋
3  − cos  

𝜋
3
 + 𝑖 sin  

𝜋
3
 + 1 

 1 − cos  
𝜋
3
 + 𝑖 sin  

𝜋
3
  

= 𝑒
4𝑖𝜋

3  

𝑞      4                              : إذن  − 𝑏 =  1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3   𝜔 − 𝑏    

= 𝜔  1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3  + 𝑏  𝑒
−𝑖𝜋

3 − 1  

=  1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3   𝜔 − 𝑏  

 
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
 =  

1 − 𝑒
𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

  
𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 =  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
  𝑒

4𝑖𝜋
3  ∶  و لدٌنا  

 
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
 =  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
  𝑒

4𝑖𝜋
3  ∶   إذن  

𝑞                             :و لدٌنا  − 𝑏 = 𝜔 + 𝑏 𝑒
−𝑖𝜋

3 − 𝜔 𝑒
−𝑖𝜋

3 − 𝑏 

أ نستعمل نتٌجة السؤال     1  𝐼𝐼 :  

𝑝                                      :لدٌنا  − 𝑎 = 𝜔 + 𝑎 𝑒
𝑖𝜋

3 − 𝜔 𝑒
𝑖𝜋

3 − 𝑎 

= 𝜔  1 − 𝑒
𝑖𝜋
3  + 𝑎  𝑒

𝑖𝜋
3 − 1  

=  1 − 𝑒
𝑖𝜋
3   𝜔 − 𝑎  

𝑝      3                            :إذن  − 𝑎 =  1 − 𝑒
𝑖𝜋

3   𝜔 − 𝑎    

 
1 − cos  

2𝜋
3

 + 𝑖 sin  
2𝜋
3

 

1 − cos  
𝜋
3
 − 𝑖 sin  

𝜋
3
 

=
1 +

1
2

+ 𝑖
 3
2

1 −
1
2

− 𝑖
 3
2

 

=
3 + 𝑖 3

1 − 𝑖 3
=

 3 + 𝑖 3  1 + 𝑖 3 

 1 − 𝑖 3  1 + 𝑖 3 
 

=
1

4
 3 + 𝑖 3  1 + 𝑖 3 = 𝑖  3 

 ننطلق من العلاقة  
𝜔−𝑎

𝜔−𝑏
 = 𝑒

4𝑖𝜋

 (5)  و نستعمل العلاقة 3

𝑝 :  إذن  − 𝑎 =  𝑞 − 𝑏  ًٌعن    :𝐴𝑃      = 𝐵𝑄         

  𝐴𝑃𝐵𝑄و منه نستنتج حسب التعرٌف المتجهً لمتوازي الأضلاع أن  

 .متوازي الأضلاع 

و العلاقة    (3)فً هذا السؤال نستعمل النتٌجة 
𝜔−𝑎

𝜔−𝑏
= 𝑒

2𝑖𝜋

3   

𝜔 :  هذه العلاقة تصبح  − 𝑏 = 𝑒
−2𝑖𝜋

3  𝜔 − 𝑎    

 
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
 =  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
  𝑒

4𝑖𝜋
3 = 𝑒

2𝑖𝜋
3 × e

4iπ
3 = 𝑒2𝑖𝜋 = 1  

 𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎 −  𝜔 − 𝑏  

=  𝜔 − 𝑎 − 𝑒
−2𝑖𝜋

3  𝜔 − 𝑎  

=  𝜔 − 𝑎  1 − 𝑒
−2𝑖𝜋

3   

⟹   
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

 𝜔 − 𝑎  1 − 𝑒
−2𝑖𝜋

3  

 1 − 𝑒
𝑖𝜋
3   𝜔 − 𝑎 

=
1 − 𝑒

−2𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
𝑖𝜋
3

 

𝐈𝐈 التمرين الثاني 2 ب 
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 التمرين الثالث  1 أ 

 7 و 5 و 3 و 2 هً 503لدٌنا الأعداد الأولٌة التً مربعاتها أصغر من 

     .503 و لا أحد من هذه الأعداد ٌقسم العدد 19 و 17 و 13 و 11و 

 . عدد أولً 503إذن 

 التمرين الثالث 1 ب 

 . عددان أولٌان 503 و 7بما أن 

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡  : 7503−1فإنه حسب  ≡ 1  503    

7502:  ٌعنً  ≡ 1  503    

4 7502 :  ٌعنً  ≡ 14  503    

72008:  ٌعنً  ≡ 1  503    

 التمرين الثالث 2  

 التمرين الثالث 3 أ 

 التمرين الثالث 3 ب 

 التمرين الثالث 3 ج 

  .4 هو التفكٌك الأولً للعدد 22و لدٌنا .  عدد أولً 503لدٌنا 
503:  إذن  ∧ 4 = 1   

   .𝑁/503  و  𝑁/4:  و نعلم أن 

4:  إذن  × 503/𝑁 .   ً2012:  ٌعن/𝑁.   

𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈  2 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  1  التمرين الأول 

;1 لدٌنا     . 𝐸   حل خاص للمعادلة  8

𝑦 6 ٌقسم الجداء  49من هذه المتساوٌة نستنتج أن  − 8 .   

𝑦  ٌقسم  49إذن  − 72  لأن   8 ∧ 6 =   .𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  و ذلك حسب 1

;   𝑘𝜖ℤ∃ :  ٌعنً    𝑦 = 49𝑘 + 8   

49𝑘  بـ  𝑦نعوض  + 𝑥 49 نجد   ∗   فً  8 − 1 = 6 49𝑘    

𝑥:  ٌعنً  = 6𝑘 + 1   

6𝑘 نستنتج إذن أن الزوج   + 1; 49𝑘 +   . 𝐸   حل للمعادلة  8

6𝑘 49:  عكسٌا لدٌنا  + 1 − 6 49𝑘 + 8 = 1   

,𝑥 و لٌكن  𝑦  الحل العام للمعادلة  𝐸  .  إذن :    
  

49 × 1 − 6 × 8 = 1
49𝑥 − 6𝑦 = 1          

  

 :  ننجز عملٌة الطرح بٌن هاتٌن المعادلتٌن طرفا بطرف نجد 
 ∗     49 𝑥 − 1 = 6 𝑦 − 8  

 :     تُكتب على شكل  𝐸 و بالتالً مجموعة حلول المعادلة 

𝑆 =    6𝑘 + 1 ; 49𝑘 + 8   ;   𝑘𝜖ℤ   

𝑁:  ٌعنً  ≡ 0  4    

72008 :  (ب (1و لدٌنا حسب نتٌجة السؤال  ≡ 1  503    

72008 /503:  إذن  − 1     

72008 و نعلم أن   − 1 = 6𝑁  503/6  إذن𝑁.   

3 أولً و 503نعلم أن  × 6:   إذن 6 هو التفكٌك الأولً لـ 2 ∧ 503 = 1   

   𝑁/503:   نستنتج أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠و منه حسب 

𝑁:  و بالتالً  ≡ 0  503    

 :   نجمع جمٌع هذه المتوافقات طرفا بطرف نحصل على 

1 + 7 + 72 + ⋯ + 72006 + 72007 ≡ 0  4  

𝑥نلاحظ أنه إذا كان   = = 𝑔′ 𝑥  فإن  0 0.   

𝑥و إذا كان   ≥ ≤ 𝑔′ 𝑥  فإن  0 0.   
;0  دالة تزاٌدٌة على المجال  𝑔إذن  +∞ .    

𝑔′ 𝑥 =
1

1 + 𝑥
−  

 1 + 𝑥 − 𝑥

 1 + 𝑥 2
 =

𝑥

 1 + 𝑥 2
 ∶  لدٌنا  

 العدد الحقٌقً  𝑞  متتالٌة هندسٌة أساسها𝑞𝑛 𝑛𝜖ℕ نعلم أنه إذا كانت  

1:  فإن  . 1المخالف لـ  + 𝑞 + 𝑞2 + ⋯ + 𝑞𝑛 =
𝑞𝑛+1−1

𝑞−1
   

  .7  متتالٌة هندسٌة أساسها 7𝑛 𝑛𝜖ℕ لدٌنا  

1 + 7 + 72 + ⋯ + 72007 =
72007+1 − 1

7 − 1
                      ∶  إذن  

⟺   𝑁 =
72008 − 1

6
 

⟺   72008 − 6𝑁 = 1 

⟺   72 ∙ 72006 − 6𝑁 = 1 

⟺   49 ∙ 72006 − 6𝑁 = 1 
⟺    𝐸   72006   حل  للمعادلة , 𝑁  

  
1 ≡ 1  4    

7 ≡ −1  4 
    ∶  لدٌنا  

  
72 ≡ 1  4    

73 ≡ −1  4 
    ∶  و  لدٌنا  

  
74 ≡ 1  4    

75 ≡ −1  4 
    ∶  و  لدٌنا  

  
72006 ≡ 1  4    

72007 ≡ −1  4 
    ∶  و لدٌنا  

;𝑥 𝜖  0                                                  : لدٌنا  +∞   ⟹   𝑥 ≥ 0  

;𝑥 𝜖  0 ∀:   إذن  +∞   ;   𝑔 𝑥 ≥ 0  

⟹   𝑔 𝑥 ≥ 𝑔 0 = 0 

⟹   𝑔 𝑥 ≥ 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 ln 1 + 𝑒−𝑥   

= lim
𝑢→0+

𝑢=𝑒−𝑥

 
ln 1 + 𝑢 − ln 1 + 0 

𝑢 − 0
  

=  ln 1 + 𝑢  𝑢=0
′ =

1

1 + 0
= 1 

= lim
𝑥→+∞

 
ln 1 + 𝑒−𝑥 

𝑒−𝑥
  

 .  متوازي أضلاع و إحدى زواٌاه قائمة 𝐴𝑃𝑄𝐵و بما أن  

 .  مستطٌل 𝐴𝑃      إذن

                                                               : و بالتالً 
𝑏−𝑎

𝑝−𝑎
 = 𝑖 3  

⟹  arg  
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
 ≡ arg 𝑖 3   2𝜋  

⟹  arg  
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
 ≡

𝜋

2
  2𝜋  

⟹   𝐴𝑃      , 𝐴𝐵                ≡
𝜋

2
  2𝜋  

⟹  𝑃𝐴 𝐵   زاوٌة قائمة  

𝑄𝐵 
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𝐈𝐈  2 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  3 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  4 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  5 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  6 التمرين الرابع 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 7 أ 

∶ 𝑃𝑛 :    التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة    −1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 0   
𝑛من أجل   = 1−:    لدٌنا 0 ≤ 𝑢0 = 0 ≤ 0   

𝐈𝐈 التمرين الرابع 7 ب 

نستطٌع إذن تطبٌق .  بأكمله ℝ دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على 𝑓لدٌنا 

نختار المجال  . ℝمبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على أي مجال ٌوجد ضمن 

,𝛼  و الذي سوف نرمز له بالرمز  𝛼 و 𝑛الذي طرفاه  𝑢𝑛                                  

  .𝛼  أو 𝑢𝑛لأنه لا ندري من الأكبر هل  

𝒙 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

+∞ 

0 

1 

 

 𝓒  

 𝓒′  

 

 𝓒  

 𝓒′  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 ln 1 + 𝑒−𝑥   

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 ln  
𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥
  

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 ln 𝑒𝑥 + 1 − ln 𝑒𝑥   

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 ln  𝑒𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥 = 0 

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 ln  1 +
1

𝑒𝑥
  

𝟎− 𝟎+ 𝟎+ 

𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒𝑥 ln 1 + 𝑒−𝑥 + 𝑒𝑥  
−𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥
  

= 𝑒𝑥  ln 1 + 𝑒−𝑥 −  
−𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥
   

= 𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥  

;   +𝑥𝜖ℝ∀                                 : نعلم أن    𝑒𝑥 > 0   𝑒𝑡  𝑒−𝑥 > 0   

⟹    ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝑒𝑥 > 0   𝑒𝑡   𝑔 𝑒−𝑥 > 0 

⟹    ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥 > 0 

⟹    ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝑓′ 𝑥 > 0 

⟹   ℝ  تزاٌدٌة  قطعا على  𝑓 

𝑥 𝜖  −1,0   ⟹  −1 < 𝑥 < 0 

  ⟹   𝑒𝑥 < 1    𝑒𝑡    𝑒−𝑥 < 𝑒 

  ⟹   0 < 𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥 < 𝑔(𝑒) 

  ⟹   0 < 𝑓 ′(𝑥) < 𝑔(𝑒) 

,     تقابل من أي مجال إذن  𝑦  ٌوجد ضمن ℝ  نحو صورته بالدالة    
;1− نختار المجال  0 .  

;1−  تقابل من  إذن  ;𝑓  −1  نحو   0 0  .   

;  −1:  و لدٌنا  0  =   −1 ;  0  ≈  
−1

2
; ln 2    

  𝜖 0:  و بما أن 
−1

2
; ln 2    

;1−  فً المجال  فإن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا بالتقابل  0 .   

!∃:  و بتعبٌر آخر   𝛼 𝜖  −1; 0   ;    𝛼 = 0   

≠  −1:  و بما أن   0 ≠ 0    

!∃:  فإن   𝛼 𝜖  −1; 0   ;    𝛼 = 0   

!∃:  أي   𝛼 𝜖  −1; 0   ;   𝑓 𝛼 + 𝛼 = 0   

 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑥  ⟹   ′ 𝑥 = 𝑓 ′ 𝑥 + 1 > 1 > 0 

⟹   ℝ  تزاٌدٌة  قطعا على   

 𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  :  إذن حسب مبدأ الترجع 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً   −1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 0   

 .  صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة  
𝑃𝑚  و نفترض أن  ℕ عنصرا من 𝑚لٌكن   .  صحٌحة  
1−:  ٌعنً  ≤ 𝑢𝑚 ≤ 0   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  لدٌنا    𝑓 𝑥 ≥ 0     

𝑓 𝑢𝑚:  إذن   ≥ 0    1    

𝑢𝑚:  و لدٌنا حسب الافتراض  ≤ 0   

𝑓 𝑢𝑚إذن    ≤ ln   .ℝ تزاٌدٌة على 𝑓  لأن 2
𝑓 𝑢𝑚:  و منه   ≤ ln:    لأن 1 2 ≈ 0,6 < 1.   

0:  نستنتج أن  (2)و  (1)من النتٌجتٌن  ≤ 𝑓 𝑢𝑚  ≤ 1   

1−:  و منه  ≤ −𝑓 𝑢𝑚  ≤ 0   

1−:  ٌعنً  ≤ 𝑢𝑚+1 ≤ 0   

 .  صحٌحة  𝑃𝑚+1 و هذا ٌعنً أن العبارة 

 :    و بذلك نحصل على الوضعٌة التالٌة 
  
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                            
 𝑃𝑚   ⟹   𝑃𝑚+1   ;    ∀𝑚𝜖ℕ 

  

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;   
𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝑓 ′(𝑐) 

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;    
𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
 =  𝑓 ′ (𝑐)  

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;    𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼  =  𝑓 ′(𝑐) ∙  𝑢𝑛 − 𝛼  

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;    −𝑢𝑛+1 + 𝛼 =  𝑓 ′(𝑐) ∙  𝑢𝑛 − 𝛼  

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 =  𝑓 ′(𝑐) ∙  𝑢𝑛 − 𝛼  

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼  

𝑐𝑎𝑟 ∶   0 ≤ 𝑓 ′ 𝑥 ≤ 𝑔(𝑒) 

⟹    ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼  

𝑥 

𝑢 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 7 ج 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 7 د 

 الخامس التمرين  1  

 الخامسالتمرين  2 أ 

 الخامسالتمرين  3  

𝐹 1 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

1

1

𝑑𝑡 = 0 

∶ 𝑃𝑛 :   التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛   

𝑛من أجل   = 𝑢0 :    لدٌنا 0 − 𝛼 < 1  𝑐𝑎𝑟  𝛼 𝜖  −1; 0    

 . صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة 

𝑢𝑚 و نفترض أن         𝜖 ℕ لٌكن   − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑚.   

𝑢𝑚+1 :  إذن  − 𝛼 ≤ 𝑔 𝑒  𝑢𝑚 − 𝛼 ≤  𝑔 𝑒  
𝑚+1

   

𝑢𝑚+1 :  أي  − 𝛼 ≤  𝑔 𝑒  
𝑚+1

   

 .  صحٌحة  𝑃𝑚+1 ٌعنً أن العبارة  

   𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  :  إذن حسب مبدأ الترجع 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛   

 :  نحصل على 𝑔(𝑒)نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً 

𝑔 𝑒   𝑢𝑚 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑚+1 

 : نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 
  
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                            
 𝑃𝑚   ⟹   𝑃𝑚+1   ;    ∀𝑚𝜖ℕ 

  

= lim 𝑢𝑛:  أي  𝛼   

lim 𝑢𝑛:  و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن  − 𝛼 = 0   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   لدٌنا     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛  

 :  و منه حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 

 و هو عدد موجب 𝑔(𝑒)  متتالٌة هندسٌة أساسها  𝑔(𝑒) نلاحظ أن  

> 𝑒  لأن  1و أصغر من  0,6 < 1.   lim
𝑛∞

 𝑔(𝑒) 𝑛 = 0 ∶  إذن  

 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑛 → ∞   ;     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛      

𝟎 

𝒏∞ 

≥     𝑔(𝑒) 𝑛 − :   أو بتعبٌر أوضح   𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛      

𝒏∞ 

𝟎 𝟎 

𝒏∞ 

𝑡لدٌنا الدالة   ⟶
ln 𝑡

1+𝑡2  0   متصلة على المجال; +∞ .   

;0  على المجال 𝜓إذن فهً تقبل دالة أصلٌة  +∞ .  

 :  تحقق ما ٌلً 𝜓 و الدالة 

 
 

 

 

𝜓′ 𝑥 =
ln 𝑥

1 + 𝑥2
               

𝜓 𝑥 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

0

𝑑𝑡

  

𝐹 𝑥 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡                                                   ∶  لدٌنا  

=   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

0

1
𝑥

𝑑𝑡 +   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

0

𝑑𝑡 −   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

1
𝑥

0

𝑑𝑡 

= 𝜓 𝑥 − 𝜓  
1

𝑥
  

𝑥 ∀ :  فإن  > 0  ,  ∃! 𝑐 𝜖 ℝ   ;   𝐹 𝑥 = 𝑐   

𝑐:  لدٌنا  = 𝐹 1 = 0   

𝑥 ∀ :   إذن  > 0    ;   𝐹 𝑥 = 0  

,𝑥 𝜖  0 ∀:  بما أن  +∞   ;   𝐹′ 𝑥 = 0   

= 𝐹 𝑥:   إذن  𝜓 𝑥 − 𝜓  
1

𝑥
  

;0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐹نلاحظ أن    لأنها مجموع دالتٌن  ∞+

;0 قابلتٌن للاشتقاق على  +∞ . :  

𝐹′ 𝑥 =  𝜓 𝑥 − 𝜓  
1

𝑥
  

′

= 𝜓′ 𝑥 −  
1

𝑥
 
′

𝜓′  
1

𝑥
  

=  
ln 𝑥

1 + 𝑥2
 −  

−1

𝑥2
  

ln  
1
𝑥
 

1 +  
1
𝑥
 

2  

=  
ln 𝑥

1 + 𝑥2
 −  

ln 𝑥

1 + 𝑥2
 = 0 

,0  دالة ثابثة على كل من المجالٌن  𝜑إذن  ,∞−   و   ∞+ 0 .   

 :    أو بتعبٌر آخر 

  .𝑐2 و 𝑐1 و ذلك من أجل إٌجاد 1− و 1 بالقٌمتٌن 𝑥نعوض 

  
∀ 𝑥 𝜖  −∞, 0   ;   𝜑 𝑥 = 𝑐1 𝜖 ℝ

∀ 𝑥 𝜖  0, +∞   ;   𝜑 𝑥 = 𝑐2 𝜖 ℝ
  

,∞−  قابلة للاشتقاق على كل من المجالٌن  𝜑لدٌنا  ,0   و   0 +∞  .  

,∞− لأنها تضم دوال اعتٌادٌة كلها معرفة و قابلة للإشتقاق على   0      

,0 و   +∞ .   

𝜑′ 𝑥 =  
1

𝑥
 
′

 
1

1 +  
1
𝑥
 

2 +  
1

1 + 𝑥2
  

=
−1

𝑥2
 

𝑥2

1 + 𝑥2
 +  

1

1 + 𝑥2
  

=  
−1

1 + 𝑥2
 +  

1

1 + 𝑥2
 = 0 

𝐹 𝑥 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

⟹   𝐹 𝑥 =   
1

1 + 𝑡2
 

     
𝑣 ′ (𝑡)

  ln 𝑡    
𝑢(𝑡)

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

⟹   𝐹 𝑥 =  𝑣 𝑡 𝑢(𝑡) 1
𝑥

𝑥 −  𝑣 𝑡 𝑢′(𝑡)
𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

⟹   𝐹 𝑥 =  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡   ln 𝑡  1
𝑥

𝑥 −  
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

⟹   𝐹 𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 ∙ ln 𝑥 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 ∙ ln  

1

𝑥
 −

−  
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

⟹   𝐹 𝑥 =  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
  ∙ ln 𝑥 −

−  
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

 :   بما ٌلً ∗ℝ المعرفة على المجال 𝜑نعتبر الدالة العددٌة 

𝜑 𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  

𝑚 

𝑛 

𝑔 
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 الخامسالتمرين  4  

𝑥∀ :  ما ٌهمنا من هذه النتٌجة هو  > 0   ;   𝜑 𝑥 =
𝜋

2
   

  
𝑐1 = 𝜑 −1 = 2 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 −1 = 2  

−𝜋

4
 =

−𝜋

2

𝑐2 = 𝜑 1 = 2 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 1 = 2  
𝜋

4
 =

𝜋

2

  

𝜑 𝑥 =   

𝜋

2
  ;   ∀ 𝑥 > 0

−𝜋

2
  ;   ∀ 𝑥 < 0

   ∶  و  بالتالً   

⟹    ∀𝑥 > 0   ;   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 =

𝜋

2
 

⟹    ∀𝑥 > 0   ;   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 =

𝜋

2
− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥      ∗∗  

 .  للإجابة على هذا السؤال  ∗∗   و   ∗ نستغل النتٌجتٌن  

𝑥 ∀ :  لدٌنا  > 0   ;   𝐹 𝑥 = 0   

⟹      𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  ln 𝑥 −

−  
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 = 0 

⟹      
𝜋

2
 ln 𝑥 −  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 = 0 

⟹      
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 =  
𝜋

2
 ln 𝑥 

⟹     
2

𝜋
 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 = ln 𝑥 
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 ℤ عنصرٌن من 𝑦 و  𝑥 قانون تركٌب داخلً لأنه إذا كان ∗لدٌنا 

𝑥 فإن   + 𝑦 − 2  𝜖 ℤ   

 التمرين الأول 

 : تبادلي ∗لنبرهن على أن 

 تبادلً فً الحلقة +من أجل ذلك ٌكفً أن نلاحظ أن القانون 

,ℤ الواحدٌة التبادلٌة   +,×    
,𝑥  ∀: إذن  𝑦  𝜖 ℤ2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 2 = 𝑦 + 𝑥 − 2 = 𝑦 ∗ 𝑥 
  .ℤ تبادلً فً ∗إذن 

  .ℤ تجميعي في ∗لنبرهن على أن القانون 

  ℤ ثلاثة عناصر من 𝑧 و 𝑦 و 𝑥لتكن 

,𝑥  ∀:إذن  𝑦, 𝑧  𝜖 ℤ2  ;    𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧     

  .ℤ تجمٌعً فً المجموعة ∗و منه فإن القانون 

  .ℤ فً المجموعة ∗ العنصر المحاٌد للقانون 𝜀لٌكن 
;   𝑥𝜖ℤ∀ :      إذن    𝑥 ∗ 𝜀 = 𝜀 ∗ 𝑥 = 𝑥 

𝑥:   ننطلق من التعبٌر 𝜀لتحدٌد قٌمة  ∗ 𝜀 = 𝑥   

𝑥:   إذن  + 𝜀 − 2 = 𝑥 و منه     :𝜀 = 2 𝜖 ℤ   

  .ℤ فً ∗ هو العنصر المحاٌد للقانون 2إذن 

 ℤ  زمرة تبادلٌة ٌكفً أن نبرهن على أن كل عنصر من  ∗, ℤ لكً تكون  

  .∗ بالقانون ℤٌقبل مماثلا من 
  .∗ مماثله بالنسبة للقانون ′𝑥و  . ℤ عنصرا من 𝑥لٌكن 
𝑥:     إذن  ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 = 2 

𝑥:  ننطلق من المتساوٌة التالٌة  ∗ 𝑥′ = 2    
𝑥:  إذن  + 𝑥′ − 2 = ′𝑥:     ٌعنً 2 = 4 − 𝑥    

4  و هو ℤ ٌقبل مماثلا فً ℤ من 𝑥كل عنصر : و بالتالً  − 𝑥 .  

 : لقد حصلنا على المعلومات التالٌة  : خلاصة

  ∗ ًداخلً و تبادلً و تجمٌعً فℤ.  

  ∗ 2ٌقبل عنصرا محاٌدا و هو.  

  كل عنصر𝑥 من ℤ 4  ٌمتلك مماثلا و هو − 𝑥 .  

 .  زمرة تبادلٌة  ∗, ℤ :  إذن 

  .ℤ عنصرٌن من المجموعة 𝑦 و 𝑥لٌكن 

   . ⊺, ℤ   نحو   ×, ℤ  تشاكل من  𝑓إذن 

= 𝑓 𝑥المعادلة  : ٌعنً  𝑦 ذات المجهول  𝑥 ًتقبل حلا وحٌدا ف ℤ.  

,  𝑦𝜖ℤ∀ :إذن    ∃! 𝑥 = 𝑦 − 2 𝜖 ℤ   ;   𝑓 𝑥 = 𝑦    

  .ℤ نحو ℤ تقابل من 𝑓و هذا ٌعنً أن التطبٌق 

  . ⊺, ℤ  نحو  ×, ℤ  تشاكل تقابلً من 𝑓 : خلاصة

,𝑥  ∀:نستنتج أن  𝑦, 𝑧  𝜖 ℤ3  ;    𝑥 ∗ 𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ⊺ 𝑧 ∗  𝑦 ⊺ 𝑧    

  .ℤ فً ∗ توزٌعً على ⊺القانون : أي 

 : حصلنا من خلال الأجوبة السابقة على المعلومتٌن التالٌتٌن 

    ⊺, ℤ   نحو   ×, ℤ  تشاكل تقابلً من  𝑓لدٌنا 

  انطلاقا من البنٌة الجبرٌة  ⊺, ℤ إذن نستنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة  

 .                      𝑓  و ذلك عن طرٌق التطبٌق  ×, ℤ للمجموعة  

ل البنٌة الجبرٌة لمجموعة الأنطلاق : لأنه و كما نعلم  ٌُحوِّ التشاكل التقابلً 

 .إلى مجموعة الوصول

 . كَعُنصر محاٌد1 و ٌقبل  ×, ℤ  تبادلً و تجمٌعً فً ×بما أن الضرب 

= 𝑓 1و     .ℤ فً ⊺  عنصر محاٌد للقانون 3

   ⊺, ∗, ℤ  نستنتج أن   5  و  4  و  3  و  2  و  1 إذن من النتائج 

  .3حلقة تبادلٌة و واحدٌة وحدتها العدد النسبً 

 :  تشاكلا ٌكفً أن ٌحقق ما ٌلً 𝑓لكً ٌكون 

∀  𝑥, 𝑦  𝜖 ℤ2   ;   𝑓 𝑥 × 𝑦 = 𝑓 𝑥 ⊺ 𝑓 𝑦  

 : تقابلا ٌكفً أن ٌحقق ما ٌلً 𝑓لكً ٌكون 

 ∀𝑦𝜖ℤ  ,  ∃! 𝑥 𝜖 ℤ   ;   𝑓 𝑥 = 𝑦 

 : المعرف بما ٌلً ∗ مزودة بالقانون ℤالمجموعة 
∀  𝑥, 𝑦  𝜖 ℤ2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 2 

𝑥 :    لدٌنا  ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 + 𝑧 − 2 = 𝑥 + 𝑦 − 2 + 𝑧 − 2 

= 𝑥 +  𝑦 + 𝑧 − 2 − 2 
= 𝑥 +  𝑦 ∗ 𝑧 − 2 
= 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧  

𝑓 : المعرف بما ٌلً 𝑓نعتبر التطبٌق  ∶   ℤ ,×   ⟼     ℤ ,⊺                                

𝑥  ⟼   𝑓 𝑥 = 𝑥 + 2
 

⊺ 𝑓 𝑥:                         لدٌنا  𝑓 𝑦 =  𝑥 + 2 ⊺  𝑦 + 2  

=  𝑥 + 2  𝑦 + 2 − 2 𝑥 + 2 − 2 𝑦 + 2 + 6 

= 𝑥𝑦 − 2 = 𝑓 𝑥 × 𝑦  

= 𝑓 𝑥 :لدٌنا  . ℤ عنصرا من المجموعة 𝑦لٌكن  𝑦  ⟺   𝑥 + 2 = 𝑦   
  ⟺   𝑥 = 𝑦 − 2  𝜖  ℤ 

 : ثلاثة أعداد نسبٌة ، لدٌنا من جهة أولى 𝑧 و 𝑦 و 𝑥لتكن 

 𝑥 ∗ 𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 𝑧 − 2 𝑥 ∗ 𝑦 − 2𝑧 + 6 

=  𝑥 + 𝑦 − 2 𝑧 − 2 𝑥 + 𝑦 − 2 − 2𝑧 + 6 

= 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 4𝑧 − 2𝑥 − 2𝑦 − 2𝑧 + 10 

 :  و من جهة ثانٌة لدٌنا 

= 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 4𝑧 − 2𝑥 − 2𝑦 − 2𝑧 + 10 

=  𝑥𝑧 − 2𝑥 − 2𝑧 + 6 +  𝑦𝑧 − 2𝑦 − 2𝑧 + 6 − 2 

 𝑥 ⊺ 𝑧 ∗  𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ⊺ 𝑧 +  𝑦 ⊺ 𝑧 − 2 

 واحدية  و  تبادلية  حلقة   ⊺, ∗, ℤ :  لنبٌن أن 

   ℤ,∗  زمرة تبادلٌة 

  ⊺ًقانون تجمٌع  

  ⊺ توزٌعً على ∗  

  ⊺ ٌقبل عنصرا 

  ℤمحاٌدا فً 

  ⊺ ًتبادلً ف ℤ  

 :لدٌنا  . ℤ عنصرٌن من المجموعة 𝑦 و 𝑥لٌكن 

𝑥 ⊺ 𝑦 = 2  ⟺   𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6 = 2 

⟺   𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 4 = 0 

⟺   𝑥 𝑦 − 2 − 2 𝑦 − 2 = 0 

⟺    𝑦 − 2  𝑥 − 2 = 0 

⟺    𝑦 − 2 = 𝑥     أو     0 − 2 = 0 
⟺   𝑦 = 𝑥    أو     2 = 2 

  ℤ ,∗  و  ∗ توزٌعً على القانون ⊺القانون    زمرة تبادلٌة 

 و  ℤ قانون تجمٌعً فً ⊺  ℤ تبادلً فً ⊺القانون  :فإن 

1 

2 

1 3 

1 

2 

 أ 4

 أ

 ج

 ب

 ب

 أ

 4 − 𝑥  𝜖 ℤ ∶  بما أن  𝑥𝜖ℤ  و  4𝜖ℤ  فإن  

 𝟑  

 𝟏   𝟐  

 𝟒  

 𝟓  
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 .  كاملة إذا كانت لا تحتوي على قواسم للصفر  ⊺, ∗, ℤ تكون الحلقة  

  . ⊺, ∗, ℤ  قاسما للصفر فً 𝑥لٌكن 

;   𝑦 𝜖 ℤ\ 2 ∃:     إذن    𝑥 ⊺ 𝑦 = 𝑦 ⊺ 𝑥 = 2 

𝑥  (  :أ (4و منه حسب نتٌجة السؤال   = 𝑦  أو  2 = 2  

إذن لا وجود لأي قاسم للصفر لأن قواسم الصفر إن وجدت ٌجب أن تخالف 

 .  حلقة كاملة  ⊺, ∗, ℤ  و بالتالً  2العنصر المحاٌد 

   ℤ\ 2  جسما إذا كان كل عنصر من   ⊺, ∗, ℤ تكون الحلقة الواحدٌة  

   . ⊺, ℤ فً   (أو مقلوبا  )ٌقبل مماثلا 

  .⊺ بالقانون ℤ من 𝑥و لذلك نحدد أولا الصٌغة العامة لمماثل عنصر 

 : إذن  . ⊺ بالنسبة للقانون 𝑥 مماثل 𝑦لٌكن 

  ⊺ بالنسبة لـ 1  مثلا هو مماثل 𝜖 ℤ 1العنصر  
  ⊺ بالنسبة لـ 3  مثلا هو مماثل 𝜖 ℤ 3و العنصر  

لكن العنصر  
11

5
 ∉  ℤ بالنسبة للقانون 7  هو مماثل ⊺.  

  .⊺ بالنسبة لـ  ℤ لا تقبل مماثلا فً ℤإذن توجد عناصر من 

 .   لٌست جسما  ⊺, ∗, ℤ و بالتالً فالحلقة  

 التمرين الثاني 

=∆:   أن  2  و  1 نستنتج إذن من  𝑎2 −1 + 𝑖 3 
2

 

=∆:    لدٌنا  𝑎2 −1 + 𝑖 3 
2

 

 : معرفٌن بما ٌلً 𝑧2 و 𝑧1 تقبل حلٌن عقدٌٌن  𝐸 المعادلة : إذن 

 .أقترح طرٌقتٌن فً الجواب 

 : الطريقة الأولى 

 و قٌاس إحدى 𝑂 متساوي الساقٌن رأسه 𝑂𝐴𝐵و هذا ٌعنً أن المثلث 

  .°60 ٌساوي  زواٌاه و هً الزاوٌة 

 :الطريقة الثانية 

𝑂𝐴:  لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂  =  𝑎 − 0 =  𝑎  

𝑂𝐴:     نستنتج إذن أن  = 𝑂𝐵 = 𝐴𝐵     و     𝐴 ≠ 𝐵 ≠ 𝐶 

 .  مثلث متساوي الأضلاع        إذن  

𝐴1:  ننطلق من الكتابة  = 𝑟−1 𝐴  إذن    :𝑟 𝐴1 = 𝐴   

 :  نكتب 𝑟و منه حسب التعرٌف العقدي للدوران 

𝑎 :    ٌعنً  − 𝑧 = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑎1 − 𝑧  

𝑎 :    ٌعنً  − 𝑧 = 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑎1 − 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑧 

𝑒:    ٌعنً 
𝑖𝜋

3 𝑎1 = 𝑎 − 𝑧 + 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑧 

𝑎1:   ٌعنً  = 𝑒
−𝑖𝜋

3  𝑎 − 𝑧 + 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑧   

𝑎1:    ٌعنً  = 𝑒
−𝑖𝜋

3 𝑎 − 𝑒
−𝑖𝜋

3 𝑧 + 𝑧 

 . مثلث متساوي الأضلاع 𝑂𝐴𝐵: إذن 

   .ℤ  لٌست دائما عنصرا من                 و نلاحظ أن الكمٌة  
2𝑥 − 3

𝑥 − 2
  

   :ٌعنً  :إذن 

𝑂𝐴

𝑂𝐵
= 1                           

 𝑂𝐵       , 𝑂𝐴                 ≡
−𝜋

3
  2𝜋 

    
𝑂𝐴 = 𝑂𝐵                       

 𝑂𝐵       , 𝑂𝐴                
 ≡

−𝜋

3
  2𝜋 

  

 𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑀  = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎𝑓𝑓 𝐴1 − 𝑎𝑓𝑓 𝑀   

𝑥 ⊺ 𝑦 = 3  ⟺   𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6 = 3 

⟺   𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 3 = 0 

⟺   𝑦 𝑥 − 2 =  2𝑥 − 3  

⟺   𝑦 =  
2𝑥 − 3

𝑥 − 2
  

𝑎2 −1  :و من جهة ثانٌة لدٌنا  + 𝑖 3 
2

= 𝑎2 1 − 3 − 2𝑖 3  

 = −2𝑎2 1 + 𝑖 3  

 = 𝑎2 −2 − 2𝑖 3  

= ∆ :لدٌنا من جهة أولى   𝑎2 3 + 𝑖 3 
2
− 8𝑎2 1 + 𝑖 3  

 =  𝑎2 6 + 6𝑖 3 − 8𝑎2 1 + 𝑖 3  

 =  6𝑎2 1 + 𝑖 3 − 8𝑎2 1 + 𝑖 3  

 =  −2𝑎2 1 + 𝑖 3  

 : لدٌنا 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 

𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 
=

𝑎 − 0

𝑎𝑒
𝑖𝜋
3 − 0

= 𝑒
−𝑖𝜋

3  

 :إذن 

 
 
 

 
 

  

 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 

𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 
 = 1                       

arg  
𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 

𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 
 ≡

−𝜋

3
  2𝜋 

  

𝑂𝐵:                        و لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂   

=  𝑏 − 0 =  𝑎𝑒
𝑖𝜋
3  =  𝑎  

𝐴𝐵:              و كذلك  =  𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝐴  =  𝑏 − 𝑎  

=  𝑎𝑒
𝑖𝜋
3 − 𝑎 =  𝑎  𝑒

𝑖𝜋
3 − 1  =  𝑎 ∙  𝑒

𝑖𝜋
3 − 1  

=  𝑎 ∙  
1

2
+ 𝑖

 3

2
− 1 =  𝑎 ∙  

−1

2
+ 𝑖

 3

2
 =  𝑎  

 : دوران مُعَرف بما ٌلً 𝑟لدٌنا 
𝑟𝑀  

𝜋

3
 

 𝒫                                 𝒫 
 

𝑒 : من جهة أخرى لدٌنا 
−𝑖𝜋

3 = cos  
−𝜋

3
 + 𝑖 sin  

−𝜋

3
  

=
1

2
− 𝑖

 3

2
 

= cos  
𝜋

3
 − 𝑖 sin  

𝜋

3
  

𝑧1 =
 3 + 𝑖 3 𝑎 −  −1 + 𝑖 3 𝑎

4
 

=
3𝑎 + 𝑖 3𝑎 + 𝑎 − 𝑖 3𝑎

4
=

4𝑎

𝑎
= 𝑎 

𝑧2 =
 3 + 𝑖 3 𝑎 +  −1 + 𝑖 3 𝑎

4
 

=
3𝑎 + 𝑖 3𝑎 − 𝑎 + 𝑖 3𝑎

4
=

2𝑎 + 2𝑖 3𝑎

4
=

𝑎 1 + 𝑖 3 

2
 

4 

4 II 

I 

II 2 

I 2 

1 

 أ

 ج

 1 ب

 𝟏  

 𝟐  

𝑂 

𝑂𝐴𝐵 
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= 𝑟 𝐵و بنفس الطرٌقة ننطلق من الكتابة   𝐵1.   

 : نكتب 𝑟إذن حسب التعرٌف العقدي للدوران 

𝑏1 :    ٌعنً  − 𝑧 = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑎𝑒
𝑖𝜋

3 − 𝑧  

𝑏1:    ٌعنً  = 𝑎𝑒
2𝑖𝜋

3 − 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑧 + 𝑧 

بصفة عامة ، لكً نبرهن على أن رباعٌا ما متوازي أضلاع ، توجد عدة 

القطران لهما نفس المنتصف و صٌغة التوازي و الصٌغة : طرق من بٌنها 

لكن أرى أن أسهل طرٌقة فً هذا السؤال هً . المتجهٌة و صٌغة التقاٌس 

لأن المسافة فً المستوى . أن نبرهن أن كل ضلعٌن متقابلٌن متقاٌسان 

 .العقدي ما هً إلا معٌار لعدد عقدي 

𝑂𝐴1:   لنبرهن أن  = 𝐵1𝑀   و   𝑂𝐵1 = 𝐴1𝑀    

𝑂𝐴1:    لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝐴1 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂  =  𝑎1  

𝑂𝐴1:   إذن  = 𝐵1𝑀 

𝑂𝐵1: و بنفس الطرٌقة لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝐵1 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂  =  𝑏1    

𝑂𝐵1:إذن  = 𝐴1𝑀     

  𝑂𝐴1𝑀𝐵1 نستنتج أن كل ضلعٌن متقابلٌن فً الرباعً   2  و  1 من 

   متوازي أضلاع 𝑂𝐴1𝑀𝐵1:  إذن . متقاٌسان 

  

 

 .أقترح طرٌقتٌن فً الجواب 

 :الطريقة الأولى 

𝑏:   لدٌنا  = 𝑎𝑒
𝑖𝜋

:      إذن 3
𝑏

𝑎
= 𝑒

𝑖𝜋

3    

 :  و منه 
𝑏

𝑎
 

3
=  𝑒

𝑖𝜋

3  
3

= 𝑒𝑖𝜋 =  :     ٌعنً 1−
𝑏

𝑎
 

3
= −1    

 :   و منه 
𝑏

𝑎
 

2
×  

𝑏

𝑎
 =  :     ٌعنً 1−

𝑏

𝑎
 

2
= − 

𝑎

𝑏
     

 :نوظف بعد ذلك هذه المتساوٌة فٌما سٌأتً 

 : لدٌنا 
𝑟 𝐴1 = 𝐴

𝑟 𝐵 = 𝐵1

 :          إذن      
 𝑎 − 𝑧 = 𝑒

𝑖𝜋

3  𝑎1 − 𝑧 

 𝑏1 − 𝑧 = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑏 − 𝑧 

      

 :       ٌعنً 
 𝑧 − 𝑎1 = 𝑒

−𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑎 

 𝑧 − 𝑏1 = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑏 

  

= 𝑟 𝐴1بإمكاننا أن نجٌب دون استعمال المعطٌٌن   𝐴  و  𝑟 𝐵 = 𝐵1   

 .و هذا ما سوف أعرضه الآن كطرٌقة أخرى للجواب 

 : الطريقة الثانية 

𝑏:  لدٌنا  = 𝑎𝑒
𝑖𝜋

:      إذن 3
𝑏

𝑎
= 𝑒

𝑖𝜋

    و   3
𝑎

𝑏
= 𝑒

−𝑖𝜋

3    

 
 :و من هاتٌن الكتابتٌن نستنتج ما ٌلً 

 𝑎𝑓𝑓 𝐵1 − 𝑎𝑓𝑓 𝑀  = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑀   

𝑒 : و نضٌف كذلك 
𝑖𝜋
3 = cos  

𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
 =

1

2
+ 𝑖

 3

2
 

  :      أي 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 =  

𝑒
𝑖𝜋
3

𝑒
−𝑖𝜋

3

  
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
= 𝑒

−𝑖𝜋
3 + 𝑒

𝑖𝜋
3 =  

1

2
− 𝑖

 3

2
 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 = 1 

  :    ٌعنً 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 = 𝑒

2𝑖𝜋
3  

𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

  :    ٌعنً 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 =

−𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

𝑨𝟏 𝑶 

𝑩𝟏 𝑴 

𝑎1 :إذن  =  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 −  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧 + 𝑧 

=  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  1 −

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧 

=  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧 

𝑒 :    و لدٌنا 
2𝑖𝜋

3 = cos  
2𝜋

3
 + 𝑖 sin  

2𝜋

3
  

= cos  𝜋 −
𝜋

3
 + 𝑖 sin  𝜋 −

𝜋

3
  

= − cos  
𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
 =

−1

2
+ 𝑖

 3

2
 

 :   نَكتب 1إذن بالرجوع إلى آخر تعبٌر لـِ 

𝑏1 = 𝑎𝑒
2𝑖𝜋

3 − 𝑒
𝑖𝜋
3 𝑧 + 𝑧 = 𝑎𝑒

2𝑖𝜋
3 +  1 − 𝑒

𝑖𝜋
3  𝑧 

=  
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  1 −

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧 

=  
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧 

𝐵1𝑀              : و لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝑀 − 𝑎𝑓𝑓 𝐵1  =  𝑧 − 𝑏1  

=  𝑧 −  
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 −  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧  

=   
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  1 −

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧  

=   
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧 =  𝑎1  

𝐴1𝑀:  و لدٌنا كذلك  =  𝑎𝑓𝑓 𝑀 − 𝑎𝑓𝑓 𝐴1  =  𝑧 − 𝑎1    

=  𝑧 −  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 −  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧  

=   
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  1 −

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧  

=   
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧 =  𝑏1  

𝑒:   و منه 
2𝑖𝜋

3 =  𝑒
𝑖𝜋

3  
2

=  
𝑏

𝑎
 

2
= − 

𝑎

𝑏
𝑒: إذن      

2𝑖𝜋

3 = − 
𝑎

𝑏
   

  

 :    إذن 
𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
= 1 

II 3 

II 2 ب 

 أ

𝑏 

 𝟏  

 𝟐  
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  :  2 فٌما ٌلً سوف نوظف المتساوٌة الثمٌنة  

 .لنبٌن أن التكافؤ التالً صحٌح 

 التمرين الثالث 

3𝑛:   بحٌث 1 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر قطعا من 𝑛لٌكن  − 2𝑛 = 0 𝑛  

3𝑛 :    إذن  − 2𝑛  ٌقسم  𝑛 

;   𝑚𝜖ℕ∃ :    و منه    3𝑛 − 2𝑛 = 𝑚𝑛 

  .𝑛 أصغر قاسم أولً موجب للعدد 𝑝لٌكن 

;   𝑠𝜖ℕ∃ :    إذن    𝑛 = 𝑝𝑠 

3𝑛:    نستنتج أن  2  و  1 من  − 2𝑛 = 𝑚𝑠 
𝜖  ℕ

𝑝  

3𝑛 :  إذن  − 2𝑛   ٌقسم  𝑝      ً3:    ٌعن𝑛 − 2𝑛 ≡ 0 𝑝  

 
𝑝لكً نبرهن على أن   ≥ 𝑝  ٌكفً أن نُفَنِّد العبارتٌن  5 = 𝑝  و  2 = 3   

𝒑نفترض أن    = 𝟐 

3𝑛 :    3 لدٌنا حسب النتٌجة  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝   

3𝑛:    إذن حسب الافتراض  − 2𝑛 ≡ 0  2  

2𝑛:     لدٌنا 𝑛𝜖ℕو نعلم أنه كٌفما كان  ≡ 0 2  

3𝑛:    طرفا بطرف 5  و  4 نجمع المتوافقتٌن  − 2𝑛 + 2𝑛 ≡ 0  2  

3𝑛:  ٌعنً  ≡ 3𝑛:    و منه  2  0 3:     أي 2  ٌقسم   × 3𝑛−1  2  ٌقسم    

2:    بما أن  ∧ 3 = ;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ فإن        1   2 ∧ 3𝑛−1 = 1 

 
  2 ٌقسم 3:    أن  𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  نستنتج إذن حسب  7  و  6 من 

𝒑:   إذن .  واضح تناقضو هذا  ≠ 𝟐  

3𝑛 :     3 لدٌنا حسب النتٌجة  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝  

3𝑛:     إذن حسب الافتراض نكتب  − 2𝑛 ≡ 0  3  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :      و نعلم أن   −3𝑛 ≡ 0  3  

3𝑛:   طرفا بطرف 9  و  8 نجمع المتوافقتٌن  − 2𝑛 − 3𝑛 ≡ 0  3  

2𝑛−:  ٌعنً  ≡ 2𝑛:     أي  3  0 ≡ 0  3     

2𝑛:  ٌعنً  2:       و منه 3  ٌقسم   × 2𝑛−1  3  ٌقسم     

2:  بما أن  ∧ 3 = ;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :     فإن 1   2𝑛−1 ∧ 3 = 1    

  3 ٌقسم 2:    أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 نستنتج حسب  11  و  10 من 

𝒑:    إذن .  واضح تناقضو هذا  ≠ 𝟑 

  :(خلاصة السؤال أ

                                  1 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر قطعا من 𝑛إذا كان 

3𝑛و ٌحقق   − 2𝑛 ≡ 0  𝑛  و كان  𝑝أصغر قواسمه الأولٌة الموجبة   

3𝑛    :فإن  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝     و    𝑝 ≥ 5   

:  و لدٌنا كذلك 
𝑏

𝑎
= 𝑒

𝑖𝜋

  :   إذن 3
𝑏

𝑎
 

3

=  𝑒
𝑖𝜋
3  

3

= 𝑒𝑖𝜋 = −1 

  :و من هذه النتٌجة نكتب 
𝑏

𝑎
 

2

×  
𝑏

𝑎
 = −1 

  :     ٌعنً 
𝑏

𝑎
 

2

= − 
𝑎

𝑏
  

  :      إذن 
𝑏

𝑎
 

3

= −1 

=
 
−𝑎
𝑏

  −𝑏 + 𝑧 

 𝑧 − 𝑎 
=

−𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

⟺   
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
=

𝑎2

𝑏
+

𝑏𝑧
𝑎

−𝑎2

𝑏
+

𝑎𝑧
𝑏

=

 
𝑎
𝑏
  𝑎 +  

𝑏
𝑎
 

2

𝑧 

 
𝑎
𝑏
  𝑧 − 𝑎 

=
𝑎 −

𝑎
𝑏

𝑧

𝑧 − 𝑎
 

  : و بالتالً 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 =

−𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

 𝐴1 و 𝐵1 و 𝑀نقط مستقٌمٌة   𝐴 و 𝐵 و 𝑂 و 𝑀نقط متداورة  ⟺ 

⟺     
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 𝜖 ℝ 

⟺     
−𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  𝜖 ℝ 

⟺     
𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  𝜖 ℝ 

⟺      
0 − 𝑎

0 − 𝑏
 ×  

𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  𝜖 ℝ 

 𝐴1 و 𝐵1 و 𝑀نقط مستقٌمٌة  

 𝐴 و 𝐵 و 𝑂 و 𝑀نقط متداورة  ⟺ 

 :لدٌنا 

⟺   

 
 

 

 
𝑧 − 𝑎1 =

−𝑎2

𝑏
+  

𝑎

𝑏
 𝑧     

𝑧 − 𝑏1 =
𝑎2

𝑏
+  

𝑏

𝑎
 𝑧         

  

⟺     
𝑎1 = 𝑒

−𝑖𝜋
3 𝑎 + 𝑒

𝑖𝜋
3 𝑧     

𝑏1 = −𝑒
−𝑖𝜋

3 𝑎 + 𝑒
−𝑖𝜋

3 𝑧

  

⟺     
𝑎1 =  

𝑎

𝑏
 𝑎 +  

𝑏

𝑎
 𝑧     

𝑏1 = − 
𝑎

𝑏
 𝑎 +  

𝑎

𝑏
 𝑧 

  

⟺   

 
 

 

 
𝑎1 =

𝑎2

𝑏
+

𝑏𝑧

𝑎
     

𝑏1 =
−𝑎2

𝑏
+

𝑎𝑧

𝑏
 

  

⟺   

 
 

 

 
𝑧 − 𝑎1 = 𝑧 −

𝑎2

𝑏
−

𝑏𝑧

𝑎
     

𝑧 − 𝑏1 = 𝑧 +
𝑎2

𝑏
−

𝑎𝑧

𝑏
 

  

⟺   

 
 

 

 
𝑧 − 𝑎1 =

−𝑎2

𝑏
+  1 −

𝑏

𝑎
 𝑧     

𝑧 − 𝑏1 =
𝑎2

𝑏
+  1 −

𝑎

𝑏
 𝑧 

  

 :نحن الآن مُسَلحون بمتساوٌتٌن ثمٌنتٌن 

  و
𝑏

𝑎
 

2

= − 
𝑎

𝑏
  

𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
= 1 

 :  1 و نوظف المتساوٌة ( أ (2ننطلق إذن من نتٌجتً السؤال  

 
 
 

 
 

 

𝑎1 =  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧

𝑏1 =  
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧

  

 𝟐   𝟏  

II 3 

 أ 1

 ب

 𝟏  ↠ 

 𝟐  ↠ 

 𝟑  ↠ 

 𝟒  ↠ 

 𝟓  ↠ 

 𝟔  

↠
 

↠
 

↠
 

 𝟕  ↠ 

 𝟖  ↠ 

 𝟗  ↠ 

 𝟏𝟎  ↠ 

 𝟏𝟏  ↠ 

𝒑 =  نفترض أن  𝟑
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𝑝:    إذن 2 عدد أولً و ٌخالف العدد الأولً 𝑝نعلم أن  ∧ 2 = 1  

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡    : 2𝑝−1و منه حسب  ≡ 1  𝑝  

ٌُخالف العدد الأولً 𝑝و بنفس الطرٌقة  𝑝:    إذن 3 عدد أولً  ∧ 3 = 1   

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡    : 3𝑝−1و منه حسب  ≡ 1  𝑝  

        1 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبرقطعا من 𝑛إذا كان  : (خلاصة السؤال ج

3𝑛و ٌحقق   − 2𝑛 ≡ 0  𝑛  و كان  𝑝 أصغر قواسمه الأولٌة الموجبة   

𝑎𝑛:   بحٌث 𝑏 و 𝑎فإنه ٌوجد عددان نسبٌان  − 𝑏 𝑝 − 1 = 1 

𝑝  على 𝑎 على التوالً باقً و خارج القسمة الأقلٌدٌة لـ 𝑞 و 𝑟لٌكن  − 1 .  

  :      ٌعنً 

 𝑞, 𝑟  𝜖 ℤ × ℕ        

𝑎 = 𝑞 𝑝 − 1 + 𝑟
0 ≤ 𝑟 < 𝑝 − 1     

  

            لاحظ أنه بإمكاننا (قبل أن نجٌب على السؤال د : (2ملاحظة 

𝑟أن نبٌن أن  >  . و سوف نحتاج هذه النتٌجة فٌما سٌأتً 0

𝑟: لدٌنا  ≥ 𝑟  إذن   0 = 𝑟  أو  0 > 0.   

𝑟  نفترض أن = 𝑎:     إذن    0 = 𝑞 𝑝 − 1  

𝑝   ٌقسم  𝑎:  ٌعنً  − 𝑎:     و منه  1 ∧  𝑝 − 1 =  𝑝 − 1    

𝑝  :    ∗ إذن حسب النتٌجة  − 1 = 1  

𝑝: ٌعنً  = 𝑝و هذا تناقض لأن   . 2 ≥ 5   

0:   إذن  < 𝑟 <  𝑝 − 1     

  .( ، إلى السؤال د𝑟نعود إذن ، بعد هذه الجولة المرحة مع 

ٌُمكن أن نستخرج باستعمال   : (1ملاحظة  من هذه النتٌجة الأخٌرة 

 : العكسٌة ما ٌلً 𝐵𝑒𝑠𝑜𝑢𝑡مبرهنة 

   

𝑎 ∧ 𝑏 = 1            
𝑎 ∧  𝑝 − 1 = 1
𝑛 ∧ 𝑏 = 1           
𝑛 ∧  𝑝 − 1 = 1

  

1 

1 

 د 1

 ج

 ب

 ∗  ↠ 

 : الصٌغة الثانٌة 

 

𝑏           نضع  = 𝑎𝑛:    فنحصل على − − 𝑏 𝑝 − 1 = 1   

 

  :الطريقة الثانية

𝑛:  لنبٌن بالخلف على أن  ∧  𝑝 − 1 = 1   

 
𝑛:  نضع  ∧  𝑝 − 1 = 𝑑   

 
𝑑لنبٌن أن   = 𝑑و من أجل ذلك نفترض أن    . 1 ≠ 1.   

 
 : و نَفصِلُ بٌن حالتٌن 

 
 . عددا أولٌا𝑑إذا كان : الحالة الأولى 

 
𝑑      إذن 𝑑  و  < < 𝑝 − 1.   

 
𝑝 ٌقسم 𝑑 و كذلك 𝑛 هو أصغر قواسم 𝑝لأن  − 1.  

 
𝑝      من جهة أخرى لدٌنا − 1  . أولً موجب𝑝  لأن >

 
𝑑       إذن < 𝑝 − 1 𝑑  و  > > 𝑝.   

 
𝑑ٌعنً   < 𝑝  و  𝑑 > 𝑝.    و هذا تناقض واضح. 

 

 

 . ٌستحٌل أن ٌكون أولٌا 𝑑إذن 

 
 . غٌر أول𝑑ًإذا كان : الحالة الثانٌة 

 
𝑝  و 𝑛 ، إذن فهو ٌقسم 𝑑 ٌقسم 𝑚ٌوجد إذن عدد أولً موجب  − 1   

 
 .و ذلك لأن علاقة ٌقسم متعدٌة 

 
𝑚     1  فإنه بالضرورة  𝑛 ٌقسم 𝑚بما أن  ≥ 𝑝   

 
  .𝑛 هو أصغر القواسم الأولٌة للعدد 𝑝لأن 

 
𝑝  ٌقسم 𝑚و بما أن  − ≥ 𝑚  فإن   1  𝑝 − 1 .   

 
𝑝و بما أن   ≥ 𝑚     2  أولً موجب فإن  𝑚  و 5 ≤  𝑝 − 1    

 
𝑝      3 و نعلم أن   − 1 < 𝑝 لأن  𝑝 موجب . 

 
𝑚     4 :   نستنتج أن  3  و  2 إذن من  < 𝑝   

 
𝑚:  ، أي  4  و  1 و التناقض نستنتجه من خلال  > 𝑚  

 
𝑛:  و بالتالً  ∧  𝑝 − 1 = 1.   

 

𝑏     نضع = 𝑎𝑛:    فنحصل على − − 𝑏 𝑝 − 1 = 1   

 

𝑎 ∧ 𝑏 = 1  ∶  إذا  كان   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    𝑎𝑛 ∧ 𝑏 = 1  ∶ فإن   
 

 

𝑎1 ∧ 𝑏 = 1
𝑎2 ∧ 𝑏 = 1

⋮
𝑎𝑛 ∧ 𝑏 = 1

   ⟹     𝑎𝑖

𝑖=𝑛

𝑖=1

 ∧ 𝑏 = 1 

  .𝑛 أصغر قاسم أولً للعدد 𝑝لٌكن 

 

𝑗 ∀:  بحٌث  ≥ 2  ;    𝑝𝑗 > 𝑝   

 
𝑟𝑖  :  و كذلك     1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗    ⊂  ℕ   

 
𝑝:  فً البداٌة نلاحظ أن  −  𝑝 − 1 = 1.   

 
+ 𝑝 1:  ٌعنً   −1  𝑝 − 1 = 1.   

 
𝑝:   نستنتج أن 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡إذن حسب  ∧  𝑝 − 1 = 1   

 
𝑝𝑟1     1 :  و منه حسب الخاصٌة المذكورة  ∧  𝑝 − 1 = 1   

 
𝑝2:  و لدٌنا  > 𝑝 > 𝑝 − 𝑝2:    إذن 1 ∧  𝑝 − 1 = 1.   

 
𝑝  عدد أولً و ٌستحٌل أن ٌقسم عددا أصغر منه  2لأن  − 1 .   

 
𝑝2     2 :  و منه حسب الخاصٌة المذكورة 

𝑟2 ∧  𝑝 − 1 = 1   

 

𝑛:  ٌعنً  ∧  𝑝 − 1 = 1   

 

 :نطبق الصٌغة الثانٌة للخاصٌة المذكورة على هذه المتساوٌات نجد 

 
 𝑝𝑟1 × 𝑝2

𝑟2 × ⋯ × 𝑝𝑗
𝑟𝑗  ∧  𝑝 − 1 = 1 

 : إلى جداء عوامل أولٌة سٌكون على الشكل التالً 𝑛إذن تفكٌك العدد 

 
𝑛 = 𝑝𝑟1 × 𝑝2

𝑟2 × ⋯ × 𝑝𝑗
𝑟𝑗  

 :  و بنفس الطرٌقة نبٌن أن 

 

   

 3      𝑝3 
𝑟3 ∧  𝑝 − 1 = 1

 4      𝑝4 
𝑟4 ∧  𝑝 − 1 = 1
⋮ ⋮ ⋮

 𝑗      𝑝𝑗  
𝑟𝑗

∧  𝑝 − 1 = 1

  

,    ٌوجد زوج 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡و منه حسب  𝑢  من ℤ2 بحٌث     : 

 
𝑎𝑛 + 𝑢 𝑝 − 1 = 1 

,     ٌوجد زوج 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡و منه حسب  𝑢  من ℤ2 بحٌث     : 

 
𝑎𝑛 + 𝑢 𝑝 − 1 = 1 

𝑛:  ٌكفً أن نبرهن على أن  ∧  𝑝 − 1 =   .𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡  ثم نستعمل 1

  :الطريقة الأولى

 : للإجابة على هذا السؤال سوف نحتاج إلى خاصٌة مهمة فً صٌغتٌن 

 : الصٌغة الأولى 

 

 :و أقترح علٌكم طرٌقتٌن فً الإجابة 

𝑝 

𝑎 

𝑢 

𝑝 

𝑝 
𝑝 

𝑢 

𝑎 
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1:   نستنتج أن  15  و  14 من  > 𝑟𝑛 > 𝑟 ً1:     ٌعن > 𝑟  

 . هو الصفر 1العدد الصحٌح الطبٌعً الوحٌد الأصغر من 

𝑟:  إذن  = 𝑟 لأن  تناقض  و هذا 0 ≠   .(2الملاحظة   حسب 0

𝑘 𝜖 ℕ∗  ∶ 𝑘   ٌعنً > 0 ∶  إذن

 على التوالً 𝑞 و 𝑟رأٌنا فً هذا السؤال أنه إذا كان  : (خلاصة السؤال د

𝑝  على العدد 𝑎باقً و خارج القسمة الأقلٌدٌة للعدد  −  فإنه ٌوجد عدد  1

𝑟𝑛:   بحٌث 𝑘صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  = 1 + 𝑘 𝑝 − 1    
;   ∗𝑘𝜖ℕ∃ :   أو بتعبٌر جمٌل    𝑟𝑛 = 1 + 𝑘 𝑝 − 1   

 أكبر 𝑛باستعمال البرهان بالخلف ، نفترض وجود عدد صحٌح طبٌعً 

3𝑛:   و ٌحقق 1قطعا من  − 2𝑛 ≡ 0  𝑛  .   و لٌكن𝑝 أصغر قاسم 

  .𝑛أولً موجب للعدد 

 :      ننطلق من النتٌجتٌن 
2𝑝−1 ≡ 1  𝑝 

3𝑝−1 ≡ 1  𝑝 
  

 :     فإن  ∗𝑘𝜖ℕ :  بما أن 
2𝑘 𝑝−1 ≡ 1  𝑝 

3𝑘 𝑝−1 ≡ 1  𝑝 
   

 :    و منه 
−2 × 2𝑘 𝑝−1 ≡ −2  𝑝 

3 × 3𝑘 𝑝−1 ≡ 3  𝑝    
  

 :    ٌعنً 
−21+𝑘 𝑝−1 ≡ −2  𝑝 

31+𝑘 𝑝−1 ≡ 3  𝑝 
  

2 

 𝟏𝟔  ↠ 

𝑎   :ننطلق من التعبٌر التالً  = 𝑞 𝑝 − 1 + 𝑟 

𝑎𝑛 :     12 و لدٌنا حسب النتٌجة  = 1 + 𝑏 𝑝 − 1  

𝑟𝑛:   أي  = 1 +  𝑏 − 𝑞𝑛  𝑝 − 1  

𝑘:  نضع  =  𝑏 − 𝑞𝑛  إذن    :𝑟𝑛 = 1 + 𝑘 𝑝 − 1    

,𝑏 :   لدٌنا  𝑞, 𝑛  𝜖 ℤ3 إذن     :𝑘 𝜖 ℤ   

𝒌:  و نَفْصل هنا بٌن ثلاث حالات و هً  = 𝒌  أو  𝟎 < 𝒌  أو  0 > 0   

𝒌:  نفترض أن  = 𝑏:     إذن 𝟎 = 𝑞𝑛   

𝑎𝑛 :   12  فً النتٌجة𝑞𝑛 بالقٌمة 𝑏نُعوض إذن  − 𝑞𝑛 𝑝 − 1 = 1   

𝑟𝑛 :     13 و منه حسب النتٌجة  = 1 

𝑛:     ٌعنً 𝑛  ٌقسم  1:  أي  = 1    

𝒌:  نفترض أن  < 𝑏:    إذن 0 < 𝑞𝑛   

                  h                      :  نجد 𝑎𝑛نُضٌف إلى كلا الطرفٌن الكمٌة 

                                    𝑎𝑛 − 𝑏 𝑝 − 1 > 𝑎𝑛 − 𝑞𝑛 𝑝 − 1  

1 بالتعبٌر  𝑎𝑛نُعَوّض  + 𝑏 𝑝 −  :     نجد  13   فً العلاقة  1

𝑟𝑛 = 1 + 𝑏 𝑝 − 1 − 𝑞𝑛 𝑝 − 1  

 :      نحصل على 𝑛نضرب طرفً هذه المتساوٌة فً العدد 

𝑎𝑛 = 𝑞𝑛 𝑝 − 1 + 𝑟𝑛 

–نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد السالب قطعا   𝑝 −  :     نجد  1

−𝑏 𝑝 − 1 > −𝑞𝑛 𝑝 − 1  

𝑟𝑛:  ٌعنً  = 𝑎𝑛 − 𝑞𝑛 𝑝 − 1   𝟏𝟑  ↠ 

𝑛:   لأن تناقضو هذا  > 𝑘:     إذن 1 ≠ 0    ⋆  ↠ 

1:     نجد  13  و  12 إذن باستعمال النتٌجتٌن  > 𝑟𝑛  𝟏𝟒  ↠ 

𝑟: و لدٌنا  > 𝑛  و  0 > 𝑟𝑛:  إذن   1 > 𝑟    𝟏𝟓  ↠ 

 ∗𝑘𝜖ℕ و لإتمام الجواب ٌكفً أن نُبرهن أن    

 :الطريقة الأولى 

  :الطريقة الثانية

𝑎𝑛     1 :  لدٌنا  − 𝑏 𝑝 − 1 = 1   

𝑎:  و لدٌنا كذلك  =  𝑝 − 1 𝑞 + 𝑟   

𝑘:  لنبٌن الآن أن  =  𝑏 − 𝑞𝑛  𝜖 ℕ∗ 

𝑟 :  (2أولا، لدٌنا حسب الملاحظة  > 𝑟:  إذن   . 0 ≥ 1   
𝑛لدٌنا  > 𝑟 و 1 ≥ 𝑟𝑛 إذن  1 > 1 

𝑛 𝑎ٌعنً   − 𝑞 𝑝 − 1  > 𝑎𝑛  أي  1 − 𝑞𝑛 𝑝 − 1 > 1   
𝑎𝑛أي   − 1 > 𝑞𝑛 𝑝 − 𝑏 𝑝  أي   1 − 1 > 𝑞𝑛 𝑝 − 1    

𝑝 نختزل بالعدد الغٌر المنعدم  − 𝑏 نجد   1 > 𝑞𝑛.   

𝑏ٌعنً   − 𝑞𝑛 > 𝑘  إذن  0 =  𝑏 − 𝑞𝑛 > 0   

   ∗𝑘 𝜖 ℕ:  و بالتالً 

 :  فنحصل على 𝑛نضرب الطرفٌن فً العدد الغٌر المنعدم 
 2     𝑎𝑛 =  𝑝 − 1 𝑞𝑛 + 𝑟𝑛 

 : فنحصل على ما ٌلً  1  و  2 ننجز عملٌة الفرق بٌن 

 2 −  1   ⟹   𝑏 𝑝 − 1 =  𝑝 − 1 𝑞𝑛 + 𝑟𝑛 − 1 
⟹   𝑏 𝑝 − 1 −  𝑝 − 1 𝑞𝑛 = 𝑟𝑛 − 1 

⟹    𝑏 − 𝑞𝑛  𝑝 − 1 = 𝑟𝑛 − 1 
⟹    𝑟𝑛 − 1 = 𝑘 𝑝 − 1   ;    𝑎𝑣𝑒𝑐   𝑘 = 𝑏 − 𝑞𝑛 

 :     نكتب  16 و منه باستعمال النتٌجة 
−2𝑟𝑛 ≡ −2  𝑝 

3𝑟𝑛 ≡ 3  𝑝    
  

3𝑟𝑛:  نجمع هاتٌن المتوافقتٌن طرفا بطرف نجد  − 2𝑟𝑛 ≡ 1  𝑝  

3𝑛 :     3 و لدٌنا حسب النتٌجة  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝   

3𝑛:    إذن  ≡ 2𝑛   𝑝  

3𝑟𝑛:    فإن  ∗𝑟𝜖ℕ و بما أن   ≡ 2𝑟𝑛   𝑝    

2𝑟𝑛:    و منه  − 3𝑟𝑛 ≡ 0  𝑝   

 :      طرفا بطرف نجد  18  و  17 نجمع المتوافقتٌن 

0:  ٌعنً  ≡ 1  𝑝   1:     ٌعنً كذلك ≡ 0  𝑝  ٌقسم  1:    أي  𝑝   

𝑝و منه  =  . نفسه 1 هو 1 لأن العدد الصحٌح الطبٌعً الوحٌد الذي ٌقسم 1

𝑝 لأن  تناقضو هذا  ≥ ∗ℕلا وجود له فً   𝑛   إذن  5 ∖  1 .  

= 𝜑 𝑥:  و لدٌنا  𝑥 ln 𝑥 إذن    :𝜑′ 𝑥 = ln 𝑥 + 1   

𝜑𝑑:  ٌعنً 
′  1 = 𝜑𝑔

′  1 = 𝜑′ 1 = ln 1 + 1 = 1 

 1 دالة متصلة على ٌمٌن و هذا ٌعنً أن الدالة 

;0  المعرفة على المجال 𝑣نعتبر الدالة العددٌة   : بما ٌلً  ∞+

3𝑟𝑛 − 2𝑟𝑛 + 2𝑟𝑛 − 3𝑟𝑛 ≡ 1 + 0  𝑝  

= 𝜑 𝑥:    نضع  𝑥 ln 𝑥  لدٌنا: 
  
 𝑥 =

𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
  ;   ∀𝑥 > 1

 1 = 1                            

  

lim :   و بالتالً 
𝑥→1+

(𝑥) =
1

𝜑𝑑
′  1 

=
1

1
= 1 = (1) 

lim : إذن 
𝑥→1+

(𝑥) = (1) 

𝑣 𝑥 = ln 𝑥 − 𝑥 + 1 

 ب 1

 𝟏𝟕  ↠ 

 𝟏𝟖  ↠ 

  : خلاصة التمرين بأكمله

∀ 𝑛 𝜖 ℕ∗ ∖  1   ;   3𝑛 − 2𝑛 ≢ 0  𝑛  

 أ 1 التمرين الرابع 

= lim
𝑥→1+

1

 
𝑥 ln 𝑥 − 1 ln 1

𝑥 − 1
 

= lim
𝑥→1+

1

 
𝜑 𝑥 − 𝜑 1 

𝑥 − 1
 
 

=
1

lim
𝑥→1+

 
𝜑 𝑥 − 𝜑 1 

𝑥 − 1
 

=
1

𝜑𝑑
′  1 

 

lim :إذن 
𝑥→1+

(𝑥) = lim
𝑥→1+

 
𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
 = lim

𝑥→1+

1

 
𝑥 ln 𝑥
𝑥 − 1
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;0  على المجال 𝑣لندرس تغٌرات الدالة  +∞ .  

 عبارة عن تشكٌلة منسجمة من الدوال المتصلة و القابلة للإشتقاق 𝑣لدٌنا 

;0 على المجال  ;0  قابلة للإشتقاق على 𝑣: إذن  .  ∞+ +∞ .  

 : كما ٌلً 𝑣نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة 

  :𝑣نلاحظ من خلال هذا الجدول أن الدالة 

;0  على المجال 𝑣قٌمة قصوٌة للدالة  0  إذن  +∞ .  

;𝑥 𝜖  0 ∀ٌعنً     +∞   ;   𝑣 𝑥 ≤ −2 < 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀ٌعنً     +∞   ;   𝑣 𝑥 < 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀ٌعنً     +∞   ;  ln 𝑥 − 𝑥 + 1 < 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀ٌعنً     +∞   ;  ln 𝑥 < 𝑥 − 1 

;1 :    و بما أن  +∞  ⊂   0; +∞  

;𝑥 𝜖  1 ∀:      فإن  +∞   ;  ln 𝑥 < 𝑥 − 1 

𝑥∀ :     و نعلم أن  > 1   ;    ln 𝑥 − 𝑥 + 1 < 0 
𝑥∀ :    و كذلك  > 1   ;    𝑥 ln 𝑥 2 > 0 

𝑥∀ :    ٌعنً  > 1   ;   ′ 𝑥 < 0 
;1  تناقصٌة قطعا على المجال  أي أن الدالة  +∞ .   

  إذا كان  :𝑥 = 𝑣:    فإن 1 ′ 𝑥 = 0   

  إذا كان  :𝑥 > 𝑣:    فإن 1 ′ 𝑥 < 0   

  إذا كان  :𝑥 < 𝑣:    فإن 1 ′ 𝑥 > 0   

𝑣 :    و لدٌنا  ′ 𝑥 =
1

𝑥
− 1 =

1 − 𝑥

𝑥
 

;1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  =  𝑥 :    لدٌنا  .  ∞+
𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
 

𝑥∀  :   إذن  > 1   ;   
ln 𝑥 − 𝑥 + 1

 𝑥 ln 𝑥 2
< 0 

𝒙 1 

0 

0 

𝑣 

+ 𝑣′(𝑥) 0 − 

+∞ 

−∞ −∞ 

lim : و لدٌنا كذلك 
𝑥→0+

𝑣 𝑥 = lim
𝑥→0+

 ln 𝑥 − 𝑥 + 1  

= ln 0+ − 0 + 1 = −∞ − 0 + 1 = −∞ 

= lim
𝑥→+∞

𝑥  
ln 𝑥

𝑥
− 1 +

1

𝑥
  

lim : و لدٌنا 
𝑥→+∞

𝑣 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 ln 𝑥 − 𝑥 + 1  

=  +∞  0 − 1 + 0 = −∞ 

  0 متصلة على المجال; +∞ .  

  0 تزاٌدٌة على المجال; 1 .  

   1 تناقصٌة على المجال; +∞    

𝑣 1 = 0   

 

 

 

 

 

 

 

 

D

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

= ′ 𝑥 :     إذن 
𝑥 ln 𝑥 −  𝑥 − 1  ln 𝑥 + 1 

 𝑥 ln 𝑥 2
 

=
𝑥 ln 𝑥 −  𝑥 ln 𝑥 + 𝑥 − ln 𝑥 − 1 

 𝑥 ln 𝑥 2
 =

ln 𝑥 − 𝑥 + 1

 𝑥 ln 𝑥 2
 

 : فً الجدول التالً نُلخص النتائج المتعلقة بالدالة 

 متصلة و تناقصٌة قطعا  أن الدالة نلاحظ حسب جدول تغٌرات الدالة 

;1 على المجال   :     بحٌث  ∞+

;1  تقابل من المجال : إذن  ;0  نحو المجال  ∞+ 1 .  

;𝑥 𝜖  1 ∀:   أي  +∞   ;   ∃! 𝑦 𝜖  0; 1  ∶   𝑦 = (𝑥) 

;𝑥 𝜖  1 ∀:   أو بتعبٌر آخر  +∞   ;   ∃!  𝑥  𝜖  0; 1  

𝑥∀ :     ٌعنً  ≥ 1   ;   0 < (𝑥) ≤ 1 

 الجزء الثاني 

;1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞ .  

𝑡 :    لاحظ فً البداٌة أن  ln 𝑡 ′ = 1 + ln 𝑡 

 .نستغل إذن هذه الملاحظة أثناء الحساب 

   1; +∞   =   lim
𝑥→+∞

(𝑥)  ;   (1) =  0; 1  

 

 
1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 =   
1 + ln 𝑡 − ln 𝑡

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=   
1 + ln 𝑡

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 −   
1

𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=  
 𝑡 ln 𝑡 ′

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 −  
1

𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=  ln 𝑡 ln 𝑡  𝑥
𝑥2

−  ln 𝑡 𝑥
𝑥2

 

=  ln 𝑥2 ln 𝑥2  − ln 𝑥 ln 𝑥  −  ln 𝑥2 − ln 𝑥  

= ln  
𝑥2 ln 𝑥2 

𝑥 ln 𝑥
 − ln  

𝑥2

𝑥
 = ln  

2𝑥2 ln 𝑥 

𝑥 ln 𝑥
 − ln 𝑥  

 = ln 2𝑥 − ln 𝑥 = ln  
2𝑥

𝑥
 = ln 2 

𝒙 1 

 

′(𝑥) − 

+∞ 

1 

0 

lim
𝑥→+∞

(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

𝑥

𝑥 ln 𝑥
 −  

1

𝑥 ln 𝑥
  

= lim
𝑥→+∞

 
1

ln 𝑥
 −  

1

𝑥 ln 𝑥
 =  

1

+∞
 −  

1

+∞
 = 0 

𝑥∀  :و بالتالً  > 1   ;    
1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 = ln 2 

2 

2 

 أ 1

 ب

 أ
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𝑡 :  باستعمال تقنٌة تغٌٌر المتغٌر نضع  = 𝑢   

:     إذن 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

2 𝑡
𝑑𝑡:        ٌعنً  = 2𝑢 𝑑𝑢    

𝑥لٌكن   > ;𝑡 𝜖   𝑥  و لٌكن  1 𝑥 .   

;1  تناقصٌة على المجال  𝑓لدٌنا الدالة  +∞ .   

;𝑥  إذن فهً تناقصٌة على المجال   𝑥   لأن  𝑥 > 1.   

𝑥 :  بما أن  ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 فإن    :(𝑥) ≤ (𝑡) ≤   𝑥     

𝑥∀   (و بالتالً حسب نتٌجة السؤال ج >  :    نكتب  1

𝑞𝑢’𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑢𝑡 𝑠𝑐é𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒𝑠   

𝑅𝑒𝑚𝑎𝑟𝑞𝑢𝑒 : 𝑢 𝑒𝑡 𝑡 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑑𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚è𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑑’𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

 𝑚é𝑚𝑜𝑖𝑟𝑒𝑠 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜𝑟𝑒𝑙𝑠  

𝑥∀  :   إذن  > 1   ;   𝑔 𝑥 − ln 2 =     
𝑢 − 1

𝑢 ln 𝑢
  

𝑥

 𝑥

𝑑𝑢 

(𝑥) :     ٌعنً  ≤  
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 ≤   𝑥  

(𝑥)  :     إذن 
𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤   
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤  ( 𝑥)
𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 

(𝑥) :ٌعنً   1
𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤   
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤ ( 𝑥)  1
𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 

  𝑥   𝑡 :ٌعنً 
 𝑥
𝑥 ≤   

𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤   𝑥   𝑡 
 𝑥
𝑥  

 𝑥  𝑥 :ٌعنً  −  𝑥 ≤   
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤   𝑥  𝑥 −  𝑥  

;1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞ .  

𝑔 𝑥 − ln 2 =  
1

 𝑡  ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 −  
1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=   
1

 𝑡  ln 𝑡
−

1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=   
 𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=   
 𝑡

𝑡 ln 𝑡
−

1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

 𝑥  𝑥 −  𝑥 ≤ 𝑔 𝑥 − ln 2 ≤   𝑥  𝑥 −  𝑥   ∗  

=    
𝑢 − 1

2𝑢2 ln 𝑢
  

𝑥

 𝑥

 2𝑢 𝑑𝑢  

=    
𝑢 − 1

𝑢 ln 𝑢
  

𝑥

 𝑥

𝑑𝑢 

 : إذن آخر تكامل حصلنا علٌه ٌصبح 

  
 𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 =    
𝑢 − 1

𝑢2 ln 𝑢2 
  

𝑥

 𝑥

 2𝑢 𝑑𝑢  

1 

1 

 أ 2

 ج

 ب

   إذا كان 

   إذا كان𝑡 = 𝑥2 فإن     :𝑢 = 𝑥   

𝑢 =  𝑥  ∶ 𝑡  فإن   = 𝑥 

 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑚𝑢𝑒𝑡𝑡𝑒𝑠  

 : نجد 1بعد ذلك نحسب نهاٌتً طرفً هذا التأطٌر على ٌمٌن 

 : نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

𝑔𝑑و      1   قابلة للإشتقاق على الٌمٌن ف𝑔ًأي أن الدالة 
′  1 =

1

2
.  

 ( :أ (2لدٌنا حسب التأطٌر الوارد فً السؤال 

𝑥 لنحسب نهاٌة   −  𝑥  𝑥 + ln    ∞+  بجوار  2

  :  نجد  فً العدد الموجب قطعا              ∗ نضرب أطراف التأطٌر 
1

𝑥 − 1
  

 
𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
  𝑥 ≤

𝑔 𝑥 − ln 2

𝑥 − 1
≤  

𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
   𝑥  

lim :   و بالتالً 
𝑥→1+

 
𝑔 𝑥 − 𝑔(1)

𝑥 − 1
 =

1

2
 

 

 ∀𝑥 > 1   ;   𝑔 𝑥 ≥  𝑥  𝑥 −  𝑥 + ln 2 

lim
𝑥→1+

 
𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
  𝑥 = lim

𝑥→1+

 𝑥  𝑥 − 1 

  𝑥 − 1   𝑥 + 1 
 𝑥  

= lim
𝑥→1+

 
 𝑥

 𝑥 + 1
  𝑥 =  

 1

 1 + 1
  1 =

1

2
 

lim
𝑥→1+

 
𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
   𝑥 = lim

𝑥→1+
 

 𝑥

 𝑥 + 1
   𝑥  

=  
 1

 1 + 1
   1 =

1

2
 

 

 
𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
  𝑥 

           
≤

𝑔 𝑥 − ln 2

𝑥 − 1
≤  

𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
   𝑥 

           
 

𝟏

𝟐
 

 

𝑥 → 1+ 

 

𝑥 → 1+ 

 

2 

 ج 2

 ب

lim
𝑥→+∞

 𝑥 −  𝑥  𝑥 + ln 2 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 −  𝑥  𝑥 − 1 

𝑥 ln 𝑥
+ ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 1 −
1

 𝑥
  𝑥 − 1 

𝑥 ln 𝑥
+ ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 
𝑥

ln 𝑥
  1 −

1

 𝑥
  

𝑥 − 1

𝑥
 + ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 
1

ln 𝑥
𝑥

  1 −
1

 𝑥
  1 −

1

𝑥
 + ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 
1

0+
  1 −

1

 +∞
  1 −

1

+∞
 + ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 +∞  1 − 0  1 − 0 + ln 2 

=  +∞  1  1 + ln 2 = +∞ 
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 :نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 𝑥 −  𝑥  𝑥 + ln 2 ≤ 𝑔 𝑥 ≤  𝑥 −  𝑥   𝑥 + ln 2 

نضرب طرفً هذا التأطٌر فً العدد الموجب قطعا  
1

𝑥
 :   نجد 

 : نحصل على ∞+ثم نحسب نهاٌتً طرفً هذا التأطٌر بجوار 

 : نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 
𝑥 −  𝑥

𝑥
  𝑥 +

ln 𝑥

𝑥
≤

𝑔 𝑥 

𝑥
≤  

𝑥 −  𝑥

𝑥
   𝑥 +

ln 2

𝑥
 

lim :إذن حسب خاصٌة الترتٌب و النهاٌات نستنتج أن 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ 

بالنسبة لنهاٌة 
𝑔(𝑥)

𝑥
 ننطلق من التأطٌر الثمٌن المحصل علٌه فً ∞+ بجوار 

كما سوف نستعمل أثناء الحساب النهاٌة المحصل علٌها سابقا ( أ (2السؤال 

lim :لدٌنا :                         . و هً 
𝑥→+∞

(𝑥) = 0 

 

lim :إذن حسب خاصٌة النهاٌات و الترتٌب نستنتج أن 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)

𝑥
= 0 

 

lim
𝑥→+∞

 
𝑥 −  𝑥

𝑥
  𝑥 +

ln 2

𝑥
 

 = lim
𝑥→+∞

 1 −
1

 𝑥
  𝑥 +

ln 2

𝑥
 

 =  1 −
1

 +∞
  0 +

ln 2

+∞
=  1 − 0  0 + 0 = 0 

 

=  1 −
1

+∞
  0 +

ln 2

 +∞ 2
= 0 

 

lim
𝑥→+∞

 
𝑥 −  𝑥

𝑥
   𝑥 +

ln 2

𝑥
 

 = lim
𝑥→+∞

 1 −
1

 𝑥
   𝑥 +

ln 2

  𝑥 
2 

 = lim
𝑡→+∞
𝑡= 𝑥

 1 −
1

𝑡
  𝑡 +

ln 2

𝑡2
 

 

 ∀𝑥 > 1   ;   𝑔 𝑥 ≥  𝑥  𝑥 −  𝑥 + ln 2              

+∞ 

𝑥 → +∞ 

 
𝑥 −  𝑥

𝑥
  𝑥 +

ln 𝑥

𝑥               
≤

𝑔 𝑥 

𝑥
≤  

𝑥 −  𝑥

𝑥
   𝑥 +

ln 2

𝑥               
 

𝟎 

 

𝑥 → +∞ 

 

𝑥 → +∞ 

 
𝟎 

 

 𝑎 و كان 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت :  فً البداٌة بما ٌلً أذُكّر

        𝐼 تقبل عدة دوال أصلٌة على المجال 𝑓فإن  . 𝐼عنصرا من المجال 

 :  و تحقق 𝑎 التً تنعدم فً 𝐹و بالخصوص تقبل دالة أصلٌة 

 .انتهى التذكير 

;1  عنصرا من المجال 𝑎لٌكن  +∞ .  

;1  المعرفة على المجال 𝑢نعتبر الدالة العددٌة   :   بما ٌلً  ∞+

;1  دالة متصلة على  𝑢نلاحظ أن  +∞                           

 .و ذلك حسب المبرهنات العامة للاتصال 

;1  تقبل عدة دوال أصلٌة على 𝑢: إذن   تقبل دالة 𝑢 و بالخصوص  ∞+

 :  و معرفة بما ٌلً 𝑎 التً تنعدم فً  𝑣أصلٌة

 :     نكتب 𝑔و بالتالً بالرجوع إلى تعرٌف الدالة 

= 𝑔 𝑥:  نحصل إذن على العلاقة التالٌة  𝑣 𝑥2 − 𝑣 𝑥  ;   𝑥 > 1   

𝑥انطلاقا من الدوال  → 𝑥 و 𝑣 و 𝑥 → 𝑥2 نستطٌع القول ، باستعمال 

 قابلة للإشتقاق على 𝑔المبرهنات العامة لاشتقاق مركب دالتٌن ، أن 

;1 المجال  +∞ .  

𝑢 𝑥 =
1

 𝑥 ln 𝑥
 

  
𝐹 𝑎 = 0       
𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥)

    و     

𝐹 ∶ 𝐼  ⟼   ℝ                       

𝑥  ⟼    𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

  
𝑣 𝑎 = 0       
𝑣 ′ 𝑥 = 𝑢(𝑥)

    و     

𝑣 ∶  1; +∞   ⟼   ℝ                                   

𝑥  ⟼    𝑢(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡
 

𝑔 𝑥 =  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡  ;   𝑥 > 1 

=  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑎

𝑥

𝑑𝑡 +  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑎

𝑑𝑡 

=  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑎

𝑑𝑡 −  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

= 𝑣 𝑥2 − 𝑣 𝑥  

=
2𝑥

 𝑥2 ln 𝑥2 
−

1

 𝑥 ln 𝑥
=

2𝑥

2𝑥 ln 𝑥
−

1

 𝑥 ln 𝑥
 

=
𝑥

𝑥 ln 𝑥
−

 𝑥

𝑥 ln 𝑥
=

𝑥 −  𝑥

𝑥 ln 𝑥
=

 𝑥  𝑥 − 1 

  𝑥 
2

ln   𝑥
2
 

 

=
1

2
 

 𝑥 − 1

 𝑥  ln  𝑥
 =

1

2
  𝑥  

𝑥∀ :                     و لدٌنا  > 1   ;   𝑔′ 𝑥 =  𝑣 𝑥2 − 𝑣 𝑥  
′

 

= 2𝑥 𝑣 ′ 𝑥2 − 𝑣 ′ 𝑥  

= 2𝑥 𝑢 𝑥2 − 𝑢 𝑥  

 ∀𝑥 > 1   ;   𝑔′ 𝑥 =
1

2
   𝑥    ∶  و بالتالً 

 أ 3
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𝑥:     نلاحظ أن  ≥ 1 ⟹   𝑥 ≥ 1 

𝑥∀ :      إذن  ≥ 1   ;   0 <   𝑥 ≤ 1 

𝑥∀ :    و منه  ≥ 1   ;   0 <
1

2
  𝑥 ≤

1

2
 

𝑥∀ :     ٌعنً  ≥ 1   ;   0 < 𝑔′ 𝑥 ≤
1

2
 

;1  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑔و من هذه الكتابة نستنتج أن  +∞ .   

 : نستدعً النتائج التً حصلنا علٌها من قبل و هً 𝑔و لإنشاء جدول تغٌرات 

 :   كما ٌلً 𝑔نرسم إذن جدول تغٌرات 

 الجزء الثالث 

;1  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

= 𝑘 𝑥:   لدٌنا  𝑔 𝑥 − 𝑥 + 1  

;1  قابلة للإشتقاق على المجال 𝑔بما أن  +∞   

;1  قابلة للإشتقاق على 𝑘: فإن  = 𝑘′ 𝑥:   و لدٌنا  ∞+ 𝑔′ 𝑥 − 1 

 :   من الجزء الثانً ( ب (3لدٌنا حسب نتٌجة السؤال 

 :من الجزء الأول ( ب (2لدٌنا حسب نتٌجة السؤال 

 ∀𝑥 ≥ 1   ;   0 < (𝑥) ≤ 1 

 ∀𝑥 ≥ 1   ;   0 < 𝑔′ 𝑥 ≤
1

2
 

𝒙 1 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 

+∞ 

ln 2 

+∞ 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

𝓞 𝟏 

𝟏 
𝐥𝐧 𝟐 

𝑔 1  معرفة و متصلة على; +∞  

𝑔 1  تزاٌدٌة قطعا على; +∞   

lim
𝑥→1+

𝑔(𝑥) = 𝑔 1 = ln 2 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ 

3 

3 

I 

 ج

1 

𝑥∀ :    إذن  ب ≥ 1   ;   0 < 𝑔′ 𝑥 ≤
1

2
< 1 

𝑥∀ :   ٌعنً  ≥ 1   ;   𝑔′ 𝑥 < 1 

𝑥∀ :    و منه  ≥ 1   ;   𝑔′ 𝑥 − 1 < 0 

𝑥∀ :     أي  ≥ 1   ;   𝑘′ 𝑥 < 0 

;1  تناقصٌة قطعا على المجال  𝑘و هذا ٌعنً أن الدالة  +∞ .   

;1  تقابل من المجال 𝑘إذن    .𝑘 نحو صورته بالدالة  ∞+

;1  تقابل من المجال  𝑘: و بالتالً  ;∞−   نحو المجال   ∞+ ln 2 .   

ln:  لدٌنا  2 > ;∞−  𝜖 0:    إذن 0 ln 2    

;1  تقابل من 𝑘و بما أن  ;∞−  نحو  ∞+ ln 2   

;1  فً المجال  𝑘فإن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا بالدالة  +∞ .   

!∃:     ٌعنً بتعبٌر آخر   𝛼 𝜖  1; +∞   ;   𝑘 𝛼 = 0  

!∃:    ٌعنً   𝛼 𝜖  1; +∞   ;   𝑔 𝛼 − 𝛼 + 1 = 0  

!∃:     ٌعنً   𝛼 𝜖  1; +∞   ;   1 + 𝑔 𝛼 = 𝛼 

1المعادلة  : أو بتعبٌر لطٌف  + 𝑔 𝑥 = 𝑥 تقبل حلا وحٌدا  

;1 فً المجال    .𝛼 و هو  ∞+

 :    التالٌة  𝑃𝑛 باستعمال البرهان بالترجع ، نعتبر العبارة 

𝑛من أجل   = 1:    لدٌنا حسب المعطٌات 0 ≤ 𝑢0 < 𝛼   

 . صحٌحة  𝑃0 العبارة : إذن 

1:   و نفترض أن 𝑛𝜖ℕلٌكن  ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼   

 : نحصل على 𝑔نُدخل على هذا التأطٌر الدالة التزاٌدٌة قطعا 

+ 𝑔 1:   لكل طرف1ثم نضٌف  1 ≤ 𝑔 𝑢𝑛 + 1 ≤ 𝑔 𝛼 + 1 

1:  ٌعنً  ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼   إذن العبارة 𝑃𝑛+1  صحٌحة . 

 

 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :   و بالتالً حسب مبدأ الترجع 

𝑛∀ :     أي  ≥ 0   ;   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼  

𝑛∀ :    لدٌنا حسب آخر نتٌجة  ≥ 0   ;   𝑢𝑛 < 𝛼 

 :  على هذه المتفاوتة نجد 𝑘نُدخل الدالة التناقصٌة قطعا 

= 𝑘 𝛼  : و بما أن  𝑛∀ :    فإن    0 ≥ 0   ;   𝑘 𝑢𝑛 > 0   

𝑛∀ :    ٌعنً  ≥ 0   ;   𝑔 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 + 1 > 0 

𝑛∀ :    ٌعنً  ≥ 0   ;   1 + 𝑔 𝑢𝑛 > 𝑢𝑛 

𝑛∀ :    و منه  ≥ 0   ;   𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛 

 .  تزاٌدٌة قطعا 𝑢𝑛 𝑛≥0 و من هذه الكتابة نستنتج أن المتتالٌة  

;𝑘   1 و لدٌنا +∞   =   lim
𝑥→+∞

𝑘(𝑥)  ;   𝑘 1   

 𝑃𝑛 ∶     1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

𝑔 1 ≤ 𝑔 𝑢𝑛 < 𝑔 𝛼  

1 : باستعمال النتائج السابقة نكتب : إذن  < ln 2 + 1 ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼 

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   𝑘 𝑢𝑛 > 𝑘 𝛼  

lim
𝑥→+∞

𝑘(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑔 𝑥 − 𝑥 + 1 = lim
𝑥→+∞

 
𝑔 𝑥 

𝑥
− 1 +

1

𝑥
  

=  0 − 1 +
1

+∞
  +∞ =  −1  +∞ = −∞ 

 : حصلنا إذن على الوضعٌة التالٌة 
  
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                                 
 𝑃𝑛  𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒  𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛 ≥ 0

  

I 

II 1 

II 1 ب 

 أ

2 
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 .  متتالٌة تزاٌدٌة قطعا 𝑢𝑛 𝑛≥0 لدٌنا  

𝑛∀ لأن   ) 𝛼و بما أنها مكبورة بالعدد  ≥ 0   ;   𝑢𝑛 < 𝛼 أ (1 حسب) ) 

1:    تحقق ℓفإنها متقاربة و نهاٌتها  + 𝑔 ℓ = ℓ  

;1 و رأٌنا أن هذه المعادلة تقبل حلا وحٌدا فً المجال     .𝛼  و هو  ∞+

;1  المعرفة على المجال 𝜓نعتبر الدالة العددٌة   :  بما ٌلً  ∞+

;1  قابلة للإشتقاق على المجال 𝑔بما أن  +∞ .  

;1  قابلة للإشتقاق على المجال  𝜓فإن  +∞ .   

;1  قابلة للإشتقاق على أي مجال ٌوجد ضمن  𝜓و منه  +∞ .   

𝑛∀ :   و ذلك لأن  ) ≥ 0   ;   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼   ) 

                           𝑇𝐴𝐹 إذن بتطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة 

𝑢𝑛  فً المجال 𝜓على الدالة   ; 𝛼  نجد : 

  :     لدٌنا 
𝜓 𝑢𝑛 = 1 + 𝑔 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛+1

𝜓 𝛼 = 1 + 𝑔 𝛼 = 𝛼          
  

= 𝜓′ 𝑐  : لدٌنا  𝑔′ 𝑐 و      𝑐 𝜖  𝑢𝑛 ; 𝛼    

1    : إذن  ≤ 𝑢𝑛 < 𝑐 < 𝛼       أي    :𝑐 ≥ 1    

 :  نكتب  ∗∗  و  ∗ إذن باستعمال الكتابتٌن 

ℓ :     إذن  = lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 𝛼 

∃ 𝑐 𝜖  𝑢𝑛 ; 𝛼   ;   
𝜓 𝑢𝑛 − 𝜓 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝜓′ 𝑐  

𝑐 𝜖  𝑢𝑛 ∃ :إذن  ; 𝛼   ;   
𝑢𝑛+1 − 𝛼

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝜓′ 𝑐  

𝑐 𝜖  𝑢𝑛 ∃ :     ٌعنً  ; 𝛼   ;    
𝑢𝑛+1 − 𝛼

𝑢𝑛 − 𝛼
 =  𝜓′ 𝑐   

0 :   من الجزء الثانً ( ب (3و منه حسب نتٌجة السؤال  < 𝑔′ 𝑐 ≤
1

2
 

≥  𝜓′ 𝑐  :        أي 
1

2
 

𝑛∀  :    ٌعنً  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
  𝑢𝑛 − 𝛼  

 ∀𝑛 ≥ 0   ;    
𝑢𝑛+1 − 𝛼

𝑢𝑛 − 𝛼
 ≤

1

2
  

 𝜓′ 𝑐  =  𝑔′ 𝑐  ≤
1

2
 : إذن  

II 2 أ 

 II 1 ج

𝜓 𝑥 = 1 + 𝑔 𝑥  

 1; 𝑢𝑛  الذي ٌوجد ضمن   ∞+ ; 𝛼  نختار المجال 

 ∗  

 ∗∗  

 .و ٌمكن كذلك استعمال البرهان بالترجع 

𝑛∀ : لنبرهن بالترجع على أن  ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛
 𝑢0 − 𝛼  

𝑛من أجل   = 𝑢0 :    لدٌنا 0 − 𝛼 ≤  
1

2
 

0
 𝑢0 − 𝛼    

𝑛إذن الخاصٌة صحٌحة من أجل  = 0.  

𝑢𝑛 :     و نفترض أن 𝑛𝜖ℕلٌكن  − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼  

نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد الموجب 
1

2
 : نجد 

𝑛∀ :     بما أن  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
 𝑢𝑛 − 𝛼  

𝑛∀ :    فإن  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼   

𝑛 و هذا ٌعنً أن العبارة صحٌحة من أجل  + 1 .  

 :  و بالتالً حسب مبدأ الترجع 

 نلاحظ أن  
1

2
 
𝑛

  .1  متتالٌة هندسٌة أساسها عدد موجب قطعا و أصغر من 

 :  نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 : أو بتعبٌر واضح نحصل على الوضعٌة التالٌة 

𝑛∀  :    لدٌنا  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
  𝑢𝑛 − 𝛼  

𝑛∀  :    إذن  ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

  𝑢0 − 𝛼  

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   
1

2
 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  

1

2
 
𝑛+1

  𝑢0 − 𝛼  

 ∀𝑛 ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

  𝑢0 − 𝛼  

lim :   و منه  :   إذن 
𝑛∞

 
1

2
 
𝑛

= 0 lim
𝑛∞

 
1

2
 
𝑛

  𝑢0 − 𝛼 = 0 

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   − 
1

2
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 
           

≤  𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 
         

 

𝟎 

𝑛∞ 𝑛∞ 

𝟎 

lim :   و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝑢𝑛 − 𝛼 = 0 

lim :     أي 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

⋮ ⋮ 

𝑛  إذن بتغٌٌر  + 𝑢𝑛  :  نجد 𝑛 بـ  1 − 𝛼 ≤
1

2
  𝑢𝑛−1 − 𝛼  

≤
1

2
 
1

2
  𝑢𝑛−2 − 𝛼  

≤
1

2
 
1

2
 
1

2
  𝑢𝑛−3 − 𝛼  

≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢𝑛−𝑛 − 𝛼  

 ∀𝑛 ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 
         

 

𝟎 

𝑛∞ 

II 2 

II 2 ج 

 ب
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  التمرين  الأول 

                                                      :منهجٌة التفكٌر فً هذا السؤال

𝛼نضع   =  𝑥 − 1  𝑦 − 𝛽  و   1 =  𝑥 − 2  𝑦 − 2    
,𝑥 ∀:   نرٌد أن نبٌن أن  𝑦  𝜖 𝐺2   ;   𝑥 ∗ 𝑦 𝜖 𝐺  

,𝑥 ∀:   ٌعنً نرٌد أن نبٌن أن  𝑦  𝜖 𝐺2   ;   1 < 𝑥 ∗ 𝑦 < 2 
                     : من أجل ذلك سوف نحتاج إلى أن نبٌن أن 

∀ 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐺2   ;   𝑥 ∗ 𝑦 > 𝑥    و    1 ∗ 𝑦 < 2                            
 :   ٌعنً سوف نحتاج إلى أن نبٌن أن 

,𝑥 ∀:    ٌعنً  𝑦  𝜖 𝐺2   ;   𝛼 + 𝛽 > 𝛼  و  0 > 𝛽  و  0 > 0 

𝐺 عنصرٌن من المجال 𝑦 و 𝑥لٌكن  : إلى العمل =  1,2 .  

1:  إذن  < 𝑥 < 1  و  2 < 𝑦 < 2.   

0:  و منه  <  𝑥 − 1 < 0  و  1 <  𝑦 − 1 < 1.   

0:   أي  <  𝑥 − 1  𝑦 − 1 < 1  

𝑥 و هذا ٌعنً أن الكمٌة  − 1  𝑦 −          . كمٌة موجبة قطعا  1

𝑥 :    ٌعنً  − 1  𝑦 − 1 > 0  

1 : و لدٌنا كذلك  < 𝑥 < 1  و  2 < 𝑦 < 2   

1−  : إذن  <  𝑥 − 2 < 1−     و  0 <  𝑦 − 2 < 0   

𝑥 :  ٌعنً أن  − 𝑦   و   2 −  .  كمٌتان سالبتان قطعا  2

𝑥 :   ٌعنً . جداؤهما كمٌة موجبة قطعا : إذن  − 2  𝑦 − 2 > 0 

,𝑥 ∀:  فً المرحلة الأولى نبٌن أن  𝑦  𝜖 𝐺2   ;   𝑥 ∗ 𝑦 > 1    

𝑥 :   و من أجل ذلك ننطلق من الكتابة   − 1  𝑦 − 1 > 0  

 :نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً الكمٌة الموجبة قطعا التالٌة 

,𝑥 ∀: و هذا ٌعنً أنه  𝑦  𝜖 𝐺2   ;   𝑥 ∗ 𝑦 > 1    

,𝑥 ∀:    نبٌن أن  فً المرحلة الثانٌة  𝑦  𝜖 𝐺2   ;    𝑥 ∗ 𝑦 < 2 

𝑥 :  و من أجل ذلك ننطلق من الكتابة  − 2  𝑦 − 2 > 0   

𝑥 و نضٌف إلى كلا الطرفٌن الكمٌة   − 2  𝑦 − 2    

 :    ٌعنً 

 :نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً الكمٌة الموجبة قطعا 

,𝑥 ∀:  ٌعنً  𝑦  𝜖 𝐺2   ;   2 > 𝑥 ∗ 𝑦 

,𝑥 ∀:  نستنتج أن  2  و  1 من النتٌجتٌن  𝑦  𝜖 𝐺2   ;  1 < 𝑥 ∗ 𝑦 < 2 

,𝑥 ∀:     ٌعنً  𝑦  𝜖 𝐺2   ;   𝑥 ∗ 𝑦 𝜖 𝐺 

  .𝐺 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗و بالتالً 

 :  تشاكلا ٌكفً أن نتحقق من أن 𝑓لكً ٌكون التطبٌق 

+ℝ عنصرٌن من المجموعة 𝑦 و 𝑥لٌكن 
∗.  

 : لدٌنا 

+ℝ  تشاكل من  𝑓إذن 
∗    . ∗,𝐺   نحو   ×,

 :    تقابلا ٌكفً أن ٌحقق ما ٌلً 𝑓لكً ٌكون 

= 𝑓 𝑥    تطبٌقا تقابلٌا عندما ٌكون للمعادلة𝑓ٌكون : أو بتعبٌر أسهل  𝑦 

+ℝ حل وحٌد فً  𝑥ذات المجهول 
  .𝑦  مرتبط بـ ∗

+ℝ و لنحل فً 𝐺 عنصرا من المجموعة 𝑦لٌكن 
= 𝑓 𝑥   المعادلة∗ 𝑦.  

𝑥 نضرب طرفً هذه المعادلة فً العدد الغٌر المنعدم  + 1           

𝑥 :   نجد  + 2 = 𝑦 𝑥 + 1  

𝑥:   ٌعنً  + 2 = 𝑥𝑦 + 𝑦 ًٌعن     :𝑥 1 − 𝑦 =  𝑦 − 1    

𝑦:   أي  − 𝑦𝑦′ − 2 + 2𝑦′ = 𝑦′ − 2 − 𝑦𝑦′ + 2𝑦 

𝑥    و نضٌف إلى كلا الطرفٌن الكمٌة  − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2   

𝑥 2 :نحصل على  − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 >

>  𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 1  𝑦 − 2  

1

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
 

2  𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2  >

>  𝑥 − 2  𝑦 − 2 + 2 𝑥 − 1  𝑦 − 1  

 :  نحصل على 
2 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
> 1 

2 𝑥 − 2  𝑦 − 2 >  𝑥 − 2  𝑦 − 2  ∶  نجد  

𝑥 2  ثم نضٌف بعد ذلك إلى طرفً هذه المتفاوتة الكمٌة − 1  𝑦 − 1  

𝑥 2 : نجد  − 1  𝑦 − 1 + 2 𝑥 − 2  𝑦 − 2 >

>  𝑥 − 2  𝑦 − 2 + 2 𝑥 − 1  𝑦 − 1  

1

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
 

2 >
2 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
    ∶  نجد   

∀ 𝑥, 𝑦 𝜖 ℝ+
∗   ;   𝑓 𝑥 × 𝑦 = 𝑓(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦) 

 ∀𝑦𝜖𝐺  ,   ∃! 𝑥 𝜖 ℝ+
∗    ∶   𝑓 𝑥 = 𝑦 

:   هذه المعادلة تصبح 

                              

𝑥   مع      > 0   

𝑥 + 2

𝑥 + 1
= 𝑦 

            نضرب طرفً هذه المعادلة فً العدد الغٌر المنعدم   
1

1 − 𝑦
 

𝑥 =
𝑦 − 2

1 − 𝑦
     ∶  نجد   

 .   وحٌد لأنه إذا افترضنا غٌر ذلك             نلاحظ أن التعبٌر  
𝑦 − 2

1 − 𝑦
 

𝑦 − 2

1 − 𝑦
=

𝑦′ − 2

1 − 𝑦′
 :     فإنه سوف نحصل على  

𝑓 𝑥 ∗ 𝑓 𝑦 =  
𝑥 + 2

𝑥 + 1
 ∗  

𝑦 + 2

𝑦 + 1
  

=
2  

𝑥 + 2
𝑥 + 1

− 1  
𝑦 + 2
𝑦 + 1

− 1 +  
𝑥 + 2
𝑥 + 1

− 2  
𝑦 + 2
𝑦 + 1

− 2 

 
𝑥 + 2
𝑥 + 1

− 1  
𝑦 + 2
𝑦 + 1

− 1 +  
𝑥 + 2
𝑥 + 1

− 2  
𝑦 + 2
𝑦 + 1

− 2 
 

=
 

2
𝑥 + 1

  
1

𝑦 + 1
 +  

−𝑥
𝑥 + 1

  
−𝑦

𝑦 + 1
 

 
1

𝑥 + 1
  

1
𝑦 + 1

 +  
−𝑥

𝑥 + 1
  

−𝑦
𝑦 + 1

 
 

=
𝑥𝑦 + 2

𝑥𝑦 + 1
= 𝑓(𝑥 × 𝑦) 

𝑓 𝑥 ∗ 𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑥 × 𝑦)  إذن   : 

𝑥 =
𝑦′ − 2

1 − 𝑦′
                       ٌحقق    ′𝑦أي وجود عدد آخر  

 :    تطبٌق معرف بما ٌلً 𝑓لدٌنا 

𝑓 ∶    ℝ+
∗ ,×   ⟼    𝐺,∗                      

𝑥  ⟼   
𝑥 + 2

𝑥 + 1

 

I 1 

I 2 أ 

 1  

 2  

∀  𝑥, 𝑦  𝜖 𝐺2   ;   
2𝛼 + 𝛽

𝛼 + 𝛽
>     و  0

2𝛼 + 𝛽

𝛼 + 𝛽
< 2 
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𝑦 :   أي  − 𝑦′ = 𝑦:      أي 0 = 𝑦′   

+ℝٌكفً الآن أن نتحقق من أن هذا الحل ٌنتمً إلى  
∗.   

1:  لدٌنا  < 𝑦 < 1−:    إذن 2 <  𝑦 − 2 < 0   

1:  و لدٌنا  < 𝑦 < 1−:    إذن 2 <  1 − 𝑦 < 0   

𝑦 إذن  − 1  و  2 − 𝑦 كمٌتان سالبتان قطعا                        .

 .أي أن خارجهما كمٌة موجبة قطعا 

+ℝ تقابل من 𝑓ٌعنً أن 
  .𝐺 نحو ∗

+ℝ  تشاكل تقابلً من  𝑓 : خلاصة
∗    . ∗,𝐺   نحو   ×,

نعلم أن التشاكل التقابلً ٌحافظ على البنٌة الجبرٌة لمجموعة الإنطلاق 

ٌُحولها إلى مجموعة الوصول   .و 

   . ⊺,𝐹  نحو   ∗,𝐸  من مجموعة 𝑓ٌعنً أنه عندما نتوفر على تشاكل تقابلً 
انطلاقا من البنٌة الجبرٌة       ⊺, فإنه نستنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة 

  . 𝑓 عن طرٌق التطبٌق  ∗,𝐸 للمجموعة 

  .𝐸 فً ∗ هو العنصر المحاٌد للقانون 𝑒 حلقة و  ⊺,∗,𝐸 لتكن  : تذكير

𝐴3:    إذن  = 𝒪 

𝐴3:    و لدٌنا  = 𝐴 × 𝐴2 = 𝒪 

𝐴2:    مع  =  
0 0 3
0 0 0
0 0 0

 ≠ 𝒪 

𝐴 : ٌعنً  + 𝐼 ×  𝐴2 − 𝐴 + 𝐼 =  𝐴2 − 𝐴 + 𝐼 ×  𝐴 + 𝐼 = 𝐼 

𝐴 : و لدٌنا  + 𝐼 =  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 +  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =  
1 3 2
0 1 1
0 0 1

  
 :     تشاكل تقابلً معرف بما ٌلً 𝑓فً هذا السؤال لدٌنا 

𝑓 ∶    ℝ+
∗ ,×  ⟼   𝐺,∗  

   تقبل حلا وحٌدا و هو            إذن المعادلة        
𝑦 − 2

1 − 𝑦
 𝑓 𝑥 = 𝑦 

;   𝑦 𝜖  1,2 ∀ :     ٌعنً أنه ٌكفً أن نبٌن أن    
𝑦 − 2

1 − 𝑦
> 0 

;   𝑦 𝜖  1,2 ∀ :    ٌعنً    
𝑦 − 2

1 − 𝑦
> 0 

,  𝑦𝜖𝐺∀  :    إذن    ∃! 𝑥 =
𝑦 − 2

1 − 𝑦
 𝜖 ℝ+

∗   ∶   𝑓 𝑥 = 𝑦 

 انطلاقا من البنٌة الجبرٌة             إذن نستنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة 

+ℝ لـ 
∗   .𝑓 عن طرٌق التطبٌق  ×,

  𝐺,∗  

+ℝ و بما أن 
∗     1 زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد هو العدد الحقٌقً  ×,

  𝑓 1  زمرة تبادلٌة كذلك عنصرها المحاٌد هو العدد الحقٌقً  ∗,𝐺 فإن  

أي العدد 
3

2
 :   و للتأكد من ذلك ٌكفً أن تتحقق من أن  . 

 ∀𝑥𝜖𝐺   ;   𝑥 ∗
3

2
=

3

2
∗ 𝑥 = 𝑥 

 :  قاسم للصفر إذا تحققت الشروط التالٌة 𝐸 من 𝑥نقول بأن عنصرا 

 
 𝑥 ≠ 𝑒                                                   
 ∃ 𝑦 𝜖 𝐸 ∖  𝑒   ;   𝑥 ⊺ 𝑦 = 𝑦 ⊺ 𝑥 = 𝑒

  

𝒪  التً صفرها                    نعتبر الحلقة الواحدٌة       =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

   

𝐼و وحدتها   =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .   

    (        ℝ , +,×) M3  

𝐴 نلاحظ فً البداٌة أن       ≠ 𝒪 

     𝒪 تخالف 2  و توجد مصفوفة و هً           إذن نستنتج أن  

𝐴و تحقق   × 𝐴2 = 𝐴2 × 𝐴 = 𝒪   

𝐴 ≠ 𝒪 

 𝐴2 − 𝐴 + 𝐼 ×  𝐴 + 𝐼 = 𝐴3 + 𝐴2 − 𝐴2 − 𝐴 + 𝐴 + 𝐼 

= 𝐴3 + 𝐼 = 𝒪 + 𝐼 = 𝐼 

 تبادلً فً   × إذن 𝐼   حلقة تبادلٌة وحدتها                      و نعلم أن    

. 

    (        ℝ , +,×) M3       ℝ  M3  

𝐴 و بالتالً   + 𝐼    ًمصفوفة قابلة للقلب ف                              

𝐴2 و مقلوبها هو المصفوفة   − 𝐴 + 𝐼 .   

    (        ℝ , +,×) M3  

 .و بالتالً فإن التعبٌر             وحٌد 
𝑦 − 2

1 − 𝑦
 

                                          مصفوفتان من   𝐼 و 𝐴و بما أن 

𝐴2 فإن المصفوفة  − 𝐴 + 𝐼    عنصر من  

     ℝ  M3  
     ℝ  M3  

𝐴3 :لدٌنا  = 𝐴 × 𝐴 × 𝐴 

=  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 ×  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 ×  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

  

=  
0 0 3
0 0 0
0 0 0

 ×  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 𝒪 

𝒪لدٌنا المصفوفة   =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  فً +  هً العنصر المحاٌد لـِ  

 

     ℝ  M3  

, ℝ        )      قاسم للصفر فً الحلقة     𝐴المصفوفة  :إذن حسب التذكٌر  +,×) M3  

  :                                                                       خلاصة

 مقلوب المصفوفة  
1 3 2
0 1 1
0 0 1

   هً المصفوفة   
1 −3 1
0 1 −1
0 0 1

 .   

 :  و لدٌنا كذلك 

 𝐴2 − 𝐴 + 𝐼 =  
0 0 3
0 0 0
0 0 0

 −  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 +  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

=  
0 −3 1
0 0 −1
0 0 0

 +  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

=  
1 −3 1
0 1 −1
0 0 1

  

  .𝐹 تبادلً أو تجمٌعً فً ⊺ فإن 𝐸 تبادلً أو تجمٌعً فً ∗إذا كان 

 هو العنصر  𝑓 𝑒 فإن 𝐸 فً ∗ هو العنصر المحاٌد للقانون 𝑒إذا كان 

  .𝐹 فً ⊺المحاٌد للقانون 

′𝑓(𝑥 فإن 𝐸 فً ∗ بالنسبة للقانون 𝑥 هو مماثل ′𝑥إذا كان   هو مماثل (

𝑓(𝑥) فً ⊺ بالنسبة للقانون 𝐹  

 : و من ثم 

I 2 ب 

II 1 ب 

II 1 أ 

 𝐹,⊺  

𝐴2 
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,𝐸 لكً ٌكون     فضاء متجهً حقٌقً                          ∙,+

 :ٌكفً أن نتحقق من الشروط التالٌة 

 . هو ضرب مصفوفة فً عدد حقٌقً ∙و 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتان من  𝐸.  

,𝐸 :   نستنتج أن  2  و  1 من النتٌجتٌن     فضاء متجهً حقٌقً ∙,+

,𝐼 نعتبر الأسرة  𝐴 .  
,𝐼 من الواضح أن الأسرة  𝐴  ًمولدة للفضاء المتجه  𝐸, +,∙ .  

,𝑀 𝑎 ∀:    لأن  𝑏  𝜖 𝐸 ;   𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐴 

 𝐴 و 𝐼 تكتب على شكل تألٌفة خطٌة للمصفوفتٌن 𝐸ٌعنً أن كل مصفوفة من 

,𝐼 لنبٌن الآن أن الأسرة  . 𝐴  حرة . 

  .𝐴 و 𝐼من أجل ذلك ننطلق من تألٌفة خطٌة منعدمة للمصفوفتٌن 

,     إذن الأسرة 𝐴  حرة . 

,𝐼 و بما أن  𝐴  ًأسرة حرة و مولدة للفضاء المتجه 𝐸 فإنها أساس لهذا 

 الفضاء المتجهً الحقٌقً

 التمرين الثانـــي 

عندما نسحب عشوائٌا بالتتابع و بإحلال أربع كرات من صندوق ٌحتوي 

 . نتٌجة ممكنة 74 كرات فإن هذه التجربة العشوائٌة تحتمل 7على 
= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω:     ٌعنً  74 = 2401 

 . هو كون إمكانٌات هذه التجربة العشوائٌة Ω: بحٌث 

 𝑋 هو المتغٌر العشوائً الذي ٌربط كل عملٌة بعدد الكرات السوداء 

 𝑋إذن القٌم التً ٌمكن أن ٌأخذها المتغٌر العشوائً . المسحوبة من الصندوق 

= 𝑋 Ω:    ٌعنً  . 4 أو 3 أو 2 أو 1 أو 0هً   0,1,2,3,4  

  .𝑋 من قٌم المتغٌر العشوائً 𝑘لنحسب إذن احتمال كل قٌمة 

𝒑 𝑿: لنحسب  = 𝟎   

𝑋 الحدث  =  34 هو الحصول على أربع كرات كلها حمراء و توجد  0

 .امكانٌة لسحب الكرات الأربع 

𝒑 𝑿: لنحسب  = 𝟏   

𝑋 الحدث  =  هو الحصول على كرة سوداء واحدة و ثلاث كرات  1

 :و من أجل ذلك لدٌنا . حمراء 

  إمكانٌة لسحب الكرة السوداء41 

 𝐶4
  إمكانٌة لاختٌار السحبة صاحبة الكرة السوداء1

  إمكانٌة لسحب ثلاث كرات حمراء33 

𝒑 𝑿:  لنحسب  = 𝟐    

𝑋 الحدث  = .  هو الحصول على كرتٌن حمراوٌن و كرتٌن سوداوٌن  2

 :و من أجل ذلك لدٌنا 

 . إمكانٌة لسحب الكرتٌن السوداوٌن 42 

 𝐶4
 . إمكانٌة لاختٌار مكان الكرتٌن السوداوٌن 2

 . إمكانٌة لسحب الكرتٌن الحمراوٌن 32 

  ℝ  M3       هو جمع المصفوفات فً     +و 

,𝐸 فً البداٌة نبٌن أن  , ℝ        )      زمرة جزئٌة من الزمرة    + +) M3  
  ℝ  M3       جزء غٌر فارغ من    𝐸لدٌنا 

,𝐸 إذن  , ℝ        )      زمرة جزئٌة من الزمرة     + +) M3  
,𝐸  فإن                  تبادلً فً +و بما أن    ℝ  M3        زمرة تبادلٌة +

 جزء من الفضاء المتجهً 𝐸نستنتج الخاصٌات المتبقٌة من خلال كون 

                                                                      ∙  جزء مستقر بالنسبة للقانون 𝐸  و كون                          الحقٌقً  

,𝑀 𝑎 ∀: و ذلك لأن  𝑏  𝜖 𝐸 , ∀𝛼𝜖ℝ  ;   𝛼 ∙ 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 𝛼𝑎, 𝛼𝑏  𝜖 𝐸  

    (        ℝ , +,∙) M3  

𝑎 ∙ 𝐼 + 𝑏 ∙ 𝐴 = 𝒪 

⟹    
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

 +  
0 3𝑏 2𝑏
0 0 𝑏
0 0 0

 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  

⟹    
𝑎 3𝑏 2𝑏
0 𝑎 𝑏
0 0 𝑎

 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  

⟹    
 𝑎 = 0
 𝑏 = 0

  

 

R 

N 

N N 

N 

R R 

𝑃𝑋  ∶    0,1,2,3,4   ⟼    0,1                                             

𝑘  ⟼   𝑃𝑋 𝑘 = 𝑝 𝑋 = 𝑘 
 

المعرف على        سٌكون إذن التطبٌق 𝑋قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

 :     بما ٌلً  0,1  نحو المجال  0,1,2,3,4 المجموعة 

𝑃𝑋  

,𝑀 𝑎:                   لدٌنا  𝑏 − 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐴 − 𝑐𝐼 − 𝑑𝐴 

=  𝑎 − 𝑐 𝐼 +  𝑏 − 𝑑 𝐴 

= 𝑀  𝑎 − 𝑐  ; 𝑏 − 𝑑   𝜖 𝐸 

 
∀ 𝑥, 𝑦 𝜖 𝐸
∀ 𝛼, 𝛽 𝜖 ℝ

 ;   

 
 
 

 
 

  

,𝐸   زمرة تبادلٌة +                   

𝛼 ∙  𝑥 + 𝑦 = 𝛼 ∙ 𝑥 + 𝛼 ∙ 𝑦
 𝛼 + 𝛽 ∙ 𝑥 = 𝛼 ∙ 𝑥 + 𝛽 ∙ 𝑥  
 𝛼 × 𝛽 ∙ 𝑥 = 𝛼 ∙  𝛽 ∙ 𝑥      
1 ∙ 𝑥 = 𝑥                                 

   

 ℝ      هو الضرب فً ×بحٌث 

𝑝 𝑋 :إذن  = 0 =
34

74
=

81

2401
 

  :     إذن 
∀ 𝐴, 𝐵 𝜖 𝐸
∀ 𝛼, 𝛽 𝜖 ℝ

 ;   

 
 
 

 
 

  

,𝐸   زمرة تبادلٌة +                   

𝛼 ∙  𝐴 + 𝐵 = 𝛼 ∙ 𝐴 + 𝛼 ∙ 𝐵
 𝛼 + 𝛽 ∙ 𝐴 = 𝛼 ∙ 𝐴 + 𝛽 ∙ 𝐴  
 𝛼 × 𝛽 ∙ 𝐴 = 𝛼 ∙  𝛽 ∙ 𝐴      
1 ∙ 𝐴 = 𝐴                                 

   

𝑝 𝑋 : إذن  = 1 =
41 × 𝐶4

1 × 33

74
=

432

2401
 

𝑝 𝑋 :  إذن  = 2 =
42 × 𝐶4

2 × 32

74
=

864

2401
 

I 

II 2 

1 

 𝐼, 𝐴  

 𝟏  

 𝟐  
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𝒑 𝑿:   لنحسب  = 𝟑  

𝑋 الحدث  =  هو الحصول على ثلاث كرات سوداء و كرة حمراء  3

 : و من أجل ذلك لدٌنا . واحدة 

 . إمكانٌة لسحب الكرة الحمراء 31 

 𝐶4
 . إمكانٌة لاختٌار السحبة صاحبة الكرة الحمراء 1

 . إمكانٌة لسحب الكرات السوداء الثلاث 43 

𝒑 𝑿:  لنحسب  = 𝟒   

𝑋 الحدث  =  . هو الحصول على أربع كرات كلها سوداء  4

 المعرف بما ٌلً 𝑃𝑋 هو التطبٌق 𝑋و بالتالً قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

: 

 :و للتأكد من صحة الجواب ٌجب أن نحصل على 

81

2401
+

432

2401
+

864

2401
+

768

2401
+

256

2401
= 1 

𝑝 𝐸:    لدٌنا  ∩ 𝑁 = 𝑝𝑁 𝐸 × 𝑝 𝑁  

 هو الحصول على ثلاث كرات سوداء من خلال 𝐸و لدٌنا كذلك الحدث 

 .ثلاث سحبات متتابعة بدون إحلال 

 فً المرحلة الثالثة إلى ثلاث أحداث جزئٌة 𝐸إذن نستطٌع تجزيء الحدث 

 : و مستقلة فٌما بٌنها و هً 

 𝐸1 : الحصول على كرة سوداء فً السحبة الأولى 

 𝐸2 : الحصول على كرة سوداء فً السحبة الثانٌة 

 𝐸3 : الحصول على كرة سوداء فً السحبة الثالثة 

𝐸:    إذن نكتب  = 𝐸1 ∩ 𝐸2 ∩ 𝐸3 

= 𝑝𝑁 𝐸:  و منه  𝑝𝑁 𝐸1 × 𝑝𝑁 𝐸2 × 𝑝𝑁 𝐸3  

 التمرين الثالــــث 

  .𝑧2 و 𝑧1 تقبل حلٌن عقدٌٌن  𝐸 إذن المعادلة 

𝑎 :    بحٌث 𝜑 و 𝑟هدفنا هو البحث عن  − 1 = 𝑟 𝑒𝑖𝜑.   

− cos 𝜃:     ٌعنً  1 + 𝑖 sin 𝜃 = 𝑟 cos 𝜑 + 𝑖 𝑟 sin 𝜑  

  :      أي 
cos 𝜃 − 1 = 𝑟 cos 𝜑 

sin 𝜃 = 𝑟 sin 𝜑         
  

 :   من خلال دمج مربعً هاتٌن المتساوٌتٌن 

− cos 𝜃 :    نجد   1 2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑟2 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃  

𝐸 𝑋 =  𝑘 ∙ 𝑝 𝑋 = 𝑘 

4

0

 

= 0  
81

2401
 + 1  

432

2401
 + 2  

864

2401
 + 3  

768

2401
 + 4  

256

2401
  

=
5488

2401
=

16

7
 

𝑝 𝐸 = 𝑝 𝐸 ∩ 𝑁 + 𝑝 𝐸 ∩ 𝑅  

=
12

55
+ 𝑝𝑅 𝐸1 × 𝑝𝑅 𝐸2 × 𝑝𝑅 𝐸3 × 𝑝 𝑅  

=
12

55
+

4

12
×

3

11
×

2

10
×

3

7
 

=
12

55
+

72

9240
=

87

385
 

  𝒑𝑬 𝑹لنحسب   

𝑝𝐸 𝑅 =
𝑝 𝑅 ∩ 𝐸 

𝑝 𝐸 
=

𝑝𝑅 𝐸 × 𝑝 𝑅 

𝑝 𝐸 
 

=
𝑝𝑅 𝐸1 × 𝑝𝑅 𝐸2 × 𝑝𝑅 𝐸3 × 𝑝 𝑅 

𝑝 𝐸 
 

=

4
12

×
3

11
×

2
10

×
3
7

87
385

=
1

29
 

 :   المعادلة التالٌة ℂلنحل فً مجموعة الأعداد العقدٌة 
 𝐸 ∶ 2 𝑧2 − 2 𝑎 − 1 𝑧 +  𝑎 − 1 2 = 0 

𝑎لدٌنا   = 𝑒𝑖𝜃  0  مع < 𝜃 < 𝜋 إذن    : 𝑎 − 1 = 𝑒𝑖𝜃 − 1   

 𝑎 − 1 = 𝑒𝑖𝜃 − 1 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − 1 

= cos 𝜃 − 1 + 𝑖 sin 𝜃  

𝑝 𝐸 :    ٌعنً  ∩ 𝑁 = 𝑝𝑁 𝐸 × 𝑝 𝑁  

= 𝑝𝑁 𝐸1 × 𝑝𝑁 𝐸2 × 𝑝𝑁 𝐸3 × 𝑝 𝑁  

=
9

12
×

8

11
×

7

10
×

4

7
=

2016

9240
=

12

55
 

𝑃𝑋  ∶    0,1,2,3,4   ⟼    0,1                                             

0  ⟼   𝑃𝑋 0 =
81

2401

1  ⟼   𝑃𝑋 1 =
432

2401

2  ⟼   𝑃𝑋 2 =
864

2401

3  ⟼   𝑃𝑋 3 =
768

2401

4  ⟼   𝑃𝑋 4 =
256

2401

 

=∆:                                      لدٌنا  4 𝑎 − 1 2 − 8 𝑎 − 1 2 

= −4 𝑎 − 1 2 

=  2𝑖 𝑎 − 1  
2

 

𝑧1 =
2 𝑎 − 1 + 2𝑖 𝑎 − 1 

4
=

 𝑎 − 1  1 + 𝑖 

2
 

𝑧2 =
2 𝑎 − 1 − 2𝑖 𝑎 − 1 

4
=

 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
 

𝑝 𝑋 :   إذن  = 3 =
31 × 𝐶4

1 × 43

74
=

768

2401
 

𝑝 𝑋 :    إذن  = 4 =
44

74
=

256

2401
 

II 2 

3 II 

I 1 

I 2 

II 1 

I 2 أ 
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𝑐𝑜𝑠2𝜃:  ٌعنً  − 2 cos 𝜃 + 1 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑟2  

1 2:   ٌعنً  − cos 𝜃 = 𝑟2 

2:   ٌعنً   1 −  2 𝑐𝑜𝑠2  
𝜃

2
 − 1  = 𝑟2 

2:      ٌعنً   2 − 2 𝑐𝑜𝑠2  
𝜃

2
  = 𝑟2 

4:      ٌعنً   1 −  𝑐𝑜𝑠2  
𝜃

2
  = 𝑟2 

𝑠𝑖𝑛2 4:      ٌعنً   
𝜃

2
 = 𝑟2 

𝑟:   ٌعنً  = 2 𝑠𝑖𝑛  
𝜃

2
𝑟   و    > 0   

sinو ننطلق من الكتابة    . 𝜑ٌكفً الآن تحدٌد قٌمة  𝜃 = 𝑟 sin 𝜑   

sin:    ٌعنً   2 ∙
𝜃

2
 = 2 sin  

𝜃

2
 sin 𝜑  

2:    ٌعنً  sin  
𝜃

2
 cos  

𝜃

2
 = 2 sin  

𝜃

2
 sin 𝜑  

cos:   ٌعنً   
𝜃

2
 = sin 𝜑   

cos:   ٌعنً   
𝜃

2
 = cos  

𝜋

2
− 𝜑   

cos:    ٌعنً   
𝜃

2
 = cos  𝜑 −

𝜋

2
  

:    ٌعنً 
𝜃

2
≡ 𝜑 −

𝜋

2
  2𝜋  

′𝑐   و     = 𝑧2  إذن   :𝑎′ = 𝑧1  

  . ′𝐴′𝐶  عمودي على المستقٌم  ′𝐴𝐵 و هذا ٌعنً أن المستقٌم 
                  ′𝐴′𝐵′𝐶 ارتفاع فً المثلث   ′𝐴𝐵 أي أن المستقٌم 

⊥ ′𝐴′𝐶    و   ′𝐵′𝜖  𝐴𝐵لأن     𝐴𝐵′ .  

 التمرين الرابـــع 

 . متصلة على ٌمٌن الصفر 𝑓و هذا ٌعنً أن الدالة 

 : فً البداٌة لدٌنا 

 1 + 𝑖 =  2  
 2

2
+  i 

 2

2
 =  2  cos

π

4
+ i sin

π

4
 =  2e

iπ
4  

 :  و لدٌنا كذلك 

 1 − 𝑖 =  2  cos  
−π

4
 + i sin  

−π

4
  =  2e

−iπ
4  

  . 𝐴𝐶  هً منتصف القطعة 𝐽لدٌنا 

  . 𝐴𝐵  هً منتصف القطعة 𝐾و لدٌنا 

= 𝑎𝑓𝑓 𝐽 :إذن 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 + 𝑎𝑓𝑓 𝐶 

2
=

𝑎 + 𝑖

2
 

= 𝑎𝑓𝑓 𝐾 :    إذن 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 + 𝑎𝑓𝑓 𝐵 

2
=

𝑎 − 𝑖

2
 

 و زاوٌته𝐾 دوران مركزه       و بنفس الطرٌقة لدٌنا 
2

  𝑟2 

= 𝑟1 𝐶 : إذن حسب التعرٌف العقدي للدوران نكتب                       و لدٌنا  𝐶′ 

 و زاوٌته 𝐽 دوران مركزه      لدٌنا 
2

.  𝑟1 

 :إذن 
𝑎′ − 𝑐′

𝑎 − 1
= 𝑖  و منه  : arg  

𝑎′ − 𝑐′

𝑎 − 1
 ≡

𝜋

2
  2𝜋  

,        𝐵′𝐴  :    ٌعنً  𝐶′𝐴′                    
 ≡

𝜋

2
  2𝜋  

lim : لدٌنا 
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
=

1

 1 +  0+ 2
 

=
1

 1 + 0
= 1 = 𝑓(0) 

  .∞+ بجوار 𝑓لنحسب الآن نهاٌة 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
=

1

 1 +  +∞ 2
 

=
1

 1 + ∞
=

1

+∞
= 0 

 𝑎𝑓𝑓 𝐶′ − 𝑎𝑓𝑓 𝐽  = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑎𝑓𝑓 𝐶 − 𝑎𝑓𝑓 𝐽   

⟺   𝑐′ −
𝑎 + 𝑖

2
 = 𝑖  𝑖 −

𝑎 + 𝑖

2
  

⟺  𝑐′ =
−1 − 𝑖𝑎 + 𝑎 + 𝑖

2
 =

 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
= 𝑧2 

= 𝑟2 𝐴 : إذن حسب التعرٌف العقدي للدوران نكتب                      و لدٌنا  𝐴′ 

 𝑎𝑓𝑓 𝐴′ − 𝑎𝑓𝑓 𝐾  = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝐾   

⟺   𝑎′ −
𝑎 − 𝑖

2
 = 𝑖  𝑎 −

𝑎 − 𝑖

2
  

=
 𝑎 − 1  1 + 𝑖 

2
= 𝑧1 ⟺  𝑎′ =

𝑖𝑎 − 1 + 𝑎 − 𝑖

2
 

 :لدٌنا 
𝑎′ − 𝑐′

𝑎 − 1
=

 𝑎 − 1  𝑖 + 1 
2

−
 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
𝑎 − 1

1

 

=
 𝑎 − 1  𝑖 + 1 − 1 + 𝑖 

2
×

1

 𝑎 − 1 
 

=
𝑖 𝑎 − 1 

 𝑎 − 1 
= 𝑖 

lim :إذن 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 

lim :إذن 
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 

II 2 

II 3 

I 2 ب 

 أ 1

II 1 

𝜋

2
 

𝜋

2
 

𝑧1 :    إذن  =
 𝑎 − 1  1 + 𝑖 

2
=

1

2
∙ 2 sin  

𝜃

2
 ∙  2 𝑒

𝑖𝜋
4 𝑒

𝑖 
𝜃+𝜋

2
 
 

=  2 sin  
𝜃

2
  𝑒

𝑖 2𝜃+3𝜋 
4  

𝑧2 =
 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
=

1

2
∙ 2 sin  

𝜃

2
 ∙  2 𝑒

−𝑖𝜋
4 𝑒

𝑖 
𝜃+𝜋

2
 
 

=  2 sin  
𝜃

2
  𝑒

𝑖 2𝜃+𝜋 
4  

𝜑ٌعنً  ≡
𝜃+𝜋

2
  2𝜋       إذن    : 𝑎 − 1 = 2 sin  

𝜃

2
 𝑒

𝑖 
𝜃+𝜋

2
 

 

 يمكن تطبيق القاعدة التالية مباشرة : ملاحظة 

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  
𝑥 − 𝑦

2
 𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
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1 نضرب البسط و المقام فً المرافق   +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2  نجد     : 

𝑓𝑑 قابلة للإشتقاق على ٌمٌن الصفر و 𝑓و هذا ٌعنً أن الدالة 
′ 0 = 0.  

 .         𝐼 دالة معرفة و قابلة للإشتقاق على مجال 𝑔إذا كانت  : تذكير

  .𝐽 دالة معرفة و قابلة للإشتقاق على مجال 𝑓و كانت 

𝑓إذن تكون الدالة  ∘ 𝑔 قابلة للإشتقاق على المجال 𝐼 إذا كان   :𝑔 𝐼 ⊆ 𝐽   

;𝑥 𝜖  0 ∀:  و نضع  +∞   ;   𝜓 𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 

;𝑥 𝜖  0 ∀:    إذن  +∞   ;   𝑓 𝑥 = 𝜑 ∘ 𝜓  𝑥  

,0  دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال 𝜓لدٌنا  +∞   

  .ℝ دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على 𝜑و 

𝜑إذن تكون الدالة  ∘ 𝜓 0  قابلة للاشتقاق على; +∞                

,𝜓   0:    إذا كان  +∞   ⊆ ℝ 

,0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞ .  

= 𝜓 𝑥:      لدٌنا  𝑥 ln 𝑥 𝜖  
1

𝑒
, +∞ ⊂ ℝ 

,𝜓   0:     إذن  +∞   ⊆ ℝ 

𝑓إذن الدالة   = 𝜑 ∘ 𝜓 0   قابلة للاشتقاق على المجال; +∞ .  

𝑓إذن إشارة  ′(𝑥)  تتعلق بإشارتً الكمٌتٌن  ln 𝑥   1   و + ln 𝑥 .   

lnالكمٌة  𝑥 ً1 و الكمٌة  1  تنعدم ف + ln 𝑥 ًتنعدم ف  
1

𝑒
.  

 : كما ٌلً 𝑓نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة 

 : نحسب النهاٌة التالٌة 0 على الٌمٌن فً 𝑓لدراسة اشتقاق الدالة 

lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
  

 :و من أجل ذلك نستعٌن بالنهاٌتٌن التالٌتٌن 

lim
𝑥→0+

𝑥  ln 𝑥 2 = lim      و       0
𝑥→0+

 𝑥 ln 𝑥 = 0 

lim :   لدٌنا 
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+

1

𝑥
 

1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
− 1  

= lim
𝑥→0+

1

𝑥
 

1 −  1 +  𝑥 ln 𝑥 2

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
  

= 𝑓 𝑥 :    لدٌنا 
1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :نضع    𝜑 𝑥 =
1

 1 + 𝑥2
 

𝑥∀  : نلاحظ فً البداٌة أن  > 0   ;    1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2 > 0 

𝑓 : إذن  ′ 𝑥 =
−1

2
 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 

−1
2

−1 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 ′  

=
−1

2
 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 

−3
2  2𝑥 ln 𝑥  𝑥 ln 𝑥 ′  

=
−1

2
 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 

−3
2  2𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥  

=
−𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥 

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2

 

,0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن   :    لدٌنا  .  ∞+

𝑓 𝑥 =
1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
=  1 +  𝑥 ln 𝑥 2 

−1
2  

𝑥∀  : إذن  > 0   ;   𝑓 ′(𝑥) =
−𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥 

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2

 

1

𝑒
 0 +∞ 1 𝒙 

1 + ln 𝑥 

ln 𝑥 

𝑓 ′(𝑥) 

𝑓 

− 

− 

− 

− 

+ 

+ 

+ 

+ 

− 

1 1 

𝑓 
1

𝑒
  

0 

0 

0 

0 

0 

;𝑥 𝜖  𝑒:  بما أن  ln:     فإن  ∞+ 𝑥 ≥ 1   

𝑥 نجد أن الدالة  0 تساوي 𝑐نأخذ الثابتة  → ln ln 𝑥  دالة أصلٌة  

𝑥للدالة   →
1

𝑥 ln 𝑥
;𝑒   على المجال  +∞ .  

𝑥و أشٌر إلى أن   → ln ln 𝑥  1   دالة معرفة و متصلة على; +∞  

,𝑒 إذن فهً متصلة على  ,𝑒 :   لأن  ∞+ +∞  ⊂   1, +∞ .   

  : لدٌنا 
1

𝑥 ln 𝑥
𝑑𝑥 =  

 
1
𝑥
 

ln 𝑥
𝑑𝑥 =  

 ln 𝑥 ′

 ln 𝑥 
𝑑𝑥 

= ln  ln 𝑥  + 𝑐    ;    𝑐𝜖ℝ 

lim :إذن 
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = 0 

= lim
𝑥→0+

1

𝑥
 

1 −  1 +  𝑥 ln 𝑥 2

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
  

1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2

1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2
  

= lim
𝑥→0+

1

𝑥
 

1 − 1 −  𝑥 ln 𝑥 2

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2  1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
  

= lim
𝑥→0+

1

𝑥
 

− 𝑥 ln 𝑥 2

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2  1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
  

= lim
𝑥→0+

 −𝑥 ln 𝑥 2  
1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2  1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
  

=  −0  
1

 1 +  0 2  1 +  1 +  0 2 
 =  0  

1

2
 = 0 

 1 ب

 د 1

 ج 1 أ 2
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,𝑒  عنصرا من المجال 𝑡لٌكن  +∞ .  

0ننطلق من المتفاوتة  < 𝑡  و نضٌف إلى طرفٌها الكمٌة 1 ln 𝑡 2 

𝑡 : نجد  ln 𝑡 2 < 1 +  𝑡 ln 𝑡 2 

𝑡  :    و منه  ln 𝑡 2 <  1 +  𝑡 ln 𝑡 2 

𝑡∀ :   ٌعنً  ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 <  1 +  𝑡 ln 𝑡 2  

𝑡و لدٌنا كذلك  ≥ 𝑒  إذن ln 𝑡 ≥ 1.   

𝑡:     نضرب هاتٌن المتفاوتتٌن طرفا بطرف نجد  ln 𝑡 ≥ 𝑒 > 1 

𝑡∀ :    نحتفظ بالمتفاوتة  ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 > 1 

𝑡∀ :    التً تصبح  ≥ 𝑒   ;    𝑡 ln 𝑡 2 > 1 

𝑡 نضٌف إلى طرفً هذه المتفاوتة الكمٌة  ln 𝑡 2                       

𝑡∀ :    نجد  ≥ 𝑒   ;   2  𝑡 ln 𝑡 2 > 1 +  𝑡 ln 𝑡 2 

𝑡∀ :    ٌعنً  ≥ 𝑒   ;     2 𝑡 ln 𝑡 >  1 +  𝑡 ln 𝑡 2 

𝑥 عددا حقٌقٌا بحٌث 𝑥لٌكن  ≥ 𝑒.  

 :و نحصل بذلك على الوضعٌة التالٌة 

 :  نستنتج أن  2  و  1 من النتٌجتٌن 

 ∀𝑡 ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 <  1 +  𝑡 ln 𝑡 2 <  2 𝑡 ln 𝑡 

 :من خلال آخر تأطٌر حصلنا علٌه نستنتج أن 

 ∀𝑡 ≥ 𝑒   ;   
1

 2
 

1

𝑡 ln 𝑡
 <

1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2
<

1

 𝑡 ln 𝑡
 

∫نُدخل التكامل  𝑑𝑡
𝑥

𝑒
 :  على هذا التأطٌر نجد 

1

 2
  

1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <  
1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 

 :   ٌعنً 
1

 2
 ln ln 𝑡  𝑒

𝑥 <  
1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <  ln ln 𝑡  𝑒
𝑥  

 :   ٌعنً 
1

 2
ln ln 𝑥 <  

1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  

 :لدٌنا حسب آخر تأطٌر 

1

 2
ln ln 𝑥 <  

1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  

 :    إذن 
1

 2
ln ln 𝑥 <  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  

lim :    لدٌنا 
𝑥→+∞

ln ln 𝑥 = ln ln +∞  = ln +∞ = +∞ 

 :   و هذا ٌعنً حسب خاصٌة التأطٌر و النهاٌات أن 

lim
𝑥→+∞

 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑒

𝑑𝑡 = +∞ 

lim :   إذن 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = +∞ 

 :  من جهة ثانٌة ، لدٌنا 
1

 2
ln ln 𝑥 <  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  

 : نجد     نضرب أطراف هذا التأطٌر فً العدد الموجب قطعا 

1

 2
 

ln ln 𝑥 

𝑥
 <

1

𝑥
 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <
ln ln 𝑥 

𝑥
 

lim :     لنحسب النهاٌة 
𝑥→+∞

 
ln ln 𝑥 

𝑥
  

 : إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

1

 2
ln ln 𝑥 

       
<  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥       

𝑥 → +∞ 
𝑥 → +∞ 

+∞ 
+∞ 

lim :   إذن 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 

= lim
𝑥→+∞

  𝑓(𝑡)
𝑒

0

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
𝑥

𝑒

𝑑𝑡  

= lim
𝑥→+∞

  𝑓(𝑡)
𝑒

0

𝑑𝑡 + lim
𝑥→+∞

  𝑓(𝑡)
𝑥

𝑒

𝑑𝑡  

= lim
𝑥→+∞

 
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒

𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒
 + lim

𝑥→+∞
  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡  

=  +∞ +  +∞ = +∞ 

lim :     لدٌنا 
𝑥→+∞

 
ln ln 𝑥 

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

ln ln 𝑥 

𝑥
 ×

ln 𝑥

ln 𝑥
 

= lim
𝑥→+∞

 
ln ln 𝑥 

ln 𝑥
 ×

ln 𝑥

𝑥
 

= lim
𝑥→+∞
𝑦→+∞
𝑦=ln 𝑥

ln 𝑦

𝑦
×

ln 𝑥

𝑥
= 0 × 0 = 0 

lim :     إذن 
𝑥→+∞

 
ln ln 𝑥 

𝑥
 = 0 

1

 2
 

ln ln 𝑥 

𝑥
 

         
<

1

𝑥
 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <
ln ln 𝑥 

𝑥     
 

 𝟎 

𝑥 → +∞ 𝑥 → +∞ 

𝟎 

 :  و منه حسب خاصٌة النهاٌات و التأطٌر نستنتج أن 

lim
𝑥→+∞

1

𝑥
 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 = 0 

 ب 2

 ج 2

 د 2

 𝟏  

 𝟐  

 𝟏  

1

𝑥
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,0  على المجال 𝑓 دالة أصلٌة للدالة 𝐹إذن  +∞ .  

,𝑥 𝜖  0 ∀:   أو بتعبٌر الاشتقاق نكتب  +∞   ;   𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥) 

,0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓و بما أن الدالة  +∞   

,0  قابلة للاشتقاق على المجال ′𝐹فإن الدالة  +∞ .  

,0  على المجال 𝐹"(𝑥)إذن تنعدم الدالة  +∞                      

ln عندما تنعدم الكمٌتٌن  𝑥  1  و + ln 𝑥 .  

𝑥 إذا كان   𝐹" 𝑥أي تنعدم الدالة  = 𝑥  أو  1 =
1

𝑒
   

 .و تتغٌر إشارتها بجوار تلك النقطتٌن و ذلك حسب جدول الإشارة السابق 

𝑓و ذلك انطلاقا من جدول إشارة  ′(𝑥).  

,𝑥 𝜖  0 ∀:  لأن  +∞   ;   𝐹"(𝑥) = 𝑓′(𝑥) 

,0  معرفة على 𝜑من جهة ثانٌة لدٌنا  = 𝜑 𝑥:   بما ٌلً  ∞+ 𝑥 − 𝐹 𝑥   

,0  قابلة للاشتقاق على 𝐹و لدٌنا كذلك  = 𝐹′ 𝑥:    بحٌث  ∞+ 𝑓 𝑥    

,0  دالة قابلة للاشتقاق على المجال 𝜑إذن  +∞   
= 𝜑′ 𝑥:     و لدٌنا  1 − 𝐹′ 𝑥 = 1 − 𝑓(𝑥) 

𝑥نلاحظ أنه إذا كان  = = 𝑓 𝑥 فإن 0 1  

1:  ٌعنً  − 𝑓(𝑥) أي     :𝜑′ 𝑥 = 0    

0  إذا كان ≤ 𝑥 ≤
1

𝑒
𝑓(0)  فإن    ≥ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓  

1

𝑒
             

,0  دالة تناقصٌة على المجال 𝑓لأن 
1

𝑒
 .  

1:    إذن  ≥ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓  
1

𝑒
  

1:  ٌعنً  − 𝑓 𝑥 ≥ ≤ 𝜑′ 𝑥:     أي 0 0   

,0  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝜑إذن 
1

𝑒
 .  

  إذا كان
1

𝑒
≤ 𝑥 ≤ 𝑓  فإن  1  

1

𝑒
 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 1             

  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝑓لأن 
1

𝑒
, 1 .  

𝑓إذن    
1

𝑒
 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 1:   ٌعنً 1 − 𝑓 𝑥 ≥ ≤ 𝜑′ 𝑥:     أي 0 0   

  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝜑إذن 
1

𝑒
, 1 .  

𝑥 :  إذا كان ≥ 𝑓(𝑥):    فإن 1 ≤ 𝑓(1)                             

,1  دالة تناقصٌة على المجال 𝑓لأن  +∞ .  

𝑓(𝑥):  إذن  ≤ 1:    ٌعنً 1 − 𝑓(𝑥) ≥ ≤ 𝜑′ 𝑥:    أي 0 0.   

,1  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝜑إذن  +∞ .  

lim :     نستغل إذن هذه النهاٌة لحساب 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
 

,0  دالة عددٌة معرفة على 𝐹لدٌنا  = 𝐹 𝑥 :     بما ٌلً  ∞+  𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 

,𝑥 𝜖  0 ∀   :     و لدٌنا  +∞     ; 𝐹" 𝑥 = 𝑓′(𝑥) =
−𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥 

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2

 

  و ٌمكن أن نضٌف جدول التقعر للمنحنى  
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

 ٌقبل نقطتً انعطاف أفصولاهما على التوالً            و بالتالً 
1

𝑒
   .1 و 

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

lim :   نستعمل النهاٌة 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= 0 

 :    لدٌنا 

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 − 𝐹(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥  1 −
𝐹 𝑥 

𝑥
  

=  +∞  1 − 0 = +∞ 

lim :   لدٌنا 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞

1

𝑥
 𝑓(𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡 

= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
  𝑓(𝑡)

𝑒

0

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
𝑥

𝑒

𝑑𝑡  

= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
  𝑓(𝑡)

𝑒

0

𝑑𝑡 + lim
𝑥→+∞

1

𝑥
  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 
             

0

 

=  
1

+∞
 ×  

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒
𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒

 + 0 = 0 

lim :     إذن 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= 0 

𝐹"(𝑥) + 

1

𝑒
 0 +∞ 1 

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

𝒙 

ف
طا

نع
 ا
طة

نق
 

ف
طا

نع
 ا
طة

نق
 

 مقعر مقعر
  محدب

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹  

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

0 0 − − 

𝓞 𝟒 𝟏

𝐞
 

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

𝟏 𝟐 𝟑 

𝟏 

𝟐 

𝟑 

𝟎, 𝟓 

   . 𝐹" 𝑥لدراسة نقط انعطاف المنحنى          ندرس إشارة المشتقة الثانٌة 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

,0  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝜑 : خلاصة +∞ .  

 ٌقبل فرعا            المنحنى:  بقولنا  2  و  1 و ٌمكن تفسٌر النهاٌتٌن 

 .شلجمٌا فً اتجاه محور الأفاصٌل 

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

lim :     إذن 
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = +∞ 

 ز 2

 هـ 2

 أ 3

 2  
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,0  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال 𝜑لدٌنا  +∞ .  

,0  تقابل من المجال 𝜑إذن  ,𝜑   0 نحو صورته  ∞+ +∞   .  

,0  تقابل من المجال 𝜑إذن  ,0  نحو المجال  ∞+ +∞ .  

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛لٌكن 
,𝑛 𝜖  0:  إذن  ⊃ ℕ:    لأن  ∞+   0, +∞    

,0 فً المجال   𝑛إذن ٌوجد عنصر وحٌد نرمز له بـ  +∞          

= 𝜑 𝛼𝑛:  بحٌث  𝑛   

= 𝜑 𝑥المعادلة  : أو بتعبٌر آخر  𝑛 ذات المجهول  𝑥 تقبل حلا وحٌدا 

,0  فً المجال 𝛼𝑛و هو    .ℕ من 𝑛 و ذلك كٌفما كان  ∞+

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    أن  (رأٌنا حسب السؤال ب   𝛼𝑛 ≥ 0 

≤ 𝐹 𝛼𝑛إذن   𝐹 0  لأن  𝐹  0  تزاٌدٌة على المجال, +∞ .   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   ٌعنً أن    𝐹 𝛼𝑛 ≥ 0  
𝑥∀ :    و نعلم أن  ≥ 0   ;   𝜑 𝑥 = 𝑥 − 𝐹(𝑥) 

= 𝜑 𝛼𝑛:  إذن  𝛼𝑛 − 𝐹 𝛼𝑛  لأن    :𝛼𝑛 ≥ 0   

= 𝐹 𝛼𝑛:    ٌعنً  𝛼𝑛 − 𝜑 𝛼𝑛  

𝛼𝑛:   نحصل على  2  و  1 بدمج  − 𝜑 𝛼𝑛 ≥ 0           

𝛼𝑛:  ٌعنً  ≥ 𝜑 𝛼𝑛    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    و نعلم أن    𝜑 𝛼𝑛 = 𝑛 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    إذن    𝛼𝑛 ≥ 𝑛 

𝜑   0, +∞   =   𝜑 0  ;  lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥   =  0, +∞  ∶  و لدٌنا  

 : و هذا ٌعنً حسب تعرٌف التقابل 

  ∀ 𝑦 𝜖  0, +∞    ,   ∃! 𝑥 𝜖  0, +∞     ;   𝜑 𝑥 = 𝑦 

,  𝑛𝜖ℕ∀  : أو بتعبٌر أخٌر    ∃!  𝛼𝑛  ≥ 0    ;   𝜑 𝛼𝑛 = 𝑛 

 :نعلم حسب الأسئلة السابقة أن 

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= lim    و   0

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 0 

lim : إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة :                        نلاحظ أن 
𝑛∞

𝑛 = +∞ 

𝑛∞ 

+∞ 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝛼𝑛 ≥ 𝑛  

lim : إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝛼𝑛 = +∞ 

 ب 3

 ج 3

 أ 4

 ب 4

𝛼𝑛  

 2  

 1  

1:  نلاحظ أن  ≤ 𝑛 < 𝑐 ≤ 𝛼𝑛إذن حسب ما سبق نستنتج أن      : 

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝑛, 𝛼𝑛    ;   

𝐹 𝛼𝑛  
𝛼𝑛

− 𝐹 𝑛 
𝑛

𝛼𝑛 − 𝑛
= 𝑔′ 𝑐 =

𝑐𝑓 𝑐 − 𝐹 𝑐 

𝑐2
 

,1  المعرفة على 𝑔نعتبر الدالة العددٌة  = 𝑔 𝑥:   بما ٌلً  ∞+
𝐹 𝑥 

𝑥
 

ف  شرطا الإتصال و الإشتقاق محققٌن فً هذه الدالة لأنها خارج مُعَرَّ

,1 لدالتٌن متصلتٌن و قابلتٌن للإشتقاق على المجال  +∞ .  

,𝑛 نطبق إذن مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على المجال  𝛼𝑛  :  نجد  

 TAFاستعمال : الطريقة الثانية 

  
𝑓 𝑒𝑠𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑠𝑢𝑟   𝑎, 𝑏      

∀ 𝑥 𝜖  𝑎, 𝑏   ;   𝑚 < 𝑓 𝑥 < 𝑀
  

𝑚 𝑏 − 𝑎 <  𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 < 𝑀 𝑏 − 𝑎  

,0  دالة متصلة و تناقصٌة على كل مجال 𝑓لدٌنا  𝑥  حٌث 𝑥 ≥ 1.  

𝑥 ∀ و لدٌنا   ≥ 1    ;   0 <     𝑥 < 1.   

𝑚:  إذن  = 𝑚𝑖𝑛 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)  و  𝑀 = 𝑀𝑎𝑥 𝑓(𝑥) = 𝑓(0)   

⟹    𝑥 − 0 𝑓 𝑥 <  𝑓 𝑡 
𝑥

0

𝑑𝑡 <  𝑥 − 0 𝑓(0) 

⟹   𝑥𝑓 𝑥 < 𝐹(𝑥) < 𝑥 

⟹   𝑔′ 𝑥 < 0  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑔′ 𝑥 =
𝑥𝑓 𝑥 − 𝐹(𝑥)

𝑥2
 

⟹   𝑔  𝑒𝑠𝑡  ↘   𝑠𝑢𝑟   1, +∞  

⟹   𝑔 𝛼𝑛 ≤ 𝑔 𝑛   ;   𝑐𝑎𝑟  𝛼𝑛 ≥ 𝑛 

⟹   
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
≤

𝐹 𝑛 

𝑛
   

⟹   
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
≤

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓 𝑛  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓 𝑛 > 0   

⟹     0 <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓 𝑛  ;    𝑐𝑎𝑟  

𝑒𝑡  𝐹 𝛼𝑛 ≥ 0
𝑒𝑡  𝛼𝑛 > 0      

  

⟹     𝑑′𝑜ù  𝑙𝑒 𝑟é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡  𝑣𝑜𝑢𝑙𝑢  ⋆ 

⟹    𝑐𝑓 𝑐 − 𝐹 𝑐 < 0 

⟹     

𝐹 𝛼𝑛  
𝛼𝑛

− 𝐹 𝑛 
𝑛

𝛼𝑛 − 𝑛
< 0 

⟹    
𝑐𝑓 𝑐 − 𝐹 𝑐 

𝑐2
< 0 

⟹     
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
−

𝐹 𝑛 

𝑛
< 0  ;   𝑐𝑎𝑟  𝛼𝑛 − 𝑛 ≥ 0 

⟹     
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
 

⟹     
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓 𝑛  ;    𝑐𝑎𝑟 𝑓 𝑛 > 0 

⟹     0 <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓 𝑛  ;    𝑐𝑎𝑟  

𝑒𝑡  𝐹 𝛼𝑛 ≥ 0
𝑒𝑡  𝛼𝑛 > 0      

  

⟹     𝑑′𝑜ù  𝑙𝑒 𝑟é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡  𝑣𝑜𝑢𝑙𝑢  ⋆ 

 استعمال الرتابة: الطريقة الأولى 

,𝑥 𝜖  1 ∀:  فً البداٌة سوف نبٌن أن  +∞   ;   𝑥𝑓 𝑥 < 𝐹(𝑥)   

= 𝑔 𝑥:   المعرفة بـ 𝑔ثم بعد ذلك نعتبر الدالة 
𝐹(𝑥)

𝑥
   

,1  تناقصٌة على 𝑔نبٌن أن هذه الدالة   و ذلك عن طرٌق تحدٌد  ∞+

ثم نستغل هذه الرتابة لإظهار المتفاوتة  .  𝑔′ 𝑥إشارة مشتقتها الأولى 

  𝑙𝑒𝑡′𝑠   𝑔𝑒𝑡  𝑏𝑎𝑐𝑘  𝑡𝑜  𝑤𝑜𝑟𝑘  𝑛𝑜𝑤 . المطلوبة 

,𝑥 𝜖  1 ∀:  لنبٌن أن  +∞   ;   𝑥𝑓 𝑥 < 𝐹(𝑥)   

 :من أجل ذلك سوف نستعمل الخاصٌة التالٌة 

𝑓 

 0, 𝑥   0, 𝑥  



 

 

  
lim :    إذن 

𝑛∞
 
𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛) = 0  

ٌُصبح  ⋆ و منه فإن التأطٌر    : 

 ∀𝑛 ≥ 1   ;   0 <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛)

         
 

𝑛∞ 

𝟎 
𝟎 

𝑛∞ 
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𝑥∀ :     من جهة أخرى نعلم أن  ≥ 0   ;   𝜑 𝑥 = 𝑥 − 𝐹(𝑥) 
𝛼𝑛لدٌنا   ≥ = 𝜑 𝛼𝑛  إذن    0 𝛼𝑛 − 𝐹 𝛼𝑛  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    و نعلم كذلك أن    𝜑 𝛼𝑛 = 𝑛 

𝑛:  إذن  = 𝛼𝑛 − 𝐹 𝛼𝑛  ًٌعن      :𝐹 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛 − 𝑛  

 التمرين الخامس 

;0  المعرفة على 𝑓نعتبر  = 𝑓 𝑥:   بما ٌلً  ∞+ ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥     

  متصلة 𝑓لدٌنا حسب الخاصٌات العامة لاتصال مركب دالتٌن أن الدالة 

;0 على  ;0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓و كذلك    ∞+ +∞   

;0  دالة قابلة للإشتقاق على 𝑙𝑛لأن   دالة قابلة 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 و  ∞+

;0    و   ℝللاشتقاق على  +∞  ⊂  ℝ.   

 فً أي مجال 𝑓إذن بإمكاننا تطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على الدالة 

;0 محدود و ٌوجد ضمن  +∞   

𝑛لٌكن  ≥ ; 𝑛  و نختار المجال  1  𝑛 + 1 .   

;𝑥 𝜖  0 ∀:    لدٌنا  +∞   ;   𝑓 𝑥 = ln arctan 𝑥   

 :     ٌعنً 

 :     نجد 2نضرب طرفً هذه المتساوٌة فً العدد الغٌر المنعدم 

𝑛:    لدٌنا  < 𝑐 < 𝑛 + 1 

 : نجد ℝ على هذا التأطٌر و علما أنها تزاٌدٌة قطعا على 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛نُدخل الدالة 

𝑛:   و لدٌنا كذلك  < 𝑐 < 𝑛 + 1 

1 :  إذن  + 𝑛2 <  1 + 𝑐2 < 1 +  𝑛 + 1 2 

 : نُدخل على هذا التأطٌر دالة المقلوب نجد 

 :  نجد 𝑛2−و نضرب أطرف هذا التأطٌر فً العدد السالب قطعا 

 :نجد  (2و نستغل بعد ذلك نتٌجة السؤال 

 :    أي 
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
=

𝛼𝑛 − 𝑛

𝛼𝑛
= 1 −

𝑛

𝛼𝑛
 

lim :      ٌعنً 
𝑛∞

𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
= lim

𝑛∞
 1 −

𝑛

𝛼𝑛
  

0 :      ٌعنً  = 1 − lim
𝑛∞

 
𝑛

𝛼𝑛
lim :      ٌعنً   

𝑛∞
 

𝑛

𝛼𝑛
 = 1 

lim : و بالتالً 
𝑛∞

 
𝛼𝑛

𝑛
 =

1

lim
𝑛∞

 
𝑛
𝛼𝑛

 
=

1

1
= 1 

 :     إذن 

𝑓 ′ 𝑥 =
 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  

′

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 
=

 
1

1 + 𝑥2 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 
=

1

 1 + 𝑥2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 
 

 ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1  − ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛  =
1

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

 :     ٌعنً 
 ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛  − ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1  =

−1

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

 𝑛2 ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛  − ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1   =
−𝑛2

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

𝑣𝑛 : نجد  (1و باستعمال نتٌجة السؤال  =
−𝑛2

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 < 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 < 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1  

 :  طرفا بطرف نجد  2  و  1 نضرب التأطٌرٌن 

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 <  1 + 𝑐2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 <

<  1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1  

𝑛:   عددا صحٌحا طبٌعٌا بحٌث 𝑛لٌكن  ≥ 1   

= 𝑛2 ln  
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
  

= 𝑛2 ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛  − ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1    

𝑣𝑛 :لدٌنا  = ln 𝑢𝑛 = ln   
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

𝑛2

  

 :      نجد  ∗∗ إذن بالرجوع إلى المتساوٌة  

  
𝑓 𝑛 + 1 − 𝑓(𝑛)

 𝑛 + 1 − 𝑛
=

1

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

  :    خلاصة

 ∀𝑛 ≥ 1  ,   ∃ 𝑐 𝜖  𝑛; 𝑛 + 1     ;   𝑣𝑛 =
−𝑛2

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
< 𝑣𝑛 <

−𝑛2

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

; 𝑛   من المجال 𝑐إذن ٌوجد عدد حقٌقً  𝑛 +  :      بحٌث  1

 ∗∗     
𝑓 𝑛 + 1 − 𝑓(𝑛)

 𝑛 + 1 − 𝑛
= 𝑓 ′ (𝑐) 

lim :    أي 
𝑛∞

 
𝛼𝑛

𝑛
 = 1 

1

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
<

1

 1 + 𝑐2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
<

<
1

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
 

−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
<

−𝑛2

 1 + 𝑐2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
<

<
−𝑛2

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

1 

3 

2 

𝑛2 

 𝟏  

 𝟐  

 ⨂  

lim    ∎  :    و منه حسب مصادٌق التقارب نستنتج أن 
𝑛∞

𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
= 0 
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 : فً البداٌة أذُكركم بالنهاٌتٌن المهمتٌن التالٌتٌن 

𝑣𝑛و لدٌنا   = ln 𝑢𝑛     إذن    :𝑢𝑛 = 𝑒𝑣𝑛   

lim :      و منه 
𝑛∞

 𝑢𝑛 = lim
𝑛∞

𝑒𝑣𝑛 = 𝑒
 lim

𝑛∞
𝑣𝑛  

= 𝑒
 
−2
𝜋

 
 

= lim
𝑛∞

 
−𝑛2

𝑛2 + 2𝑛 + 2
  

1

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
  

=  −1  
1
𝜋
2

 =
−2

𝜋
 

lim :    لدٌنا 
𝑛∞

−𝑛2

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

lim :    و لدٌنا كذلك 
𝑛∞

−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
 

= lim
𝑛∞

 
−𝑛2

𝑛2 + 1
  

1

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
  

=  −1  
1
𝜋
2

 =
−2

𝜋
 

ٌُصبح  ⨂ إذن التأطٌر    : 

 
−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
 

               
< 𝑣𝑛 <  

−𝑛2

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

                     
 

−𝟐

𝝅
 

𝑛∞ 𝑛∞ 
−𝟐

𝝅
 

𝐥𝐢𝐦 :    إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نجد 
𝒏∞

 𝒗𝒏 =
−𝟐

𝝅
 

𝐥𝐢𝐦 :     و بالتالً 
𝒏∞

 𝒖𝒏 = 𝒆
 
−𝟐
𝝅

 
 

lim
𝑥→+∞

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 =
𝜋

2
lim     و    

𝑥→−∞
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 =

−𝜋

2
 

4 
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 التمرين الأول  1  

 

 التمرين الأول  2  

 التمرين الأول  3  

 التمرين الأول  4  

 التمرين الأول  5  

 التمرين الثاني  1  

 التمرين الثاني 2  

 E:  ٌكفً أن نتحقق من أن  ×, ℳ2 ℝ  جزءا مستقرا من  𝐸لكً ٌكون 

                                                        ∀  𝐴, 𝐵  𝜖 𝐸2  ;   𝐴 × 𝐵 𝜖 𝐸 

مع كامل الأسف ، هذه الخاصٌة غٌر محققة دائما لأننا نتوفر على مثال 

𝐽مضاد و هو المصفوفة   = 𝑀 1,0  𝜖 𝐸.   

𝐽  لكن  𝐽 𝜖 𝐸  و  𝐽 𝜖 𝐸لدٌنا  : و بتعبٌر آخر  × 𝐽 ∉  𝐸   

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء غٌر مستقر من  𝐸و بالتالً 

;   𝑘𝜖ℕ∀ :  بما أن    1030𝑘+2 − 7 ≡ 0  31   

1030𝑘+2      ∗∗ :  فإن  − 7 ≡ 0  31   

𝑎30𝑘+1 3:   نستنتج أن  ∗∗  و  ∗ إذن من  ≡ 0  31    

   .𝑎30𝑘+1 3 ٌقسم الجداء  31ٌعنً أن العدد 

31و بما أن   ∧ 3 =  .𝑎30𝑘+1  ٌقسم 31 نستنتج أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  فإنه حسب 1

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑘لٌكن 

⟺   3 𝑎30𝑘+1 = 3 + 3 + 1030𝑘+2 − 1 − 9 = 1030𝑘+2 − 7 

 𝑎30𝑘+1 = 1 + 3  
1030𝑘+1+1 − 1

10 − 1
 − 3 

⟺   3 𝑎30𝑘+1 = 1030𝑘+2 − 7     ∗  

 المصفوفة  
1 2
0 1

  .𝐸  لٌست عنصرا من المجموعة  

 :   بحٌث 𝑏 و 𝑎لأنه لا وجود لعددٌن حقٌقٌٌن 
1 2
0 1

 =  
𝑎 𝑎 − 𝑏
𝑏 𝑎 + 𝑏

    

1:  و التناقض الذي نحصل علٌه هو أن  − 0 = 2    

𝐽2 = 𝐽 × 𝐽 =  
1 1
0 1

 ×  
1 1
0 1

 =  
1 2
0 1

  ∉ 𝐸 

سوف نستعمل نظمة العد العشري و كذلك صٌغة مجموع حدود متتابعة 

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا غٌر منعدم 𝑛لٌكن  . 10من متتالٌة هندسٌة أساسها 

⟹   3 𝑎𝑛 + 7 = 3  
10𝑛+1 − 1

3
− 2 + 7 

= 10𝑛+1 − 1 − 6 + 7 

= 10𝑛+1 

𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑙𝑢𝑠𝑖𝑜𝑛 ∶   ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   3𝑎𝑛 + 7 = 10𝑛+1 

𝑎𝑛 = 333 ⋯ 3     
𝑛  𝑓𝑜𝑖𝑠

1                                                                  ∶  لدٌنا  

= 1 + 3 101 + 102 + ⋯ + 10𝑛  

= 3 100 + 101 + 102 + ⋯ + 10𝑛 + 1 − 3 × 100 

= 3  
10𝑛+1 − 1

10 − 1
 − 2 =

10𝑛+1 − 1

3
− 2 

  .ℕ عنصرا من 𝑘لٌكن 
  .31 لا ٌقسم العدد 10 عدد أولً و نلاحظ أن العدد 31لدٌنا 
10:  إذن  ∧ 31 =  . عدد أولً 31  و 1

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡 :                       1031−1 و منه حسب مبرهنة  ≡ 1  31  

⟹   1030 ≡ 1  31  

⟹    1030 𝑘 ≡ 1𝑘   31   ;    ∀𝑘𝜖ℕ  

⟹   1030𝑘 ≡ 1  31   ;    ∀𝑘𝜖ℕ  

⟹   1030𝑘+2 ≡ 100  31        1  

100     2 :  من جهة أخرى لدٌنا  ≡ 7  31   
1030𝑘+2:  نستنتج أن  (2)و  (1)إذن من  ≡ 7  31    

𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑙𝑢𝑠𝑖𝑜𝑛 ∶   ∀𝑘𝜖ℕ   ;   1030𝑘+2 ≡ 7  31  

 .سوف نستعمل البرهان بالخلف 
𝑎𝑛𝑥 بحٌث  ℤ من 𝑦 و 𝑥نفترض وجود  + 31𝑦 = 1   

𝑛:    بحٌث ∗𝑛𝜖ℕو لٌكن   ≡ 1  30    

;   𝑘𝜖ℤ∃ :  إذن    𝑛 = 30𝑘 + 1   

  ℤ من 𝑘  مهما ٌكن 𝑎30𝑘+1 ٌقسم  31نعلم أن 

𝑛:   لأن 𝑛 ٌقسم 31إذن  = 30𝑘 + 1   
;   𝑘′𝜖ℤ∃ :  إذن   𝑎𝑛 = 31𝑘′   

𝑎𝑛𝑥 فً المعادلة  ′31𝑘 بـ 𝑎𝑛نعوض إذن  + 31𝑦 = :   فنحصل على 1

h                                                                     31𝑘′𝑥 + 31𝑦 = 1   

 : و بالتالً نستنتج من هذا التناقض ما ٌلً 

𝒏إذا كان   ≡ 𝒂𝒏𝒙  فالمعادلة   𝟑𝟎  𝟏 + 𝟑𝟏𝒚 =   ℤ𝟐  لا تقبل حلولا في  𝟏

. 

⟺   31 𝑘′𝑥 + 𝑦 = 1 
⟹   31 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒 1 ,   𝑐𝑎𝑟  𝑘′𝑥 + 𝑦  𝜖 ℤ   
⟹   𝐴𝑏𝑠𝑢𝑟𝑑𝑒  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛  

ٌكفً أن نبٌن أن جمٌع الأعداد الأولٌة التً مربعاتها أصغر من أو تساوي 

  .331 و 31 لا تقسم كلا من العددٌن 331 و 31

 . 5 و 3 و 2:  هً 31الأعداد الأولٌة التً مربعاتها أصغر من أو تساوي 

 . عدد أولً 31إذن  . 31و نلاحظ أن هذه الأعداد لا تقسم العدد 

 5 و 3 و 2:  هً 331الأعداد الأولٌة التً مربعاتها أصغر من أو تساوي 

 . 331و نلاحظ أن هذه الأعداد لا تقسم العدد . 17 و 13 و 11 و 7و 

 . عدد أولً 331إذن 

𝑎1 :  خلاصة = 𝑎2  و  31 =  .  عددان أولٌان 331

𝑎 

 𝐸  جزء من ℳ2 ℝ  2  لأنه ٌضم مصفوفات مربعة من الرتبة.  

   𝑀 0,0و هو غٌر فارغ لأنه بإمكاننا رصد عنصر واحد على الأقل و هو 

,𝑀 𝑎لتكن   . 𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتٌن من  𝐸.  

𝑎 :  لأن  − 𝑐  𝜖 ℝ  و   𝑏 − 𝑑  𝜖 ℝ   

,𝐸 إذن أن  نستنتج  ; ℳ2 ℝ الأم  الزمرة التبادلٌة من جزئٌة   زمرة  + +   

 .و ذلك حسب الخاصٌة الممٌزة لزمرة جزئٌة 

 :      و أن  ℳ2 ℝ جزء غٌر فارغ من  𝐸ٌكفً أن نبٌن أن 

∀ 𝑀 𝑎, 𝑏  , 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸  ;   𝑀 𝑎, 𝑏 − 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸  

𝑀 𝑎, 𝑏 − 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 𝑎 − 𝑏
𝑏 𝑎 + 𝑏

 −  
𝑐 𝑐 − 𝑑
𝑑 𝑐 + 𝑑

  ∶  لدٌنا  

=  
𝑎 − 𝑐 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 + 𝑑
𝑏 − 𝑑 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 − 𝑑

  

=  
 𝑎 − 𝑐  𝑎 − 𝑐 −  𝑏 − 𝑑 
 𝑏 − 𝑑  𝑎 − 𝑐 +  𝑏 − 𝑑 

  

= 𝑀  𝑎 − 𝑐 ;  𝑏 − 𝑑   𝜖 𝐸 
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 التمرين الثاني 3 أ 

,𝑧  ∀:   نستنتج أن  𝑧′  𝜖  ℂ∗ 2  ;   𝜑 𝑧 × 𝑧′ = 𝜑 𝑧 ∗ 𝜑 𝑧′   

   . ∗, ℳ2 ℝ   نحو   ×,∗ℂ  تشاكل من  𝜑و هذا ٌعنً أن 

 التمرين الثاني 3 ب 

 التمرين الثاني 3 ج 

,ℂ نعلم أن    .  زمرة تبادلٌة  ×,∗ℂ إذن  .   جسم تبادلً  ×,+

   . ∗, ℳ2 ℝ   نحو   ×,∗ℂ  تشاكل من  𝜑و نعلم أن 

   ×, ∗𝜑 ℂ   هً الزمرة التبادلٌة   ×,∗ℂ إذن صورة الزمرة التبادلٌة  

= ∗𝜑 ℂ:  و نعلم أن  . 𝐸∗.     إذن 𝐸∗,∗  زمرة تبادلٌة  . 

 التمرين الثاني 4  

 التمرين الثاني 5  

 التمرين الثالث  1 أ 

 التمرين الثالث 1 ب 

 f:  ٌكفً أن نبٌن أن  ∗, ℳ2 ℝ   نحو   ×,∗ℂ لكً ٌكون  تشاكلا من  

             ∀  𝑧, 𝑧′  𝜖 ℂ∗  ;   𝜑 𝑧 × 𝑧′ = 𝜑 𝑧 ∗ 𝜑 𝑧′  

𝑧     لٌكن  = 𝑎 ′𝑧  و  + = 𝑐 + 𝑖𝑑 ، عددٌن عقدٌٌن غٌر منعدمٌن   

∗ 𝜑 𝑧                                                    : من جهة أولى لدٌنا  𝜑 𝑧′  

= 𝜑 𝑎 + 𝑖𝑏 ∗ 𝜑 𝑐 + 𝑖𝑑  

= 𝑀 𝑎, 𝑏 ∗ 𝑀 𝑐, 𝑑  

= 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑁 × 𝑀 𝑐, 𝑑  

=  
𝑎 𝑎 − 𝑏
𝑏 𝑎 + 𝑏

 ×  
1 −1
0 1

 ×  
𝑐 𝑐 − 𝑑
𝑑 𝑐 + 𝑑

  

=  
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

 ×  
𝑐 𝑐 − 𝑑
𝑑 𝑐 + 𝑑

  

=  
 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  𝑎𝑐 − 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 − 𝑏𝑑 
 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑  𝑏𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 

  

=  
 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 −  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 
 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 +  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 

  

= 𝑀  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 ;  𝑏𝑐 + 𝑎𝑑   𝜖 𝐸 

∶ 𝜑 :  تطبٌق معرف بما ٌلً 𝜑لدٌنا    ℂ∗  ⟶   ℳ2 ℝ                   
 𝑎 + 𝑖𝑏   ⟶   𝑀 𝑎, 𝑏 

 

𝑎𝑐 :  لأن  − 𝑏𝑑  𝜖 ℝ  و   𝑏𝑐 + 𝑎𝑑  𝜖 ℝ   

𝜑 𝑧          : من جهة ثانٌة لدٌنا  × 𝑧′ = 𝜑  𝑎 + 𝑖𝑏 ×  𝑐 + 𝑖𝑑     

= 𝜑  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝑖 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   

= 𝑀  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 ;  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   𝜖 𝐸 

,𝑀 𝑥:  هذه المعادلة تصبح  𝑦 = 𝑀 𝑎, 𝑏    

 :  ٌعنً 
𝑥 𝑥 − 𝑦
𝑦 𝑥 + 𝑦 =  

𝑎 𝑎 − 𝑏
𝑏 𝑎 + 𝑏

    

𝑥:  إذن  = 𝑎  و  𝑦 = 𝑏.   

 و هو العدد العقدي الغٌر ∗ℂو هذا ٌعنً أن للمعادلة السابقة حلا وحٌدا فً 

𝑎 المنعدم   + 𝑖𝑏  .   ًو بذلك نستنتج ما ٌل  : 

  .∗𝐸 نحو ∗ℂ تقابل من 𝜑و هذا ٌعنً أن التطبٌق 

= ∗𝜑 ℂ:  و بالتالً  𝐸∗  

 ∀ 𝑀 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐸∗ ,  ∃!   𝑥 + 𝑖𝑦  𝜖 ℂ∗   ;    𝜑 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑀 𝑎, 𝑏  

  .∗𝐸 نحو ∗ℂ تقابل من φلنبٌن أن 
,𝑀 𝑎لتكن   𝑏  مصفوفة من  𝐸∗.  

𝜑 𝑥 المعادلة  ∗ℂو لنحل فً  + 𝑖𝑦 = 𝑀 𝑎, 𝑏   ذات المجهول   𝑥 + 𝑖𝑦 .   

𝜑 ∶   ℂ∗   ⟶   ℳ2 ℝ             
 𝑎 + 𝑖𝑏   ⟶   𝑀 𝑎, 𝑏 

                            ∶  لدٌنا  

, ℳ2 ℝ نعلم أن      . ℳ2 ℝ فً  + توزٌعً على ×إذن .   حلقة واحدٌة  ×,+

𝐸 لأن  𝐸 فً + توزٌعً على ×و منه  ⊂ ℳ2 ℝ .   

,𝐴  ∀:   و بالتالً  𝐵, 𝐶  𝜖 𝐸3  ;   𝐴 ∗  𝐵 + 𝐶 = 𝐴 ∗ 𝐵 + 𝐴 ∗ 𝐶  

 .و بنفس الطرٌقة نبٌن المتساوٌة الثانٌة 

  .+ توزٌعً بالنسبة للقانون ∗و بالتالً القانون 

  .𝐸 ثلاث مصفوفات من المجموعة 𝐶 و 𝐵 و 𝐴لتكن 
𝐴 ∗  𝐵 + 𝐶 = 𝐴 × 𝑁 ×  𝐵 + 𝐶  

= 𝐴 ×  𝑁 × 𝐵 + 𝑁 × 𝐶  
= 𝐴 × 𝑁 × 𝐵 + 𝐴 × 𝑁 × 𝐶 

,𝐴  ∀:   ٌعنً  𝐵, 𝐶  𝜖 𝐸3  ;    𝐵 + 𝐶 ∗ 𝐴 = 𝐵 ∗ 𝐴 + 𝐶 ∗ 𝐴  

و لكً ٌكون  . و هذه الأشٌاء تم الحصول علٌها من خلال النتائج السابقة 

 𝐸,   .𝐸 تبادلٌا فً ∗  تبادلٌا ٌكفً أن ٌكون  ∗,+

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتٌن من  𝐸 .  من جهة أولى لدٌنا :g 

                        𝑀 𝑎, 𝑏 ∗ 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑁 × 𝑀 𝑐, 𝑑  

,𝐸 ٌكون     :      جسما إذا و فقط إذا كان  ∗,+
,𝐸   زمرة تبادلٌة + 

  ∗,∗𝐸    زمرة

𝐸 ًف + ∗ توزٌعً بالنسبة لـ

   

=  
𝑎 𝑎 − 𝑏
𝑏 𝑎 + 𝑏

 ×  
1 −1
0 1

 ×  
𝑐 𝑐 − 𝑑
𝑑 𝑐 + 𝑑

  

=  
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

 ×  
𝑐 𝑐 − 𝑑
𝑑 𝑐 + 𝑑

  

=  
𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 − 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

  

= 𝑀  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 ;  𝑏𝑐 + 𝑎𝑑   

,𝐸  :  الخلاصة  .  جسم تبادلً  ∗,+

,𝑀 𝑎 ∀      : و بالتالً  𝑏  , 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸  ;   𝑀 𝑎, 𝑏 ∗ 𝑀 𝑐, 𝑑 =

𝑀 𝑐, 𝑑 ∗ 𝑀 𝑎, 𝑏    

,𝑀 𝑐:   من جهة ثانٌة لدٌنا  𝑑 ∗ 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑁 × 𝑀 𝑎, 𝑏  

=  
𝑐 𝑐 − 𝑑
𝑑 𝑐 + 𝑑

 ×  
1 −1
0 1

 ×  
𝑎 𝑎 − 𝑏
𝑏 𝑎 + 𝑏

  

=  
𝑐 𝑐 − 𝑑
𝑑 𝑐 + 𝑑

 ×  
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

  

=  
𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 − 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

  

= 𝑀  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 ;  𝑏𝑐 + 𝑎𝑑   

∆   =  − 2 𝑒𝑖𝜃  
2
− 4𝑒2𝑖𝜃  ∶  لدٌنا  

= 2𝑒2𝑖𝜃 − 4𝑒2𝑖𝜃  

= −2𝑒2𝑖𝜃  

=   2 𝑖 𝑒𝑖𝜃  
2
 

𝑧1 :   معرفٌن بما ٌلً 𝑧2 و 𝑧1المعادلة تقبل حلٌن  =
 2𝑒𝑖𝜃 −  2𝑖𝑒𝑖𝜃

2
 

=
 2𝑒𝑖𝜃  1 − 𝑖 

2
 

=
 2

2
𝑒𝑖𝜃 2  

 2

2
− 𝑖

 2

2
  

= 𝑒𝑖𝜃 ∙ 𝑒
−𝑖𝜋

4  = 𝑒
𝑖 𝜃−

𝜋
4
 
 

𝑖𝑏 
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 التمرين الثالث 2 أ 

 التمرين الثالث 2 ب 

 التمرين الثالث 2 ج 

 التمرين الثالث 3 أ 

 التمرين الثالث 3 ج 

 التمرين الثالث 4  

 التمرين الثالث 5  

𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

𝑧2 =
 2𝑒𝑖𝜃 +  2𝑖𝑒𝑖𝜃

2
 =

 2𝑒𝑖𝜃  1 + 𝑖 

2
 

=
 2

2
𝑒𝑖𝜃 2  

 2

2
+ 𝑖

 2

2
  

= 𝑒𝑖𝜃 ∙ 𝑒
𝑖𝜋
4  = 𝑒

𝑖 𝜃+
𝜋
4
 
 

𝑧𝑇1
− 𝑧𝑇2

𝑧𝐴 − 𝑧𝑂
=

𝑒
𝑖 𝜃+

𝜋
4
 
− 𝑒

𝑖 𝜃−
𝜋
4
 

 2 𝑒𝑖𝜃 − 0
=

𝑒𝑖𝜃  𝑒
𝑖𝜋
4 − 𝑒

−𝑖𝜋
4  

 2 𝑒𝑖𝜃
 ∶   لدٌنا 

=
1

 2
 𝑒

𝑖𝜋
4 − 𝑒

−𝑖𝜋
4  =

1

 2
 2𝑖 sin  

𝜋

4
   

=
1

 2
 2𝑖 ∙

 2

2
 = 𝑖 𝜖 𝑖ℝ 

⟹  arg  
𝑧𝑇1

− 𝑧𝑇2

𝑧𝐴 − 𝑧𝑂
 ≡

𝜋

2
  2𝜋  

⟹    𝑂𝐴 ⊥  𝑇1𝑇2  

⟹    𝑂𝐴      , 𝑇2𝑇1
                     ≡

𝜋

2
  2𝜋  

 :  إذن   .  𝑇1𝑇2  منتصف القطعة  𝑘لدٌنا 

𝑧𝑘 =
𝑧𝑇1

+ 𝑧𝑇2

2
=

𝑒
𝑖 𝜃+

𝜋
4
 

+ 𝑒
𝑖 𝜃−

𝜋
4
 

2
 

=
𝑒𝑖𝜃

2
 𝑒

𝑖𝜋
4 − 𝑒

−𝑖𝜋
4  =

𝑒𝑖𝜃

2
 2 cos  

𝜋

4
   

=
 2

2
 𝑒𝑖𝜃  

⟹   
𝑧𝑘 − 𝑧𝑂

𝑧𝐴 − 𝑧𝑂
=

 2
2

𝑒𝑖𝜃 − 0

 2 𝑒𝑖𝜃 − 0
=

 2

2 2
=

1

2
 𝜖 ℝ 

⟹   
𝑧𝑘 − 𝑧𝑂

𝑧𝐴 − 𝑧𝑂
=

1

2
  ⟹   𝑂𝑘      =

1

2
 𝑂𝐴       

⟹   𝑘 𝜖  𝑂𝐴  

⟹  𝐴  و 𝑘  و 𝑂 نقط مستقٌمٌة   

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

𝑧𝐼 − 𝑧𝐽
=

 2 𝑒𝑖𝜃 + 𝑖 −  2 𝑒𝑖𝜃

1 −  −1 
=

1

2
𝑖  𝜖  𝑖ℝ  ∶  لدٌنا  

⟹  arg  
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

𝑧𝐼 − 𝑧𝐽
 ≡

𝜋

2
  2𝜋  

⟹    𝐽𝐼    , 𝐴𝐵               ≡
𝜋

2
  2𝜋  

⟹    𝐼𝐽 ⊥  𝐴𝐵  

 :     إذن نكتب  .  𝑣− بالإزاحة ذات المتجهة 𝐴 هً صورة 𝐶لدٌنا 

𝐴𝐶      = −𝑣   ⟺   𝑎𝑓𝑓 𝐴𝐶       = 𝑎𝑓𝑓 −𝑣   

⟺   𝑧𝑐 − 𝑧𝐴 = −𝑖 

⟺   𝑧𝑐 = 𝑧𝐴 + 𝑖 

⟺   𝑧𝑐 =  2 𝑒𝑖𝜃 − 𝑖 

   . 𝐵𝐶  هً منتصف القطعة  𝐴و بالتالً 

=
2 2 𝑒𝑖𝜃

2
=  2 𝑒𝑖𝜃 = 𝑧𝐴  

𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

2
=

 2 𝑒𝑖𝜃 + 𝑖 +  2 𝑒𝑖𝜃 − 𝑖

2
             ∶  لدٌنا  

𝑧𝐴 =
𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

2
                                             ∶  إذن  

;0 ندرس أولا الإتصال على المجال   +∞ .   

𝑥∀ :  لدٌنا  > 0   ;   𝑓 𝑥 =
−𝑥 ln 𝑥

1+𝑥2   

;0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

→ لدٌنا الدالة    −𝑥 ln 𝑥       متصلة على ℝ+
∗.   

+ℝلأنها عبارة عن جداء دالتٌن متصلتٌن على  
∗.   

→ و لدٌنا الدالة   1 + 𝑥2      متصلة لأنها حدودٌة ذات معاملات حقٌقٌة . 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  و لدٌنا     1 + 𝑥2 ≠ 0 

∶ إذن الدالة   𝑥 →  
−𝑥 ln 𝑥

1+𝑥2       0  متصلة على المجال; +∞   

;0 لأنها عبارة عن خارج دالتٌن متصلتٌن على المجال   +∞      

𝑥∀ و  كذلك   > 0   ;   1 + 𝑥2 ≠ 0.   

 .الإتصال على يمين الصفر 

 . متصلة على الٌمٌن فً الصفر 𝑓إذن 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

−𝑥 ln 𝑥

1 + 𝑥2
                                          ∶  لدٌنا  

= lim
𝑥→0+

 𝑥 ln 𝑥 × lim
𝑥→0+

 
−1

1 + 𝑥2
  

= 0 ×  −1 = 0 = 𝑓 0  

𝑇1  هو واسط القطعة    إذن المستقٌم  2 .   

   :   من خلال ما سبق حصلنا على الأشٌاء التالٌة 

 T1T2 ⊥  OA 

 T1T2   منتصف  𝑘

k ϵ  OA 

  

 و قٌاس زاوٌته 𝑇1 الدوران الذي مركزه 𝑟لٌكن 
𝜋

2
.  

  .𝑟  صورتها بالدوران  ′𝑀′ 𝑧  نقطة من المستوى و   𝑀 𝑧لتكن  

𝑟 𝑀 = 𝑀′  ⟺    𝑧𝑀′ − 𝑧𝑇1
 = 𝑒

𝑖𝜋
2  𝑧𝑀 − 𝑧𝑇1

  

 ⟺    𝑧′ − 𝑒
𝑖 𝜃+

𝜋
4
 
 = 𝑒

𝑖𝜋
2  𝑧 − 𝑒

𝑖 𝜃+
𝜋
4
 
  

 ⟺   𝑧′ = 𝑖  𝑧 − 𝑒
𝑖 𝜃+

𝜋
4
 
 + 𝑒

𝑖 𝜃+
𝜋
4
 
 

 ⟺   𝑧′ = 𝑖𝑧 +  1 − 𝑖  𝑒
𝑖 𝜃+

𝜋
4
 
 

 ⟺   𝑧′ = 𝑖𝑧 +   2 𝑒
−𝑖𝜋

4  𝑒
𝑖 𝜃+

𝜋
4
 
 

 :  ٌعنً  . 𝑟و هذه الكتابة الأخٌرة عبارة عن الصٌغة العقدٌة للدوران 

 ⟺   𝑧′ = 𝑖𝑧 +  2 𝑒𝑖𝜃  

𝑟    ∶      𝒫   ⟶    𝒫                                    

𝑀 𝑧   ⟶   𝑀′  2 𝑒𝑖𝜃 + 𝑖𝑧 
 

𝑟 𝐼 = 𝐵                                                            ∶  لدٌنا    
⟺   𝑧𝐵 =  2 𝑒𝑖𝜃 + 𝑖 𝑧𝐼 

⟺   𝑏 =  2 𝑒𝑖𝜃 + 𝑖 

 ب

𝑇 𝑂𝐴 

𝑥 

𝑥 

𝑓 
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𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

→ 𝑡لدٌنا الدالة   𝑡 ln 𝑡  0   قابلة للإشتقاق على المجال; +∞   

;0 لأنها جداء دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على المجال   +∞ .   

→ 𝑡و لدٌنا   1 + 𝑡2 0   دالة قابلة للاشتقاق على المجال; +∞  

 .لأنها حدودٌة ذات معاملات حقٌقٌة 

𝑓:  إذن  ∶ 𝑡 →  
−𝑡 ln 𝑡

1+𝑡2 0   دالة قابلة للاشتقاق على المجال; +∞  

;0 باعتبارها خارج دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على المجال   +∞  .         

𝑡 ∀ :  مع  > 0   ;   1 + 𝑡2 ≠ 0.   

𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

𝐈 التمرين الرابع 2 د 

𝐈𝐈   التمرين الرابع 

𝑥 ∀ :  لدٌنا  : ملاحظة ≥ 0   ;   𝐹 𝑥 = ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

0
𝑑𝑡   

;0  متصلة فقط على المجال  𝑓نلاحظ أن الدالة   .  و على ٌمٌن الصفر  ∞+

  .𝐹و هذا كاف للبحث عن الدالة 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

;𝑥 𝜖  0 ∀  :  لدٌنا  +∞     ;   𝑓 𝑥 =  
−𝑥

1+𝑥2 ln 𝑥   

𝑥∀ :   نلاحظ أن  ≥ 0   ;    
−𝑥

1+𝑥2 ≤ 0  

;0   على 𝑓(𝑥)إذن إشارة   ln  متعلقة فقط بإشارة الكمٌة   ∞+ 𝑥.   

𝑥:  إذا كان  = ln:    فإن 1 𝑥 = 0   

𝑥:  إذا كان  > ln:    فإن 1 𝑥 > 0   

𝑥:  إذا كان  < ln:    فإن 1 𝑥 < 0   

𝒙 𝟎 𝟏 +∞ 

𝒇 𝒙  + − 𝟎 𝟎 

;0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

𝑥∀ :  و بالتالً  > 0   ;   𝑓  
1

𝑥
 = −𝑓 𝑥    

𝑓  
1

𝑥
 =

−1
𝑥

ln  
1
𝑥
 

1 +  
1
𝑥
 

2 =

−1
𝑥

 − ln 𝑥 

𝑥2 + 1
𝑥2

 

=
−1

𝑥
 ln 𝑥  

𝑥2

1 + 𝑥2
 =

𝑥 ln 𝑥

1 + 𝑥2
= −𝑓 𝑥  

,0  دالة متصلة على 𝑓لدٌنا     . 0,1 إذن فهً متصلة على    .  ∞+
;0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝑓و لدٌنا  +∞  .  

;0 إذن فهً قابلة للاشتقاق على المجال   1 .   
 :  و منه حسب مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة 

⟹   ∃ 𝛼 𝜖  0,1   ;   𝑓 ′ 𝛼 = 0   𝑐𝑎𝑟 𝑓 1 − 𝑓 0 = 0 

∃ 𝛼 𝜖  0,1   ;   
𝑓 1 − 𝑓(0)

1 − 0
= 𝑓 ′(𝛼) 

 :     و نستطٌع أن نكتب 

 : و هذا النوع من التكاملات ٌسمى 

∫:   و أشهر هذه التكاملات هو  𝑒−𝑡2+∞

−∞
𝑑𝑡 =  𝜋 

𝐹 𝑥 = lim
𝑎→0+

 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡   ;    
𝑠𝑖 𝑐𝑒𝑡𝑡𝑒 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒
𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑏𝑖𝑒𝑛 𝑠û𝑟

  

𝐿𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑖𝑚𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑒𝑠 

𝑂𝑢 𝑏𝑖𝑒𝑛 

𝐿𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑔é𝑛é𝑟𝑎𝑙𝑖𝑠é𝑒𝑠  

𝑡 ∀ :  نلاحظ أن  ≥ 1   ;    𝑡 − 1 ≥ 0   

𝑡 ∀  :  ٌكفً أن نبٌن أن  ≥ 1   ;   
1

2
≤

𝑡2

1 + 𝑡2
     و    

𝑡2

1 + 𝑡2
≤ 1 

𝑡2

1 + 𝑡2
−

1

2
=  

2𝑡2 − 1 − 𝑡2

2 1 + 𝑡2 
                                    ∶  لدٌنا  

=  
𝑡2 − 1

2 1 + 𝑡2 
=

 𝑡 − 1  𝑡 + 1 

2 1 + 𝑡2 
 

 ∀ 𝑡 ≥ 1   ;   
 𝑡 − 1  𝑡 + 1 

2 1 + 𝑡2 
≥ 0   ∶  إذن  

 ∀ 𝑡 ≥ 1   ;   
𝑡2

1 + 𝑡2
−

1

2
≥ 0   ∶  ٌعنً  

 ∀ 𝑡 ≥ 1   ;   
𝑡2

1 + 𝑡2
≥

1

2
   ∶  ٌعنً  

1 :   و بنفس الطرٌقة لدٌنا  −
𝑡2

1 + 𝑡2
=

1 + 𝑡2 − 𝑡2

1 + 𝑡2
=

1

1 + 𝑡2
 

 ∀ 𝑡 ≥ 1   ;   
1

1 + 𝑡2
≥ 0   ∶  نلاحظ أن  

 ∀ 𝑡 ≥ 1   ;   1 −
𝑡2

1 + 𝑡2
≥ 0   ∶  إذن  

 ∀ 𝑡 ≥ 1   ;   1 ≥
𝑡2

1 + 𝑡2
    ∶  ٌعنً  

 ∀ 𝑡 ≥ 1   ;   1 ≥
𝑡2

1 + 𝑡2
≥

1

2
    ∶  الخلاصة  

𝑥:  لدٌنا  . عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑥لٌكن  > 0  ⟹   
1

𝑥
> 0   

⟶ و     𝑓نلاحظ أن الدالتٌن   
1

𝑥
;0  قابلتٌن للاشتقاق على       +∞ .   

𝑥:  إذن  ⟶ 𝑓  
1

𝑥
;0   قابلة للاشتقاق على المجال    +∞ .   

𝑥و كذلك   ⟶ −𝑓(𝑥)  0   قابلة للاشتقاق على; +∞    

 إذن نستطٌع اشتقاق الدالتٌن  
1

𝑥
𝑥  من أجل  𝑓(𝑥)− و         > 0.   

𝑓  
1

𝑥
 = −𝑓 𝑥   ⟹    𝑓  

1

𝑥
  

′

=  −𝑓 𝑥  
′
 

⟹   
−1

𝑥2
 𝑓′  

1

𝑥
  = −𝑓′(𝑥) 

⟹   
−1

𝛼2
 𝑓′  

1

𝛼
  = −𝑓 ′ 𝛼    𝑐𝑎𝑟  𝛼 > 0 

⟹   𝑓′  
1

𝛼
 = 0   ;  𝑐𝑎𝑟  𝑓′ 𝛼 = 0 

𝑥 

𝑓 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ب 𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ج 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝑡لٌكن   ≥ 𝑥  و  1 ≥ 1   

∫نُدخل التكامل   𝑑𝑡
𝑥

1
1    و    على هذه الدوال المتصلة   :      نجد ≥

∫:  لنحسب الآن التكامل التالً   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1
𝑑𝑡     و ذلك باستعمال مكاملة بالأجزاء. 

 :   ننطلق من التأطٌر التالً 
1

2
≤

𝑡2

1 + 𝑡2
 ≤ 1 

نضرب جمٌع الأطراف فً العدد الموجب  
ln 𝑡

 :     نحصل على 

 
1

2
 

ln 𝑡

𝑡
 ≤  

𝑡2

1 + 𝑡2
 

ln 𝑡

𝑡
 ≤

ln 𝑡

𝑡
 

 
1

2
  

ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 ≤   
𝑡2

1 + 𝑡2
 

ln 𝑡

𝑡

𝑥

1

𝑑𝑡 ≤   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =   ln 𝑡 ′ ln 𝑡 
𝑥

1

𝑑𝑡 

=   ln 𝑡 2 1
𝑥 −   ln 𝑡  ln 𝑡 ′𝑑𝑡

𝑥

1

𝑑𝑡 

=  ln 𝑥 2 −   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

⟹     
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =  ln 𝑥 2 −   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

⟹     
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =
 ln 𝑥 2

2
 

⟹   2   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =  ln 𝑥 2 

 :  نعود إلى آخر تأطٌر حصلنا علٌه فنكتب 

 إلى جمٌع  𝐹 1 ثم نضٌف الكمٌة 1−نضرب جمٌع الأطراف فً العدد 

 :   الأطراف نجد 

 
1

2
 
 ln 𝑥 2

2
 ≤   

𝑡2

1 + 𝑡2
 

ln 𝑡

𝑡

𝑥

1

𝑑𝑡 ≤
 ln 𝑥 2

2
 

𝐹 1 −
 ln 𝑥 2

2
 ≤ 𝐹 1 −   

𝑡2

1 + 𝑡2
 

ln 𝑡

𝑡

𝑥

1

𝑑𝑡 ≤

≤ 𝐹 1 −
 ln 𝑥 2

4
 

𝐹 1 −
 ln 𝑥 2

2
 ≤  𝑓(𝑡)

1

0

𝑑𝑡 −  −𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤

≤ 𝐹 1 −
 ln 𝑥 2

4
 

𝐹 1 −
 ln 𝑥 2

2
 ≤  𝑓(𝑡)

1

0

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤

≤ 𝐹 1 −
 ln 𝑥 2

4
 

𝐹 1 −
 ln 𝑥 2

2
 ≤  𝑓(𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 𝐹 1 −
 ln 𝑥 2

4
 

𝐹 1 −
 ln 𝑥 2

2
 ≤ 𝐹(𝑥)  ≤ 𝐹 1 −

 ln 𝑥 2

4
 

 𝐼 عنصرا من 𝑎 و كان 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت  : تذكير

 :فإن الدالة 

  .𝑎 و التً تنعدم فً 𝐼 على المجال 𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة 

;0  دالة متصلة على المجال 𝑓و ذلك لأن  ;𝜖  0 0و    .  ∞+ +∞    

;0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐹إذن    و مشتقتها على هذا المجال  ∞+

  .𝑓هً الدالة 

𝐹 ∶  𝐼  ⟶   ℝ                         

𝑥  ⟶    𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

لدٌنا  
𝐹 ∶    0; +∞ ⟶ ℝ            

𝑥 ⟶ ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

0
𝑑𝑡

 𝑓  هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة 

;0 على المجال   0 و التً تنعدم فً  ∞+

∀ 𝑥 𝜖  0; +∞   ;   𝐹′ (𝑥) = 𝑓 𝑥 =
−𝑥 𝑙𝑛 𝑥

1 + 𝑥2
  ∶  ٌعنً  

نضرب جمٌع الأطراف فً العدد الموجب 
1

𝑥
 :    نحصل على 

 ٌقبل فرعا شلجمٌا اتجاهه محور  𝒞 نستنتج أن  (2)و  (1)و من النهاٌتٌن 

  .∞+الأفاصٌل بجوار 

lim
𝑥→+∞

 ln 𝑥 2 = +∞ ∶  لدٌنا  

lim
𝑥→+∞

 𝐹 1 −
 ln 𝑥 2

4
 = −∞ ∶  إذن  

𝐹(𝑥) :نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة   ≤ 𝐹 1 −
 ln 𝑥 2

4         
𝑐𝑒𝑡𝑡𝑒  𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑡 é
𝑡𝑒𝑛𝑑  𝑣𝑒𝑟𝑠−∞

𝑙𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢𝑒  𝑥  𝑡𝑒𝑛𝑑
𝑣𝑒𝑟𝑠 +∞

 

𝐹 1 −
 ln 𝑥 2

2
 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝐹 1 −

 ln 𝑥 2

4
 ∶   و لدٌنا كذلك  

𝐹 1 

𝑥
−

1

2
 
 ln 𝑥 2

𝑥
  ≤

𝐹 𝑥 

𝑥
≤

𝐹 1 

𝑥
−

1

4
 
 ln 𝑥 2

𝑥
  

lim
𝑥→+∞

 
 ln 𝑥 2

𝑥
  ∶  لنحسب النهاٌة التالٌة  

lim
𝑥→+∞

 
 ln 𝑥 2

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

 ln  𝑥
2
 

2

  𝑥 
2  = lim

𝑥→+∞
 

2 ln  x

 x
 

2

 

= 4 lim
𝑥→+∞

 
ln  𝑥

 𝑥
 

2

= 4 lim
𝑦→+∞

𝑦= 𝑥

 
ln 𝑦

𝑦
 

2

 

= 4 × 02 = 0 

lim     1  :  إذن حسب خاصٌات النهاٌات و الترتٌب نكتب 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = −∞   

 :    نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

𝐹 1 

𝑥
−

1

2
 
 ln 𝑥 2

𝑥
  

             
𝑡𝑒𝑛𝑑  𝑣𝑒𝑟𝑠  0 

𝑙𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢𝑒  𝑥  𝑡𝑒𝑛𝑑
𝑣𝑒𝑟𝑠 +∞

≤
𝐹 𝑥 

𝑥
≤

𝐹 1 

𝑥
−

1

4
 
 ln 𝑥 2

𝑥
 

             
𝑡𝑒𝑛𝑑  𝑣𝑒𝑟𝑠  0 

𝑙𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢𝑒  𝑥  𝑡𝑒𝑛𝑑
𝑣𝑒𝑟𝑠 +∞

 

 2     lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= 0   ∶   نستنتج إذن أن   

𝑡 

𝑥 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ج 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

𝑢𝑛+1:    متتالٌة ترجعٌة معرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ لدٌنا   = 𝐹 𝑢𝑛 .   

;0  دالة متصلة على المجال  𝐹و لدٌنا  +∞ .   

= 𝐹 𝑙:  إذن نهاٌتها  تحقق .   متتالٌة متقاربة 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ و كذلك   𝑙   

𝑥 ∀ :  من جهة أخرى لدٌنا  > 0   ;   𝐹 𝑥 < 𝑥   

= 0 و كذلك   ∫ 𝑓(𝑡)
0

0
𝑑𝑡 = 0   

= 𝑙 إذن الحل الوحٌد للمعادلة   𝑙       هو الصفر. lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 0 ∶   و بالتالً  

 ∀ 𝑥 ≥ 0   ;   𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥) 

𝒙 1 

 
𝐹 1  

0 

𝐹 

+ 𝑓(𝑥) 0 − 

+∞ 

0 −∞ 

0 

;0  على المجال 𝜑 قٌمة دنوٌة للدالة 0نلاحظ أن  +∞ .  
𝑡 ∀ :  ٌعنً  > 0   ;   𝜑 𝑡 ≥ 0   

𝑡 ∀ :  و منه  > 0   ;   
1

𝑒
≥ −𝑡 ln 𝑡   

,0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝜑نلاحظ أن الدالة  +∞ .   
,0 باعتبارها مجموع دوال قابلة للاشتقاق على   +∞ .   

𝑡 ∀ :  و لدٌنا  > 0   ;   𝜑′ 𝑡 = 1 + ln 𝑡   

 

 
 

𝑡 =
1

𝑒
  ⟹   𝜑′ 𝑡)  = 0

𝑡 >
1

𝑒
  ⟹   𝜑′ 𝑡)  > 0

𝑡 <
1

𝑒
  ⟹   𝜑′ 𝑡)  < 0

  

𝒕 
1

𝑒
 

0 

0 

𝜑 

− 𝜑′(𝑡) 0 + 

+∞ 

1

𝑒
 +∞ 

;0  المعرفة على المجال 𝜑نعتبر الدالة العددٌة   : بما ٌلً  ∞+

 ∀ 𝑡 > 0   ;   𝜑 𝑡 =
1

𝑒
+ 𝑡 ln 𝑡 

;0  عنصرا من المجال  𝑡لٌكن  𝑡−:  لدٌنا    . ∞+ ln 𝑡 ≤
1

𝑒
   

نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد الموجب  
1

1+𝑡2 نجد    : 

:  و بما أن 
1

1+𝑡2 ≤ 1   

𝑡و من أجل   = = 𝑓 0:    لدٌنا 0 0 <
1

𝑒
   

𝑡 ∀ :  إذن  ≥ 0   ;   𝑓 𝑡 =
1

𝑒
   

−𝑡 ln 𝑡

1 + 𝑡2
≤

1

𝑒
 

1

1 + 𝑡2
  

−𝑡 ln 𝑡

1 + 𝑡2
≤

1

𝑒
 

1

1 + 𝑡2
 ≤

1

𝑒
  ;    ∀ 𝑡 > 0  ∶  فإن  

𝑥 ∀ :  و بالتالً  > 0   ;   𝐹(𝑥) < 𝑥 

𝑡  . عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑥لٌكن  ≥ 0   ⟹   𝑓(𝑡) ≤
1

𝑒
 

⟹    𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  
1

𝑒

𝑥

0

𝑑𝑡  𝑐𝑎𝑟 ∶    

0 ≤ 𝑥

𝑒𝑡 𝑓 𝑒𝑡 
1

𝑒

𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠

  

⟹   𝐹 𝑥 ≤
1

𝑒
𝑥 

⟹   𝐹 𝑥 ≤
1

𝑒
𝑥 < 𝑥  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑥 > 0 

⟹   𝐹 𝑥 < 𝑥    ;   ∀ 𝑥 > 0 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن حسب مبدأ الترجع نستنتج أن     𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝑢𝑛  𝜖  0,1    

 :     و بالتالً نحصل على الوضعٌة التالٌة 
  
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                        
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;    ∀𝑛𝜖ℕ 

  

 .سوف نستعمل البرهان بالترجع 
∶  𝑃𝑛 :      التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة     𝑢𝑛  𝜖  0,1  

𝑛من أجل   = ;𝑢0 𝜖  0  لدٌنا  0 1    

 . صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة 
 . صحٌحة  𝑃𝑛  و نفترض أن ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 

   . 0,1  تزاٌدٌة على المجال  𝐹لم ٌتغٌر الترتٌب لأن 

 𝑃𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  ⟹   𝑢𝑛  𝜖  0,1  

⟹   0 < 𝑢𝑛 < 1 

⟹   𝐹 0 < 𝐹 𝑢𝑛 < 𝐹 1  

⟹   0 < 𝐹 𝑢𝑛 < 𝐹 1  

⟹   0 < 𝑢𝑛+1 < 𝐹 1  

⟹   0 < 𝑢𝑛+1 < 𝐹 1 < 1 

𝑐𝑎𝑟   𝐹 𝑥 < 𝑥    ;    ∀ 𝑥 > 0 

⟹   0 < 𝑢𝑛+1 < 1 

⟹   𝑢𝑛+1 𝜖  0,1  

⟹    𝑃𝑛+1  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

ℕ  : 𝑢𝑛 من 𝑛لدٌنا لكل  و كذلك ،  𝜖  0,1    
;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً أن    𝑢𝑛 > 0   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝑢𝑛+1 < 𝑢𝑛   

 .  متتالٌة تناقصٌة 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ إذن  

𝑢𝑛 )  0و بما أنها مصغورة بـ  >  .فهً متقاربة  ( 0

 :  نحصل على   . ∗   فً الكتابة  𝑢𝑛 بـ  𝑥نستطٌع إذن تعوٌض 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;  𝐹 𝑢𝑛  < 𝑢𝑛  

𝑥 ∀ :  لدٌنا  > 0   ;   𝐹 𝑥 < 𝑥     ∗    

𝐹 

𝐹 
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 الخامس التمرين  1 أ 

 الخامسالتمرين  1 ب 

 الخامسالتمرين  1 ج 

 الخامسالتمرين  2 ب 

 الخامسالتمرين  2 ج 

lim
𝑥→0+

𝐿(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑒
−1
𝑥 = lim

𝑢→−∞

𝑢=
−1
𝑥

 𝑒𝑢 = 0 ∶  لدٌنا  

   .ℝ دالة متصلة على  𝑣و لدٌنا    .∗ℝ دالة متصلة على  𝑢لدٌنا 

𝑣إذن الدالة   ∘ 𝑢 متصلة على  ℝ∗  

 𝑣 تقبل صورا بالدالة 𝑢 بالدالة ∗ℝو ذلك لأن جل صور عناصر 

( 𝑢 ℝ∗ ⊆ ℝ ) 

𝑥إذن الدالة   ⟶ 𝑒
−1

𝑥  0   متصلة على; +∞    

𝑥:  و نعلم أن  ⟶
1

𝑥2  0   متصلة على المجال; +∞ .   

∶إذن الدالة   𝑥 ⟶
1

𝑥2 𝑒
−1

𝑥  0   متصلة على المجال; +∞ .   

;0 لأنها عبارة عن جداء دالتٌن متصلتٌن على المجال   +∞ .   

:  نضع 
𝑢 ∶  ℝ∗  →  ℝ       

𝑥 →  −
1

𝑥

 و         
𝑣 ∶  ℝ∗  →  ℝ            

𝑥 →  𝑒𝑥   

 . متصلة على الٌمٌن فً الصفر 𝑔إذن الدالة 

lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0+

 
1

𝑥2
𝑒

−1
𝑥                                                ∶  لدٌنا  

= lim
𝑥→0+

 
2

2𝑥
𝑒

−1
2𝑥  

2

= 4 lim
𝑥→0+

 
1

2𝑥
𝑒

−1
2𝑥  

2

 

= 4 lim
𝑡→+∞

𝑡=
1

2𝑥

 
1

 
𝑒𝑡

𝑡
 
 

2

= 4 lim
𝑢→+∞

𝑢=
𝑒𝑥

𝑥

 
1

𝑢
 

2

 

= 0 = 𝑔 0  

 . غٌر متصلة على ٌسار الصفر 𝑔إذن الدالة 

 . غٌر متصلة فً الصفر 𝑔و بالتالً 

;0  المعرفة على المجال 𝐿لكن هذا لا ٌمنع من وجود الدالة   :    بما ٌلً  ∞+

𝐿 𝑥 =  𝑔(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 = lim
𝑎→0+

 𝑔(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

 𝑆𝑖 𝑐𝑒𝑡𝑡𝑒 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑏𝑖𝑒𝑛 𝑠û𝑟  

𝑥 ∀ :  لدٌنا  > 0   ;   𝐿 𝑥 = 𝑒
−1

𝑥   

 :  المعرفتٌن بما ٌلً 𝜓 و 𝜑 عبارة عن مُركب دالتٌن متصلتٌن 𝐿الدالة 

  𝜑  تقبل صورا بالدالة  𝜑  بالدالة ∗ℝنلاحظ أن جل صور عناصر  
⊇ ∗𝜑 ℝ  .أو بتعبٌر آخر  ℝ 

∶إذن الدالة   𝑥 ⟶  𝑒
−1

𝑥  0   متصلة على المجال; +∞ .   

𝜑 ∶  ℝ∗  ⟶  ℝ             

𝑥 ⟶  
−1

𝑥

       و
𝜓 ∶  ℝ∗  ⟶  ℝ             

𝑥 ⟶  𝑒𝑥  

= 𝑥2𝑔 𝑥 = 𝑒
−1
𝑥  

   .( 𝑙𝑎 𝑟é𝑝𝑜𝑛𝑠𝑒 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑡𝑎𝑖𝑟𝑒 ) :  الطريقة الثانية

𝐿 𝑥 =  𝑔(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡   ;   𝑥 𝑓𝑖𝑥é 

= lim
𝑎→0+

  
1

𝑡2
 𝑒

−1
𝑡  

𝑥

𝑎

𝑑𝑡    ;   𝑥 𝑓𝑖𝑥é 

= lim
𝑎→0+

 𝑔(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡    ;   𝑥 𝑓𝑖𝑥é 

= lim
𝑎→0+

  𝑒
−1
𝑡  

′𝑥

𝑎

𝑑𝑡    ;   𝑥 𝑓𝑖𝑥é 

= 𝑒
−1
𝑥 − lim

𝑢→−∞

𝑢=
−1
𝑎

𝑒𝑢   ;   𝑥  𝑓𝑖𝑥é 

= lim
𝑎→0+

 𝑒
−1
𝑡  

𝑎

𝑥

   ;   𝑥 𝑓𝑖𝑥é 

= lim
𝑎→0+

 𝑒
−1
𝑥 − 𝑒

−1
𝑎     ;   𝑥 𝑓𝑖𝑥é 

= 𝑒
−1
𝑥 − lim

𝑎→0+
 𝑒

−1
𝑎    ;   𝑥  𝑓𝑖𝑥é 

= 𝑒
−1
𝑥   ;   𝑥  𝑓𝑖𝑥é 

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝐿 𝑥 = 𝑒
−1
𝑥   ∶   و بالتالً   

lim
𝑥→0−

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0−

 
1

𝑥2
𝑒

−1
𝑥                                     ∶  لدٌنا  

= lim
𝑥→0−

 
2

2𝑥
𝑒

−1
2𝑥  

2

= 4 lim
𝑥→0−

 
1

2𝑥
𝑒

−1
2𝑥  

2

 

= 4 lim
𝑢→−∞

𝑢=
1

2𝑥

 
1

 
𝑒𝑢

𝑢
 
 

2

= 4 lim
𝑡→0−

𝑡=
𝑒𝑢

𝑢

 
1

𝑡
 

2

 

= +∞ ≠ 𝑔 0  

 الخامسالتمرين  2 أ 

+ℝ من  𝑥 لكل  𝐿 𝑥لنحسب 
∗.   

 :  و من أجل ذلك أقترح طرٌقتٌن 
   .( 𝑙𝑎 𝑟é𝑝𝑜𝑛𝑠𝑒 𝑡𝑟𝑖𝑣𝑖𝑎𝑙𝑒 ) :  الطريقة الأولى

𝐿 𝑥 =  𝑔(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 =   
1

𝑡2
 𝑒

−1
𝑡  

𝑥

0

𝑑𝑡 =   𝑒
−1
𝑡  

′

𝑑𝑡
𝑥

0

 

=   𝑡2 𝑔 𝑡  
′

𝑥

0

𝑑𝑡 =  𝑡2𝑔 𝑡  0
𝑥  

= 𝑥2𝑔 𝑥 − 02𝑔 0  
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 الخامسالتمرين  3 أ 

 الخامسالتمرين  3 ب 

,𝑎  دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت  : تذكير 𝑏  فإن المتتالٌة : 

∫متقاربة و نهاٌتها هً التكامل   𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡.   

فإنه حسب الخاصٌة .  حسب الإفتراض  0,1  متصلة على المجال 𝑔و بما أن 

∫  متقاربة و تؤول إلى  𝑆𝑛 𝑛≥1 المذكورة نستنتج أن المتتالٌة   𝑔(𝑡)
1

0
𝑑𝑡.   

𝑆𝑛 =
 𝑏 − 𝑎 

𝑛
 𝑓  𝑎 +

𝑘 𝑏 − 𝑎 

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=0

   ;    𝑛 ≥ 1 

lim
𝑛∞

 𝑆𝑛 =  𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 ∶   أو بتعبٌر آخر  

𝑆𝑛 =
1

𝑛
 𝑔  

𝑘

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=0

                                        ∶   لدٌنا فً هذا التمرٌن   

=
 1 − 0 

𝑛
 𝑔  0 +

𝑘 1 − 0 

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=0

 

lim
𝑛∞

 𝑆𝑛 =  𝑔(𝑡)
1

0

𝑑𝑡 = 𝐿 1 =
1

𝑒
 ∶   أو بتعبٌر آخر  

lim
𝑛∞

 𝑆𝑛 =
1

𝑒
    ∶   و بالتالً  

𝑆𝑛 = 𝑛   
1

1
 

2

𝑒
−𝑛
1 +  

1

2
 

2

𝑒
−𝑛
2 + ⋯ +  

1

𝑛 − 1
 

2

𝑒
−𝑛
𝑛−1  

=
𝑛2

𝑛
  

1

𝑘
 

2

𝑒
−𝑛
𝑘

𝑛−1

𝑘=1

     ;   𝑛 ≥ 1 

=
1

𝑛
  

𝑛

𝑘
 

2

𝑒
−𝑛
𝑘

𝑛−1

𝑘=1

    ;   𝑛 ≥ 1 

=
1

𝑛
 

1

 
𝑘
𝑛
 

2  𝑒

−1

 
𝑘
𝑛
 

𝑛−1

𝑘=1

    ;   𝑛 ≥ 1 

=
1

𝑛
 𝑔  

𝑘

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=1

    ;     𝑛 ≥ 1 

=
1

𝑛
  𝑔  

𝑘

𝑛
 + 𝑔  

0

𝑛
 

   
=0

𝑛−1

𝑘=1

      ;     𝑛 ≥ 1 

=
1

𝑛
 𝑔  

𝑘

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=0

     ;     𝑛 ≥ 1 

 ∀𝑛 ≥ 1     ;     𝑆𝑛 =
1

𝑛
 𝑔  

𝑘

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=0

                    ∶    و بالتالً   
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 التمرين الأول  1  

 

 .نتوفر على ثلاثة صنادٌق 

 التمرين الأول  1  

 التمرين الأول  3  
 

B 
B 

N N 

U 

 
B 

B 

N N 

V 

 
B 

B 

N 

W 

ٌُحتم علٌنا استعمال التألٌفات   𝐶𝑛السحب الآنً من هذه الصنادٌق 
𝑘 فً جل  

 .مراحل التمرٌن 

 
    . نحن أمام تجربة عشوائٌة تتساوى فٌها احتمالات الأحداث الإبتدائٌة 

لأننا بصدد سحب عشوائً من صنادٌق تحتوي على كرات لا ٌمكن التمٌٌز 

و بذلك ٌكون احتمال أي حدث مساوٌا لخارج عدد امكانٌات . بٌنها باللمس

 .حدوثه على العدد الإجمالً للحالات الممكنة للتجربة المطروحة  

= 𝑝 𝐴:  ٌعنً 
𝑐𝑎𝑟𝑑  𝐴 

𝑐𝑎𝑟𝑑  Ω 
  ;   ∀ 𝐴 𝜖 𝒫 Ω    

 الذي ٌحتوي على ثلاث كرات 𝑊عندما نسحب عشوائٌا كرة من الصندوق 

𝐶3فإنه توجد   .
 .  نتٌجة ممكنة لهذه التجربة العشوائٌة 1

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω1:  ٌعنً  𝐶3
1 =  هو كون امكانٌات هذه Ω1بحٌث  . 3

 .( 𝑊سحب كرة من  )التجربة العشوائٌة الأولى  

 𝑝 𝐴 =
𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω1 
=

𝐶2
1

𝐶3
1 =

2

3
  ∶  إذن  

 ٌساوي 𝑈إذن احتمال أن ٌتم السحب من الصندوق 
2

3
.  

Autrement-dit,  on a deux chances sur trois de 

tirer une boule blanche de l’urne W  

𝐴 ٌتم السحب من الصندوق      : نعتبر الحدث التالً  =   𝑈    

= الحصول على كرة بٌضاء عندما نسحب كرة من الصندوق        𝑊    

𝐺 سحب كرتٌن بٌضاوٌن فً نهاٌة التجربة      =      

𝐵1 نسحب الكرتٌن من الصندوق      :  نعتبر الأحدات التالٌة  =   𝑈   

= سحب كرة بٌضاء من        𝑊   

= سحب كرة بٌضاء من        𝑊   

𝑁1 نسحب الكرتٌن من الصندوق      =   𝑉   

إذن احتمال الحصول على كرتٌن بٌضاوٌن فً نهاٌة التجربة هو 
7

30
.  

Autrement-dit, on a sept chances sur 30 pour 

obtenir vers la fin du jeu deux boules blanches  

𝑝 𝐺 = 𝑝 𝐺 ∩ 𝐵1 + 𝑝 𝐺 ∩ 𝑁1  
= 𝑝 𝐵1 × 𝑝 𝐺/𝐵1 + 𝑝 𝑁1 × 𝑝 𝐺/𝑁1  

=  
𝐶2

1

𝐶3
1 ×  

𝐶3
2

𝐶5
2 +  

𝐶1
1

𝐶3
1 ×  

𝐶2
2

𝐶5
2  

=  
2

3
×

3

10
 +  

1

3
×

1

10
 =

7

30
 

=  
1

3
×

3

10
 +  

2

3
×

1

10
 =

1

6
 

  لكون امكانٌات التجربة العشوائٌة المنصوص علٌها فً التمرٌن Ωنرمز بـ  

 .بأكمله 

 :  المعرف بما ٌلً 𝑃𝑋 التطبٌق 𝑋نقصد بقانون احتمال المتغٌر العشوائً 

   . 𝑋 Ωلنحدد أولا المجموعة  

 𝑋 هو المتغٌر العشوائً الذي ٌساوي عدد الكرات البٌضاء المحصل علٌها 

 .فً نهاٌة التجربة 

 :   فً نهاٌة التجربة ٌمكن الحصول على 

  كرة بٌضاء واحدة و أخرى سوداء. 

  كرتٌن بٌضاوٌن. 

  كرتٌن سوداوٌن. 

 

 

  .2 و 1 و 0:  هً 𝑋إذن القٌم التً ٌأخذها المتغٌر العشوائً 

= 𝑋 Ω:  أو بتعبٌر آخر   0; 1; 2    

  𝑋لنحسب إذن احتمال كل قٌمة من قٌم المتغٌر العشوائً 

𝒑 𝑿:  لنحسب  = 𝟎    

𝑋 الحدث   =  .  هو الحصول على كرتٌن سوداوٌن فً نهاٌة التجربة  0

𝑝 𝑋 = 0 = 𝑝 𝑁𝑁                                                            ∶   إذن    
= 𝑝 𝑁𝑁 ∩ 𝑁1 + 𝑝 𝑁𝑁 ∩ 𝐵1  
= 𝑝 𝑁1 × 𝑝 𝑁𝑁/𝑁1 + 𝑝 𝐵1 × 𝑝 𝑁𝑁/𝐵1  

=  
𝐶1

1

𝐶3
1 ×  

𝐶3
2

𝐶5
2 +  

𝐶2
1

𝐶3
1 ×  

𝐶2
2

𝐶5
2  

=  
𝐶1

1

𝐶3
1 ×  

𝐶3
2

𝐶5
2 +  

𝐶2
1

𝐶3
1 ×  

𝐶2
2

𝐶5
2  

𝑃𝑋   ∶   𝑋 Ω   ⟶    0; 1                                             

𝑘  ⟶   𝑃𝑋 𝑘 = 𝑝 𝑋 = 𝑘 
 

𝒑 𝑿:  لنحسب  = 𝟏    

𝑋 الحدث   =   هو الحصول على كرة بٌضاء واحدة و أخرى سوداء  1

 .فً نهاٌة التجربة 

𝑝 𝑋 = 1 = 𝑝 𝐵𝑁                                                              ∶   إذن  

= 𝑝 𝐵𝑁 ∩ 𝐵1 + 𝑝 𝐵𝑁 ∩ 𝑁1  

= 𝑝 𝐵1 × 𝑝 𝐵𝑁/𝐵1 + 𝑝 𝑁1 × 𝑝 𝐵𝑁/𝑁1  

=  
𝐶2

1

𝐶3
1 ×  

𝐶3
1 × 𝐶2

1

𝐶5
2  +  

𝐶1
1

𝐶3
1 ×  

𝐶3
1 × 𝐶2

1

𝐶5
2   

=
2

3
×  

3 × 2

10
 +

1

3
×  

3 × 2

10
 =

3

5
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 التمرين الثاني  1  

 التمرين الثاني 2  

𝐈  1  التمرين الثالث 

 :    نَفصِلُ بٌن ثلاث حالات   .𝐽 عنصرٌن 𝑏 و 𝑎لٌكن  :  الطريقة الثانية

 . موجب 𝑏 موجب و 𝑎إذا كان 
𝑎𝑏:  إذن  ≥ 0 > 𝑎𝑏:    ٌعنً 1− + 1 > 0   

 . سالب 𝑏 سالب و 𝑎إذا كان 
𝑎𝑏:  إذن  ≥ 0 > 𝑎𝑏:    ٌعنً 1− + 1 > 0   

 .إذا كان أحدهما موجب و الآخر سالب 
1−لٌكن مثلا   < 𝑎 ≤ 0  و  0 ≤ 𝑏 < 1.   

0:  إذن  ≤ −𝑎 < 0  و  1 ≤ 𝑏 < 1.   

0:  عند المرور إلى الجداء نجد  ≤ −𝑎𝑏 < 1.   
𝑎𝑏−:  ٌعنً  < 𝑎𝑏:    أي 1 + 1 > 0   

,𝑎  ∀:  و بالتالً  𝑏  𝜖 𝐽2  ;   𝑎𝑏 + 1 > 0   

  .𝐽 قانون تركٌب داخلً فً ∗الآن سوف نستنتج أن 
,𝑎  ∀:  من أجل ذلك ٌكفً أن نبٌن أن  𝑏  𝜖 𝐽2  ;   𝑎 ∗ 𝑏  𝜖 𝐽   

  .𝐽 عنصرٌن من 𝑏 و 𝑎لٌكن 

𝒑 𝑿:  لنحسب  = 𝟐    

𝑋 الحدث   =  .  هو الحصول على كرتٌن بٌضاوٌن فً نهاٌة التجربة  2

  .(2و نلاحظ أنه قد تم حسابه من خلال السؤال 

 : المعرف بـ 𝑃𝑋 هو التطبٌق 𝑋و بالتالً قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

 :ٌمكن نَمذَجة هذا التمرٌن باستعمال شجرة الاحتمالات التالٌة : إضافة 

𝑝 𝑋 = 2 = 𝑝 𝐵𝐵 =
7

30
   ∶   و لدٌنا    

𝑃𝑋  ∶    0,1,2   ⟶    0; 1 

0  ⟶   𝑃𝑋 0 =
1

6

1  ⟶   𝑃𝑋 1 =
3

5

2  ⟶   𝑃𝑋 2 =
7

30

 

 لم نفعل شيئا بعد

𝑩𝟏 

𝑵𝟏 

𝑩𝑩 

𝟐

𝟑
 

𝟏

𝟑
 

𝟑

𝟏𝟎
 

𝟔

𝟏𝟎
 

𝟏

𝟏𝟎
 

𝟑

𝟏𝟎
 

𝑩𝑵 

𝑵𝑵 

𝑩𝑩 

𝑩𝑵 

𝑵𝑵 

𝟔

𝟏𝟎
 

𝟏

𝟏𝟎
 

نسحب كرة من   𝑾نسحب كرة من 

𝑼  أو  𝑽  

 تتوقف التجربة

𝑐𝑛:  لنبٌن الآن أن  ∧ 2 = 1.   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  نلاحظ فً البداٌة أن    𝑐𝑛 = 2 ⋅ 10𝑛 − 1 > 2   
 . أولٌان فٌما بٌنهما 2 و 𝑛لكً ٌكون 

  .𝑛 لا ٌقسم 2ٌكفً أن نبٌن أن 
𝑐𝑛:  إذن  . 𝑛 ٌقسم 2بالخلف، نفترض أن  ≡ 0  2    

2:  ٌعنً  ∙ 10𝑛 − 1 ≡ 0  2    
2−:  من جهة أخرى لدٌنا  ∙ 10𝑛 ≡ 0  2    

1−:  نجمع هاتٌن المتوافقتٌن طرفا بطرف نحصل على  ≡ 0  2    
  .1− قاسم للعدد 2ٌعنً أن العدد 

 .إذن ما افترضناه كان خاطئا . و هذا تناقض واضح
  .𝑛 لا ٌقسم العدد 2ٌعنً أن العدد 

𝑐𝑛:  و منه  ∧ 2 = 1   
𝑏𝑛:  و منه  ∧ 𝑐𝑛 = 𝑐𝑛 ∧ 2 = 1   

 . عددان أولٌان فٌما بٌنهما 𝑐𝑛 و 𝑛إذن 

𝑏𝑛     1  :إذن حسب مبدأ خوارزمٌة أقلٌدس نكتب  ∧ 𝑐𝑛 = 𝑐𝑛 ∧ 2 

𝑥𝑛 وجود زوج   , 𝑦𝑛   من  ℤ2  بحٌث  𝑏𝑛 ∙ 𝑥𝑛 + 𝑐𝑛 ∙ 𝑦𝑛 = 1  

  .𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡مكفول و مضمون بنص مبرهنة 

  .𝑦𝑛 و 𝑛لنبحث الآن عن 

𝑐𝑛:  لدٌنا  = 2 ∙ 10𝑛 − 1   

𝑏𝑛  بـ  2نعوض  − 𝑐𝑛  نجد  (1)  فً المتساوٌة  : 

  :    𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡تذكٌر بمبرهنة 

𝑎 ∧ 𝑏 = 1  ⟺   ∃ 𝑢, 𝑣 𝜖 ℤ  ;   𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 = 1 

2     1 :  إذن  ∙ 10𝑛 − 𝑐𝑛 = 1   

:   و لدٌنا 
𝑏𝑛 𝑐𝑛

2 1
  ⟹   2 = 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛     2   

,𝑎  ∀:  لنبٌن أن  𝑏  𝜖 𝐽2  ;   1 + 𝑎𝑏 > 0   

 :    من أجل ذلك أقترح طرٌقتٌن 

  .𝐽 عنصرٌن 𝑏 و 𝑎لٌكن  :  الطريقة الأولى

 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐽2   ⟹     
−1 < 𝑎 < 1
−1 < 𝑏 < 1

  

⟹     
 𝑎 < 1
 𝑏 < 1

  

⟹    𝑎𝑏 < 1 

⟹   −1 < 𝑎𝑏 < 1 
⟹   −1 < 𝑎𝑏 
⟹   𝑎𝑏 + 1 > 0 

 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐽2   ⟹     
𝑎 < 1
𝑏 < 1

  

⟹     
 1 − 𝑎 < 0
 1 − 𝑏 < 0

  

⟹    1 − 𝑎  1 − 𝑏 > 0 

⟹   1 −  𝑎 + 𝑏 + 𝑎𝑏 > 0 
⟹   1 + 𝑎𝑏 >  𝑎 + 𝑏  

⟹   
1 + 𝑎𝑏

1 + 𝑎𝑏
>

𝑎 + 𝑏

1 + 𝑎𝑏
    ;   𝑐𝑎𝑟  

1

1 + 𝑎𝑏
 > 0 

⟹   1 > 𝑎 ∗ 𝑏     1  

 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛 10𝑛 − 𝑐𝑛 = 1 

⟹   𝑏𝑛 ∙ 10𝑛 − 𝑐𝑛 ∙ 10𝑛 − 𝑐𝑛 = 1 

⟹   𝑏𝑛 ∙ 10𝑛 + 𝑐𝑛 ∙  −10𝑛 − 1 = 1 

⟹   𝑏𝑛 ∙ 𝑥𝑛 + 𝑐𝑛 ∙ 𝑦𝑛 = 1 

𝑎𝑣𝑒𝑐 ∶     
𝑥𝑛 = 10𝑛                

𝑦𝑛 = − 10𝑛 + 1 
   ;   ∀𝑛𝜖ℕ∗ 

𝑏𝑛  :  نجد       على العدد      ننجز القسمة الأقلٌدٌة للعدد 

 تذكٌر بمبدأ خوارزمٌة إقلٌدس
𝑥 𝑦 

𝑧 𝑡 ⟹     𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑡 

2 ⋅ 10𝑛 + 1 

1 
2 

2 ⋅ 10𝑛 − 1 
2 ⋅ 10𝑛 − 1 

𝑏𝑛  𝑐𝑛  

1 2 

𝑐 

𝑐𝑛  

𝑐 
𝑐 
𝑐 

𝑏 

𝑥 
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,𝑎  ∀:  و بالتالً نحصل على ما ٌلً  𝑏  𝜖 𝐽2  ;   𝑎 ∗ 𝑏  𝜖 𝐽  

  .𝐽  قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗إذن  

𝐈 التمرين الثالث 2 أ 

𝐈 التمرين الثالث 2 ب 

𝐈 التمرين الثالث 2 ج 

𝐈𝐈  1 التمرين الثالث 

  .𝐽  قانون تجمٌعً فً ∗ٌعنً أن  

,𝑥  ∀:  و بالتالً  𝑦, 𝑧  𝜖 𝐽3  ;    𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧    

𝑥 : و بنفس الطرٌقة نبٌن أن  ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 1
 

𝑑𝑒 𝑚ê𝑚𝑒 ∶    𝑎, 𝑏  𝜖 𝐽2   ⟹     
𝑎 > −1
𝑏 > −1

  

⟹     
 𝑎 + 1 > 0
 𝑏 + 1 > 0

  

⟹    𝑎 + 1  𝑏 + 1 > 0 

⟹   𝑎𝑏 +  𝑎 + 𝑏 + 1 > 0 

⟹   1 + 𝑎𝑏 > − 𝑎 + 𝑏  

⟹   
1 + 𝑎𝑏

1 + 𝑎𝑏
>

− 𝑎 + 𝑏 

1 + 𝑎𝑏
   ;    𝑐𝑎𝑟  

1

1 + 𝑎𝑏
 > 0 

⟹   1 > − 𝑎 ∗ 𝑏     

⟹  −1 < 𝑎 ∗ 𝑏     2  

 1  𝑒𝑡  2   ⟹  −1 < 𝑎 ∗ 𝑏 < 1 
⟹  𝑎 ∗ 𝑏 𝜖  −1; 1  

  .ℝ فً × و + نستنتجها من تبادلٌة القانونٌن 𝐽 فً ∗ القانون تبادلية
  .𝐽 عنصرٌن من 𝑏 و 𝑎لٌكن 

  .𝐽  قانون تبادلً فً ∗إذن  

  .𝐽 ثلاثة عناصر من المجال 𝑧 و 𝑦 و 𝑥لتكن  : التجميعية

1 نختزل بالعدد الموجب قطعا   + 𝑥𝑦  نجد     : 

𝑎 ∗ 𝑏 =
𝑎 + 𝑏

1 + 𝑎𝑏
=

𝑏 + 𝑎

1 + 𝑏𝑎
= 𝑏 ∗ 𝑎 

 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =  
𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥𝑦
 ∗ 𝑧 =

 
𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥𝑦
 + 𝑧

1 + 𝑧  
𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥𝑦
 

 

=

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑥𝑦𝑧
1 + 𝑥𝑦

𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 1
1 + 𝑥𝑦

 

=
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 1
 

  .𝐽 فً ∗ العنصر المحاٌد للقانون 𝑒لٌكن  : العنصر المحايد
;   𝑥𝜖𝐽∀ :  إذن    𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥   

  .𝐽 تبادلً فً ∗نهتم بإحدى المتساوٌتٌن فقط لأن 

  .𝐽 فً ∗ هو العنصر المحاٌد للقانون 0إذن 

𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥  ⟺   
𝑥 + 𝑒

1 + 𝑥𝑒
= 𝑥 

⟺   𝑥 + 𝑒 = 𝑥 + 𝑥2𝑒 
⟺   𝑒 = 𝑥2𝑒 
⟺   𝑒 1 − 𝑥2 = 0 

⟺     
𝑜𝑢 𝑏𝑖𝑒𝑛  𝑒 = 0             
𝑜𝑢 𝑏𝑖𝑒𝑛  1 − 𝑥2 = 0

  

⟺   𝑒 = 0  , 𝑐𝑎𝑟 𝑥 ≠ 1  𝑒𝑡  𝑥 ≠ −1 

⟺   𝑒 = 0 𝜖  −1; 1  

 :  لقد حصلنا لحد الآن على المعلومات التالٌة    . ∗,𝑱 الزمرة  

  𝐽 مجموعة غٌر فارغة. 

  ∗ ًقانون تركٌب داخلً ف𝐽.  

  ∗ ًتجمٌعً ف∗  

  0 فً  ∗هو العنصر المحاٌد لـ . 

 مماثل 𝐽 من 𝑥  زمرة ٌكفً أن ٌكون لكل عنصر  ∗,𝐽 إذن لكً تكون  

  ∗بالقانون 

  .𝐽 مماثله من ′𝑥 و 𝐽 عنصرا من 𝑥لٌكن 

𝑥:  إذن  ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 = :    ٌعنً 0
𝑥+𝑥 ′

1+𝑥𝑥 ′
= 0.  

1 نضرب طرفً هذه المتساوٌة فً العدد الحقٌقً الغٌر منعدم   + 𝑥𝑥′   

𝑥:  نجد  + 𝑥′ = 0 

1التعبٌر   + 𝑥𝑥′ غٌر منعدم لأن    : 𝑥, 𝑥′  𝜖 𝐽  ⟹   1 + 𝑥𝑥′ > 0  

′𝑥:  إذن  = −𝑥 𝜖 𝐽   

1−  لأن من التأطٌر  𝑥′𝜖 𝐽و بالفعل   < 𝑥 < 1  

1−:  نستنتج أن  < −𝑥 < 1   
  .∗ بالقانون 𝐽 من 𝑥− ٌقبل مماثلا و هو 𝐽 من 𝑥إذن كل عنصر 

 : و هذه النتٌجة إضافة إلى ما تم إٌجاده سابقا 

  𝐽 مجموعة غٌر فارغة. 

  ∗ ًقانون تركٌب داخلً ف𝐽.  

  ∗ ًتجمٌعً ف𝐽  

  ∗ ٌقبل عنصرا محاٌدا من𝐽 0 و هو.  

    ∗,𝐽   زمرةنستنتج إذن أن  

 .  زمرة تبادلٌة  ∗,𝐽  تبادلً فإن  ∗و بما أن 

= 𝑓 𝑥:   بما ٌلً ℝنعتبر الدالة المعرفة على 
𝑒𝑥−1

𝑒𝑥 +1
   

 بأكمله لأنها عبارة عن ℝ دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على 𝑓نلاحظ أن 

  .ℝخارج دالتٌن متصلتٌن و قابلتٌن للاشتقاق على 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  إضافة إلى ذلك لدٌنا    𝑒𝑥 + 1 > 0   

  .ℝ دالة تزاٌدٌة قطعا على 𝑓إذن 

   𝑓 ℝ نحو ℝ فهً تقابل من ℝو بما أنها متصلة على 

 :  لدٌنا  . ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 

𝑓 ′ 𝑥 =
𝑒𝑥 𝑒𝑥 + 1 − 𝑒𝑥 𝑒𝑥 − 1 

 𝑒𝑥 + 1 2
=

2𝑒𝑥

 𝑒𝑥 + 1 2
> 0 

=   lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) ; lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  

𝑓 ℝ = 𝑓   −∞; +∞                                            ∶  و لدٌنا    

;1−  نحو  ℝ تقابل من 𝑓و بالتالً  1 .   

  .𝐽 نحو ℝ تقابل من 𝑓أي أن 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
 =  

0 − 1

0 + 1
 = −1 ∶    و لدٌنا

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
                                 ∶    و لدٌنا

= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 1 − 𝑒−𝑥 

𝑒𝑥 1 + 𝑒−𝑥 
 

= lim
𝑢→−∞
𝑢=−𝑥

 
1 − 𝑒𝑢

1 + 𝑒𝑢
  

=  
1 − 0

1 + 0
 = 1 
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𝐈𝐈  2 التمرين الثالث 

𝐈𝐈  3 التمرين الثالث 

;∗𝐾  ٌكفً إذن أن نبٌن أن   ∗𝐾حٌث   .   زمرة  ⊥ = 𝐾\ 0    

,∗𝐽   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل من  𝑓لدٌنا  ⊥ .   

     ×, ∗𝑓 ℝ   هً الزمرة التبادلٌة   ×,∗ℝ إذن صورة الزمرة التبادلٌة  

= ∗𝑓 ℝ:  فإن  . ∗𝐽 نحو ∗ℝ تقابل من 𝑓و بما أن  𝐽∗   

,∗𝐽   هً الزمرة التبادلٌة   ×,∗ℝ إذن صورة الزمرة التبادلٌة   ⊥   

  𝑓بالتشاكل التقابلً 

,∗,𝐽 و بالتالً حسب الخاصٌة التً ذكرت لكم نستنتج أن    .  جسم  ⊥

,∗𝐽 و بما أن     .𝐽 تبادلً فً ⊥  زمرة تبادلٌة فإن  ⊥
,∗,𝐽 إذن    .  جسم تبادلً  ⊥

𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

1 :  نحصل إذن على ما ٌلً  + 𝑎  1 − 𝑎 =  1 + 𝑖 =  2𝑒
𝑖𝜋

4  

𝑎2 =  
 2

2
 1 − 𝑖  

2

=
1

2
 −2𝑖 = −𝑖   ∶  لدٌنا  

 1 + 𝑎  1 − 𝑎 = 12 − 𝑎2 = 1 + 𝑖   ∶  إذن  

⟺     
 1 + 𝑎 ×  1 − 𝑎 =  2                     

arg 1 + 𝑎 + arg 1 − 𝑎 ≡
𝜋

4
  2𝜋 

  

⟺   

 
 
 

 
 

 
 1 − 𝑎 =

 2

 1 + 𝑎 
=

 2

 2 +  2
                     

arg 1 + 𝑎 + arg 1 − 𝑎 ≡
𝜋

4
  2𝜋 

  

⟺   

 
 
 

 
 

 
 1 − 𝑎 =

 2

 2 +  2
                     

arg 1 − 𝑎 ≡
𝜋

4
+

𝜋

8
  2𝜋 

  

⟺   

 
 
 

 
 

 

 1 − 𝑎 =
 2

 2 +  2
     

arg 1 − 𝑎 ≡
3𝜋

8
  2𝜋 

  

𝑓 𝑥:   نستنتج أن ⊥و حسب تعرٌف القانون  × 𝑦 = 𝑓 𝑥 ⊥ 𝑓 𝑦    

,∗𝐽   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل من  𝑓و هذا ٌعنً أن  ⊥    

 𝑔 و تقابله العكسً هو التطبٌق 𝐽 نحو ℝ تقابل من 𝑓لدٌنا  : التشاكل

𝑔:  بحٌث  ∘ 𝑓 = 𝐼𝑑ℝ  و  𝑓 ∘ 𝑔 = 𝐼𝑑𝐽.   

   .∗ℝ عنصرٌن من  𝑦 و 𝑥لٌكن 

𝑥:  لدٌنا  = 𝑔 ∘ 𝑓 𝑥   و  𝑦 = 𝑔 ∘ 𝑓 𝑦 .   

𝑥:  و منهما نستنتج أن  × 𝑦 = 𝑔 𝑓(𝑥) × 𝑔 𝑓(𝑦) .   

 :    على هذه المتساوٌة نجد 𝑓نُدخل التقابل 

𝑓 𝑥 × 𝑦 = 𝑓 𝑔 𝑓(𝑥) × 𝑔 𝑓(𝑦)   

  .⊺ و ∗ مجموعة مزودة بقانونً التركٌب الداخلٌٌن 𝐾لتكن  : تذكير

 :  جسما إذا و فقط إذا كان  ⊺,∗,𝐾 تكون المجموعة  
   𝐾,∗  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد𝑒  

    𝐾\ 𝑒 ;⊺  زمرة. 

  ⊺ فً ∗توزٌعً بالنسبة لـ 𝐾  
 : المعلومات التً نتوفر علٌها لحد الآن هً 

   𝐽,∗  0زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد هو.  

  ⊥ فً ∗توزٌعً بالنسبة لـ 𝐽 (  مقبولة) 

1 + 𝑎 = 1 + 𝑒
−𝑖𝜋

4 = 𝑒𝑖0 + 𝑒
−𝑖𝜋

4                                     ∶    لدٌنا   

= 2 cos  
0 −  −𝜋

4
 

2
 𝑒

−𝑖𝜋
8 = 2 cos  

𝜋

8
 𝑒

−𝑖𝜋
8  

arg 1 + 𝑎 ≡ arg  2 cos  
𝜋

8
 𝑒

−𝑖𝜋
8    2𝜋  ∶  إذن  

arg 1 + 𝑎 ≡ arg  2 cos  
𝜋

8
  + arg  𝑒

−𝑖𝜋
8    2𝜋  ∶  ٌعنً  

arg 1 + 𝑎 ≡ 0 −
𝜋

8
  2𝜋  ∶  ٌعنً  

arg 1 + 𝑎 ≡
−𝜋

8
  2𝜋  ∶  أي  

 1 + 𝑎 =  2 + 2 2  𝑒
−𝑖𝜋

8   ∶  إذن  

1 لتحدٌد عمدة العدد العقدي  + 𝑎  سوف نستعٌن بالقاعدة التالٌة  : 

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  
𝑥 − 𝑦

2
 𝑒

 
𝑥+𝑦

2
 
 

𝑧2 المعادلة  ℂلنحل فً  + 𝑖 = 𝑍  نضع  0 = 𝑟 𝑒𝑖𝜃   

 :  للتأكد لدٌنا بالفعل 

𝑧2 + 𝑖 = 0  ⟺   𝑧2 = −𝑖 

⟺    𝑟 𝑒𝑖𝜃  
2

= 𝑒
−𝑖𝜋

2  

⟺   𝑟2 𝑒2𝑖𝜃 = 𝑒
−𝑖𝜋

2  

⟺     
𝑟2 = 1              

2𝜃 ≡
−𝜋

2
  2𝜋 

  

⟺     
𝑟 = 1                                          

2𝜃 =
−𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  ;   𝑘 𝜖  0; 1 

  

⟺     
𝑟 = 1                          

𝜃 =
−𝜋

4
𝜃  أو   =

3𝜋

4

  

⟺    

 
 
 

 
 

 
𝑧1 = 𝑒

−𝑖𝜋
4 =

 2

2
− 𝑖

 2

2
=

 2

2
 1 − 𝑖 = 𝑎

𝑧2 = 𝑒
3𝑖𝜋

4 =
− 2

2
+ 𝑖

 2

2
=

− 2

2
 1 − 𝑖 

  

  

 
  
 

  
 

 

 
 2

2
 1 − 𝑖  

2

+ 𝑖 =
2

4
 −2𝑖 + 𝑖 = 0

 
− 2

2
 1 − 𝑖  

2

+ 𝑖 =
2

4
 −2𝑖 + 𝑖 = 0

  

 1 + 𝑎 =  2 + 2 2  𝑒
−𝑖𝜋

8  = 2 cos  
𝜋

8
 𝑒

−𝑖𝜋
8  ∶  لدٌنا  

 2 + 2 2 = 2 cos  
𝜋

8
   ∶  إذن  

 2 + 2 2

2
 = cos  

𝜋

8
  ∶  أي  

=  1 +
1

2
+  2 +

1

2
 =  2 +  2 

1 + 𝑎 = 1 +
 2

2
 1 − 𝑖 =  1 +

 2

2
 − 𝑖

 2

2
 ∶   لدٌنا  

 1 + 𝑎 =   1 +
 2

2
 

2

+  
 2

2
 

2

                                ∶   إذن  
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𝐈𝐈  1 التمرين الرابع 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈𝐈  3 التمرين الرابع 

𝐈  1  الخامس التمرين 

 1 − 𝑎 =  
 2

 2 +  2
 ;  

3𝜋

8
    ∶  إذن الشكل المثلثً هو  

 1 − 𝑎 =  
 2

 2 +  2
  𝑒

𝑖3𝜋
8   ∶  و شكله الأسً هو   

′𝑧𝑧:  لدٌنا حسب المعطٌات  + 𝑖 =  (نتٌجة مقبولة  )  0

′𝑧𝑧:  إذن  = −𝑖   

 و ذلك لأن  
−1

 𝑧 2 عدد حقٌقً سالب  . 

𝑧𝑀′ − 𝑧0

𝑧𝑁 − 𝑧0
=

𝑧′

𝑧 
=

𝑧′𝑧

𝑧𝑧 
=

−𝑖

𝑧𝑧 
=  

−1

 𝑧 2
 𝑖 𝜖 𝑖ℝ−  ∶  لدٌنا  

𝑧𝑀′ − 𝑧0

𝑧𝑁 − 𝑧0
=  

−1

 𝑧 2
 𝑖 𝜖 𝑖ℝ−                                     ∶  نستنتج إذن أن  

⟹  arg  
𝑧𝑀′ − 𝑧0

𝑧𝑁 − 𝑧0
 ≡ arg   

−1

 𝑧 2
 𝑖   2𝜋  

⟹   𝑂𝑁       , 𝑂𝑀′                    
 ≡

−𝜋

2
  2𝜋  

⟹  arg  
𝑧𝑀′ − 𝑧0

𝑧𝑁 − 𝑧0
 ≡

−𝜋

2
  2𝜋  

⟹   𝑂𝑀′ ⊥  𝑂𝑁  

𝑧′ − 𝑎

𝑧′ + 𝑎
=

𝑖 𝑧 − 𝑎 

𝑎𝑧 𝑧′ + 𝑎 
=

𝑖 𝑧 − 𝑎 

𝑎𝑧𝑧′ + 𝑎2𝑧
                               ∶  إذن  

=
𝑖 𝑧 − 𝑎 

𝑎 −𝑖 − 𝑖𝑧
   ;    𝑐𝑎𝑟 ∶    𝑎

2 = −𝑖
𝑧𝑧′ = −𝑖

  

=
𝑖 𝑧 − 𝑎 

−𝑖 𝑧 + 𝑎 
= − 

𝑧 − 𝑎

𝑧 + 𝑎
  

𝑧′ − 𝑎

𝑧′ + 𝑎
= − 

𝑧 − 𝑎

𝑧 + 𝑎
                                     ∶  و بالتالً  

 (3 نقط غٌر مستقٌمٌة و ذلك حسب افتراض السؤال 𝑀 و 𝐵 و 𝐴و بما أن 

,       𝑀𝐵 :  فإن  . 𝑀𝐴                  ≢ 0  𝜋  و منه    : 𝑀′𝐵         , 𝑀′𝐴                     
 ≢ 0  𝜋    

 . غٌر مستقٌمٌة ′𝑀 و 𝑀 و 𝐵 و 𝐴إذن النقط 

 :و نحصل بذلك على الوضعٌة التالٌة . إذن فهً متداورة 

   .𝐴𝐵𝑀 تنتمً إلى الدائرة المحٌطة بالمثلث  ′𝑀إذن 

 
𝑧′ − 𝑎

𝑧′ + 𝑎
 = − 

𝑧 − 𝑎

𝑧 + 𝑎
                                                     ∶  لدٌنا    

⟺    
𝑎 − 𝑧′

−𝑎 − 𝑧′
 = − 

𝑎 − 𝑧

−𝑎 − 𝑧
  

⟺  arg  
𝑎 − 𝑧′

−𝑎 − 𝑧′
 ≡ arg  − 

𝑎 − 𝑧

−𝑎 − 𝑧
    2𝜋  

⟺  arg  
𝑧𝐴 − 𝑧𝑀′

𝑧𝐵 − 𝑧𝑀′
 ≡ 𝜋 + arg  

𝑧𝐴 − 𝑧𝑀

𝑧𝐵 − 𝑧𝑀′
   2𝜋  

⟺   𝑀′𝐵         , 𝑀′𝐴                     
 ≡ 𝜋 +  𝑀𝐵       , 𝑀𝐴                    2𝜋   

⟺   𝑀′𝐵         , 𝑀′𝐴                     
 ≡ 𝜋 +  𝑀𝐵       , 𝑀𝐴                  +2𝑘𝜋  ;   𝑘𝜖ℤ  

⟺   𝑀′𝐵         , 𝑀′𝐴                     
 ≡  𝑀𝐵       , 𝑀𝐴                  +𝑘′𝜋  ;   𝑘′ = 1 + 2𝑘 𝜖 ℤ  

⟺   𝑀′𝐵         , 𝑀′𝐴                     
 ≡  𝑀𝐵       , 𝑀𝐴                    𝜋   

⟺   
𝐴 و 𝐵 و 𝑀 و′𝑀  متداورة

𝐴 و 𝐵 و 𝑀 و′𝑀  مستقٌمٌة
  أو  

𝑀′ 

𝑀 

𝐴 

𝐵 

 𝑧′ − 𝑎 =
𝑧 𝑧′ − 𝑎 

𝑧
=

𝑧𝑧′ − 𝑧𝑎

𝑧
                              ∶ = لدٌنا  

−𝑖𝑎 − 𝑧𝑎2

𝑧𝑎
 

=
−𝑖𝑎 − 𝑧 −𝑖 

𝑧𝑎
   𝑐𝑎𝑟   𝑎2 = −𝑖  

=
−𝑖𝑎 + 𝑧𝑖

𝑧𝑎
 =

𝑖 𝑧 − 𝑎 

𝑧𝑎
 

 𝑧′ − 𝑎 =
𝑖 𝑧 − 𝑎 

𝑎𝑧
                                          ∶  إذن    

′𝑧 :  لنبٌن إذن صحة الإستلزام التالً  = 𝑎 ⟹  𝑧 = −𝑎  

  . ∗ و سوف نستعٌن بالمتساوٌة 

′𝑧 نفترض أن   = −𝑎   إذن   𝑧′ + 𝑎 = 0   

′𝑧 :  نحصل إذن على الإستلزام التالً  = −𝑎  ⟹   𝑧 = −𝑎   
𝑛𝑜𝑛 𝑧:  الذي ٌكافئ  = −𝑎  ⟹ 𝑛𝑜𝑛 𝑧′ = −𝑎    

𝑧 :  ٌعنً  ≠ −𝑎  ⟹   𝑧′ ≠ −𝑎    

𝑀نفترض أن       𝑧:    ٌعنً ≠ ≠ −𝑎   

′𝑧:  إذن  ≠ −𝑎 أي    :𝑀′ ≠ 𝐵   

 .سوف نستعمل فً هذا السؤال التكافؤ التالً 
 𝐴 ⟹ 𝐵   ⟺    𝑛𝑜𝑛 𝐵 ⟹ 𝑛𝑜𝑛 𝐴   

 𝑧′ − 𝑎 =
𝑖 𝑧 − 𝑎 

𝑎𝑧
 

⟹   𝑧′ − 𝑎 + 2𝑎 = 𝑖  
𝑧 − 𝑎

𝑎𝑧
 + 2𝑎 

⟹   𝑧′ + 𝑎 =
𝑖 𝑧 − 𝑎 + 2𝑎2𝑧

𝑎𝑧
 

⟹  0 =
𝑖 𝑧 − 𝑎 + 2 −𝑖 𝑧

𝑎𝑧
 

⟹  𝑖𝑧 − 𝑖𝑎 − 2𝑖𝑧 = 0 
⟹  −𝑖𝑎 − 𝑖𝑧 = 0 
⟹  𝑖𝑧 = −𝑖𝑎 
⟹  −𝑖𝑖𝑧 = 𝑖𝑖𝑎 
⟹  𝑧 = −𝑎 

 𝑧′ − 𝑎 =
𝑖 𝑧 − 𝑎 

𝑎𝑧
 ∶  و لدٌنا  

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 
− ln 𝑥

 𝑥
 = lim

𝑥→0+

− ln   𝑥
2
 

 𝑥
 ∶  لدٌنا  

= lim
𝑥→0+

 
−2 ln  𝑥

 𝑥
 = −2 lim

𝑡→0+

𝑡= 𝑥

 
ln 𝑡

𝑡
    

=  −2  −∞ = +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
− ln 𝑥

 𝑥
 = −2 lim

𝑡→+∞
𝑡= 𝑥

 
ln 𝑡

𝑡
  ∶  و لدٌنا  

=  −2  0+ = 0   

𝐵 
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𝐈  2  الخامسالتمرين 

𝐈 الخامسالتمرين  3 أ 

𝐈 الخامسالتمرين  3 ج 

   . 0,1  دالة متصلة و تناقصٌة على المجال  𝑔𝑛لدٌنا 
;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  و لدٌنا    0 < 𝛼𝑛 < 1   

𝑛 إذن من أجل   + 1  𝜖 ℕ∗  0  لدٌنا < 𝛼𝑛+1 < 1   

𝛼𝑛+1و سوف نهتم فقط بالمتفاوتة الٌسرى   > 0.   

 𝑛ندخل على هذه المتفاوتة الدالة التناقصٌة قطعا 

> 𝑔𝑛 𝛼𝑛+1نحصل على   𝑔𝑛 0    

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن    𝑔𝑛 𝛼𝑛+1 < −1   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  و بالتالً    𝑔𝑛 𝛼𝑛+1 < −1 < 0   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  أي    𝑔𝑛 𝛼𝑛+1 < 0   

𝐈 الخامسالتمرين  3 د 

> 𝑔𝑛 𝛼𝑛+1:  لدٌنا  . ∗ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن  𝑔𝑛 𝛼𝑛    

𝑔𝑛  تقابل و تقابله العكسً 𝑔𝑛و نعلم أن  
 . دالة تناقصٌة 1−

𝑔𝑛نُدخل الدالة  
𝑔𝑛:    على المتفاوتة نجد 1−

−1 𝑔𝑛 𝛼𝑛+1  > 𝑔𝑛
−1 𝑔𝑛 𝛼𝑛    

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً أن    𝛼𝑛+1 > 𝛼𝑛   

 .  متتالٌة تزاٌدٌة ∗𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ و هذا ٌعنً أن المتتالٌة  

0:  لأن  ) 1و بما أنها مكبورة بالعدد  < 𝛼𝑛 < 1  ) 

= lim 𝛼𝑛:  فهً متقاربة و نضع  𝑙   

𝐈 الخامسالتمرين  4 أ 

𝐈 الخامسالتمرين  4 ب 

=
1

2𝑥 𝑥
 −2 + ln 𝑥  

𝑥∀ :  نلاحظ أن  > 0   ;   
1

2𝑥 𝑥
> 0   

𝑓إذن إشارة   ′(𝑥)  2−   متعلقة فقط بإشارة العدد + ln 𝑥 .   

𝑥:  إذا كان  = 𝑒2 فإن    :𝑓 ′ 𝑥 = 0.   

 :   كما ٌلً 𝑓و نستنتج بذلك جدول تغٌرات الدالة 

𝑥:  إذا كان  > 𝑒2 فإن    :𝑓 ′ 𝑥 > 0.   

𝑥:  إذا كان  < 𝑒2 فإن    :𝑓 ′ 𝑥 < 0.   

𝒙 

−2

𝑒
 

0 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

+∞ 

+∞ 0 

1 𝑒2 

−1 − 

0 

∗ℝ عبارة عن خارج دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على  𝑓فً البداٌة نلاحظ أن 
+  

𝑥∀و   > 0 ;   𝑥 ≠ ∗ℝ قابلة للاشتقاق على  𝑓إذن   . 0
+ .             

∗ℝ عنصرا من  𝑥لٌكن 
+ =  0; +∞    

𝑓 ′ 𝑥 =  
− ln 𝑥

 𝑥
 
′

                                                      ∶   و لدٌنا  

=
 𝑥 − ln 𝑥 ′ −   𝑥 

′
 − ln 𝑥 

  𝑥 
2  

=
 𝑥  −

1
𝑥
 −  

1

2 𝑥
  − ln 𝑥 

𝑥
 

=
1

𝑥
 

−2

2 𝑥
+

ln 𝑥

2 𝑥
  

𝑥: و نحصل بذلك على الاستلزام التالً  > 𝑦  ⟹   𝑔𝑛 𝑥 < 𝑔𝑛 𝑦  

  . 0,1  تناقصٌة قطعا على المجال 𝑔𝑛و هذا ٌعنً أن الدالة 

;0  عنصرٌن من المجال  𝑦 و 𝑥لٌكن  𝑥  بحٌث   1 > 𝑦   

𝑥 > 𝑦 ⟹    
𝑓 𝑥 < 𝑓 𝑦  ;   𝑐𝑎𝑟 𝑓 𝑒𝑠𝑡 ↘

𝑥𝑛 > 𝑦𝑛   ;   ∀ 𝑛 𝜖 ℕ∗          
  

 ⟹    
𝑓 𝑥 < 𝑓 𝑦  

−𝑥𝑛 > −𝑦𝑛   
  

 ⟹  𝑓 𝑥 − 𝑥𝑛 < 𝑓 𝑦 − 𝑦𝑛  

 ⟹  𝑔𝑛 𝑥 < 𝑔𝑛 𝑦  

0:  نستنتج أن  (3)و  (2)و  (1)من  < α1 ≤ l ≤ 1   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  فً البداٌة لدٌنا    𝛼𝑛+1 > 𝛼𝑛   

∗𝑛 𝜖 ℕ                                      :  و لدٌنا كذلك    ⟹   0 < 𝛼𝑛 < 1  
⟹   𝛼𝑛 ≤ 1 

⟹   lim
𝑛∞

 𝛼𝑛 ≤ lim
𝑛∞

1  ;   𝑝𝑎𝑠𝑠𝑎𝑔𝑒 𝑎𝑢𝑥 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒𝑠 

⟹   𝑙 ≤ 1     3  

∗𝑛 𝜖 ℕ                                                         :  و لدٌنا    ⟹   𝑛 ≥ 1  
⟹   𝛼𝑛 ≥ 𝛼1   𝑐𝑎𝑟  𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ∗  𝑒𝑠𝑡 ↗ 

⟹   lim
𝑛∞

 𝛼𝑛 ≥ lim
𝑛∞

 𝛼1   

⟹   𝑙 ≥ 𝛼1     2   

= 𝑔𝑛 𝛼𝑛                   :  لدٌنا  0  ⟹   𝑓𝑛 𝛼𝑛 −  𝛼𝑛 𝑛 = 0 

⟹   𝑓𝑛 𝛼𝑛 =  𝛼𝑛 𝑛  

⟹   
− ln 𝛼𝑛 

 𝛼𝑛

=  𝛼𝑛 𝑛  

⟹   − ln 𝛼𝑛 =  𝛼𝑛   𝛼𝑛 𝑛  

𝑦إذن المستقٌم ذو المعادلة  =   .∞+ بجوار  𝒞   مقارب أفقً للمنحنى  0

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 ∶   و لدٌنا  
𝑥إذن المستقٌم ذو المعادلة   =  على ٌمٌن الصفر  𝒞   مقارب عمودي للمنحنى 0

. 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = +∞ ∶ ;1−   نحو   0,1  تقابل من  𝑔𝑛و بالتالً   لدٌنا   و هذا ٌعنً أن كل   .  ∞+

;1− عنصر من المجال     . 0,1  من 𝑔𝑛 ٌقبل سابقا واحدا بالدالة  ∞+

;1−  عنصر من المجال  0بما أن   من 𝑛  إذن ٌوجد سابق وحٌد  ∞+

;0 المجال  = 𝑔𝑛 𝛼𝑛 بحٌث   1 0.   

,  ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  أي   ∃!  𝛼𝑛  𝜖  0,1     ;   𝑓𝑛 𝛼𝑛 −  𝛼𝑛 2 = 0   

,  ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  أي   ∃!  𝛼𝑛  𝜖  0,1     ;   𝑓𝑛 𝛼𝑛 =  𝛼𝑛 2   

𝐈 الخامسالتمرين  3 ب 

   . 0,1  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝑔𝑛لدٌنا 
   .   𝑔𝑛   0,1  نحو   0,1  تقابل من  𝑔𝑛إذن 

  𝑔𝑛   0,1    عبارة عن مجال كذلك لأن صورة مجال بدالة متصلة هً مجال  . 

𝑔𝑛   0,1   =  𝑔𝑛 1  ;  lim
𝑥→0+

𝑔𝑛 𝑥   ∶  و بذلك نكتب   

𝑔𝑛 1 = 𝑓𝑛 1 − 1𝑛 = −1  ∶   و لدٌنا  

lim
𝑥→0+

𝑔𝑛 𝑥 = lim
𝑥→0+

 𝑓𝑛 𝑥 − 𝑥𝑛 = +∞  ∶   و لدٌنا كذلك  
;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  و بالتالً     𝛼𝑛 = 𝑛   

 𝛼𝑛 =
−1

2
+

ln − ln 𝛼𝑛  

ln 𝛼𝑛 
                                          ∶  إذن    

=
−1

2
+

ln  𝛼𝑛   𝛼𝑛 𝑛 

ln 𝛼𝑛 
     

=
−1

2
+

1
2

ln 𝛼𝑛   

ln 𝛼𝑛 
+

𝑛 ln 𝛼𝑛 

ln 𝛼𝑛 
= 𝑛     

𝑔 

𝛼 
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𝐈 الخامسالتمرين  4 ج 

𝐈 الخامسالتمرين  4 د 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  1 أ 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  1 ب 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  1 ج 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  2 أ 

 𝛼𝑛 = 𝑛  ⟺    
−1

2
+

ln − ln 𝛼𝑛  

ln 𝛼𝑛 
= 𝑛 

⟺    
ln − ln 𝛼𝑛  

ln 𝛼𝑛 
= 𝑛 +

1

2
 

⟺    
ln 𝛼𝑛 

ln − ln 𝛼𝑛  
=

1

𝑛 +
1
2

 

⟹   lim
𝑛∞

 
ln 𝛼𝑛 

ln − ln 𝛼𝑛  
  = lim

𝑛∞
 

1

𝑛 +
1
2

  

⟹   
ln 𝑙 

ln − ln 𝑙  
 = 0 

⟹    ln 𝑙 = 0 

⟹    𝑙 = 𝑒0 = 1 

;0  موجبة على المجال  𝑓فً البداٌة نلاحظ أن الدالة    و سالبة على  1

;1 المجال    .  و ذلك من خلال جدول تغٌراتها  ∞+

𝑥 𝜖  0,1   ⟹    𝑓(𝑡)
1

𝑥

𝑑𝑡 ≥ 0   ∶  إذن    

𝑥 𝜖  1; +∞   ⟹    𝑓(𝑡)
1

𝑥

𝑑𝑡 = − 𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡 ≥ 0   

= −𝑄𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑡é 𝑛é𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 
= 𝑄𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑡é 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 

∀ 𝑥 > 0  ;     𝑓(𝑡)
1

𝑥

𝑑𝑡 ≥ 0   ∶  خلاصة    

 𝑓(𝑡)
1

𝑥

𝑑𝑡 =   
− ln 𝑡

 𝑡
 

1

𝑥

𝑑𝑡 =   𝑡
−1
2     

𝑢 ′ (𝑡)

1

𝑥

  − ln 𝑡      
𝑣(𝑡)

 𝑑𝑡 

=  𝑢(𝑡) × 𝑣 𝑡  𝑥
1 −  𝑢(𝑡) ∙ 𝑣 ′ (𝑡)

1

𝑥

𝑑𝑡 

=  2𝑡
1
2 ×  − ln 𝑡  

𝑥

1
+ 2   𝑡

1
2 ∙ 𝑡−1 

1

𝑥

𝑑𝑡 

= 2 𝑥  ln 𝑥 + 2  2𝑡
1
2 

𝑥

1
 

= 2 𝑥  ln 𝑥 + 2 2 − 2 𝑥  

= 2 𝑥  ln 𝑥 + 4 − 4 𝑥 

    مساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن المنحنى 𝒜لتكن 

𝑥و المستقٌمات التً معادلاتها   = 𝑥  و  1 = 𝑒2  و  𝑦 = 0.   

𝒜 =    𝑓(𝑡) 
𝑒2

1

𝑑𝑡  𝑙′𝑢𝑛𝑖𝑡é 2                      ∶  إذن  

= −  𝑓 𝑡  
1

𝑒2
𝑑𝑡   𝑐𝑚2 

= − −𝑓(𝑡)
1

𝑒2
𝑑𝑡   𝑐𝑚2  ;   𝑐𝑎𝑟  ∀𝑥 ≥ 1  , 𝑓(𝑥) ≤ 0 

=  𝑓(𝑡)
1

𝑒2
𝑑𝑡   𝑐𝑚2   

=  2 𝑒2 ln 𝑒2 + 4 − 4 𝑒2   𝑐𝑚2 

=  2 × 𝑒 × 2 + 4 − 4 × 𝑒    𝑐𝑚2 

=  4𝑒 + 4 − 4𝑒    𝑐𝑚2 

= 4   𝑐𝑚2 

𝑛 عددٌن صحٌحٌن طبٌعٌٌن بحٌث  𝑛 و 𝑘لٌكن  ≥ 1  و      2 ≤ 𝑘 ≤

𝑛 −  نلاحظ أن جمٌع المجالات     1
𝑘

𝑛
;
𝑘+1

𝑛
;0   توجد ضمن المجال    1 .   

  على المجال  𝑓نعتبر قصور الدالة 
𝑘

𝑛
;
𝑘+1

𝑛
  و سوف نستعمل فٌما ٌلً  

;0  على المجال  𝑓تناقصٌة الدالة  1 .   

𝑡 𝜖  
𝑘

𝑛
;  
𝑘 + 1

𝑛
   ⟹   

𝑘

𝑛
≤ 𝑡 ≤

𝑘 + 1

𝑛
 

  ⟹  𝑓  
𝑘 + 1

𝑛
  ≤ 𝑓 𝑡 ≤ 𝑓  

𝑘

𝑛
  

  ⟹  𝑓  
𝑘 + 1

𝑛
 

𝑘+1
𝑛

𝑘
𝑛

𝑑𝑡  ≤  𝑓 𝑡 

𝑘+1
𝑛

𝑘
𝑛

𝑑𝑡 ≤  𝑓  
𝑘

𝑛
 

𝑘+1
𝑛

𝑘
𝑛

𝑑𝑡 

  ⟹ 𝑓  
𝑘 + 1

𝑛
  1

𝑘+1
𝑛

𝑘
𝑛

𝑑𝑡  ≤  𝑓 𝑡 

𝑘+1
𝑛

𝑘
𝑛

𝑑𝑡 ≤ 𝑓  
𝑘

𝑛
  1

𝑘+1
𝑛

𝑘
𝑛

𝑑𝑡 

  ⟹ 𝑓  
𝑘 + 1

𝑛
  𝑡 𝑘

𝑛

𝑘+1
𝑛 ≤  𝑓 𝑡 

𝑘+1
𝑛

𝑘
𝑛

𝑑𝑡 ≤ 𝑓  
𝑘

𝑛
  𝑡 𝑘

𝑛

𝑘+1
𝑛  

  ⟹ 𝑓  
𝑘 + 1

𝑛
  

𝑘 + 1

𝑛
−

𝑘

𝑛
 ≤  𝑓 𝑡 

𝑘+1
𝑛

𝑘
𝑛

𝑑𝑡 ≤ 𝑓  
𝑘

𝑛
  

𝑘 + 1

𝑛
−

𝑘

𝑛
  

  ⟹
1

𝑛
𝑓  

𝑘 + 1

𝑛
 ≤  𝑓 𝑡 

𝑘+1
𝑛

𝑘
𝑛

𝑑𝑡 ≤
1

𝑛
𝑓  

𝑘

𝑛
  

= lim 𝛼𝑛نعلم أن   = 𝑓 𝛼𝑛  و  1  𝛼𝑛 𝑛   

lim
𝑛∞

 𝛼𝑛 𝑛 = lim
𝑛∞

𝑓 𝛼𝑛 = 𝑓  lim
𝑛∞

 𝛼𝑛   ∶  إذن  

= 𝑓 1 =
− ln 1

 1
= 0 

lim
𝑛∞

 𝛼𝑛 𝑛 = 1  ∶  و بالتالً  

𝒞 

𝑛 
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𝒏نأخذ مثال  : هندسيا  = 𝟒.   

 ( .أ(1و سوف نستعمل نتٌجة السؤال   . ∗ℕ عنصرا من  𝑛لٌكن 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  2 ب 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  2 ج 

   :    و نلاحظ بالفعل أن 
1

4
𝑓  

2

4
 ≤  𝑓 𝑡 

2
4

1
4

𝑑𝑡 ≤
1

4
𝑓  

1

𝑛
  

1  

2

4
 3

4
 4

4
 

1

4
 

𝟏 

 𝓒  

1

4
×𝑓 

1

4
  

 :   نجمع هذه التأطٌرات طرفا طرفا نجد 

 ∗     
1

𝑛
 𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛

𝑘=2

≤  𝑓(𝑡)
1

1
𝑛

𝑑𝑡 ≤
1

𝑛
 𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=1

 

 نأخذ من هذا التأطٌر المتفاوتة الٌسرى 
1

𝑛
 𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛

𝑘=2

≤  𝑓(𝑡)
1

1
𝑛

𝑑𝑡 

  
1

𝑛
𝑓  

2

𝑛
 ≤  𝑓 𝑡 

2
𝑛

1
𝑛

𝑑𝑡 ≤
1

𝑛
𝑓  

1

𝑛
  

  
1

𝑛
𝑓  

3

𝑛
 ≤  𝑓 𝑡 

3
𝑛

2
𝑛

𝑑𝑡 ≤
1

𝑛
𝑓  

2

𝑛
  

  
1

𝑛
𝑓  

4

𝑛
 ≤  𝑓 𝑡 

4
𝑛

3
𝑛

𝑑𝑡 ≤
1

𝑛
𝑓  

3

𝑛
  

  
1

𝑛
𝑓 1 ≤  𝑓 𝑡 

1

𝑛−1
𝑛

𝑑𝑡 ≤
1

𝑛
𝑓  

𝑛 − 1

𝑛
  

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

 :   نجد 0و نضٌف إلى كلا الطرفٌن العدد 

1

𝑛
 𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛

𝑘=2

+
1

𝑛
𝑓  

1

𝑛
 ≤

1

𝑛
𝑓  

1

𝑛
 +  𝑓(𝑡)

1

1
𝑛

𝑑𝑡 

1

𝑛
  𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛

𝑘=2

+ 𝑓  
1

𝑛
  ≤

1

𝑛
𝑓  

1

𝑛
 +  𝑓(𝑡)

1

1
𝑛

𝑑𝑡 

 . المتفاوتة الٌمنى  ∗ بعد ذلك نأخذ من التأطٌر 

1

𝑛
  𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=1

 ≥  𝑓(𝑡)
1

1
𝑛

𝑑𝑡 

 : نجد 0و نضٌف إلى كلا الطرفٌن العدد 

0 +
1

𝑛
  𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=1

 ≥  𝑓(𝑡)
1

1
𝑛

𝑑𝑡 

 1    
1

𝑛
  𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛

𝑘=1

 
         

𝑢𝑛

≤
1

𝑛
𝑓  

1

𝑛
 +  𝑓(𝑡)

1

1
𝑛

𝑑𝑡 

⟺   
1

𝑛
𝑓 1 +

1

𝑛
  𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=1

 ≥  𝑓(𝑡)
1

1
𝑛

𝑑𝑡 

⟺   
1

𝑛
𝑓  

𝑛

𝑛
 +

1

𝑛
  𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=1

 ≥  𝑓(𝑡)
1

1
𝑛

𝑑𝑡 

⟺   
1

𝑛
 𝑓  

𝑛

𝑛
 +  𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛−1

𝑘=1

 ≥  𝑓(𝑡)
1

1
𝑛

𝑑𝑡 

⟺   
1

𝑛
  𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛

𝑘=1

 ≥  𝑓(𝑡)
1

1
𝑛

𝑑𝑡 

⟺   𝑢𝑛 ≥  𝑓(𝑡)
1

1
𝑛

𝑑𝑡     2  

 :نستنتج أن  (2)و  (1)من 

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    𝑓(𝑡)
1

1
𝑛

𝑑𝑡 ≤ 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛
𝑓  

1

𝑛
 +  𝑓 𝑡 

1

1
𝑛

𝑑𝑡 

 عندما  ∗∗ فً هذا السؤال سوف نحاول حساب نهاٌتً طرفً التأطٌر 

  ∞+ إلى 𝑛ٌؤول 

 ( :ب(1لدٌنا حسب نتٌجة السؤال 

 𝑓 𝑡 
1

1
𝑛

𝑑𝑡 = 2 
1

𝑛
ln  

1

𝑛
 + 4 − 4 

1

𝑛
 

=
−2 ln 𝑛

 𝑛
+ 4 −

4

 𝑛
 

= −2 𝑓 𝑛 + 4 −
4

 𝑛
 

 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

2
4

1
4

 

2

4
 

3

4
 

4

4
 

1

4
 

 𝓒  

 

1

4
×𝑓 

1

4
  

1

4
 

2

4
 

3

4
 

4

4
 

𝟏 

 𝓒  
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 السادسالتمرين  1 أ 

 السادسالتمرين  1 ب 

 السادسالتمرين  1 ج 

= lim 𝑢𝑛:  و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن  4   

 .  بالإستعانة بتقنٌة بسٌطة  lim 𝑢𝑛بإمكاننا حساب النهاٌة   : إضافة

,𝑎  دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت  : تذكير 𝑏  .     فإن المتتالٌة 

𝑢𝑛 =  
𝑏 − 𝑎

𝑛
  𝑓  𝑎 + 𝑘  

𝑏 − 𝑎

𝑛
  

𝑛

𝑘=1

  ;   𝑛 ≥ 1 

lim
𝑥→𝑎+

 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 𝑙 𝜖 ℝ ∶  تكون متقاربة إذا كانت النهاٌة  

lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 =  𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 = lim
𝑥→𝑎+

 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 𝑙 𝜖 ℝ ∶   و نكتب 

𝑘  𝑥 =  𝑒−𝑡2
 𝑥

1

𝑑𝑡 = − 𝑒−𝑡2
1

 𝑥

𝑑𝑡 = −𝑔(𝑥)    ∶     لدٌنا 

   . 0,1  متصلة على المجال  𝑓و بما أن 

  4  متتالٌة متقاربة و نهاٌتها هً 𝑢𝑛 𝑛≥1 إذن  

𝑢𝑛 =
1

𝑛
 𝑓  

𝑘

𝑛
 

𝑛

𝑘=1

                                                  ∶    لدٌنا 

=  
1 − 0

𝑛
  𝑓  0 + 𝑘  

1 − 0

𝑛
  

𝑛

𝑘=1

 

lim
𝑥→0+

  𝑓 𝑡 
1

𝑥

𝑑𝑡 = lim
𝑥→0+

 4 − 4 𝑥 + 2 𝑥 ln 𝑥  

= lim
𝑥→0+

 4 − 4 𝑥 + 2 𝑥 ln  𝑥 
2
  

= lim
𝑥→0+

 4 − 4 𝑥 + 4 𝑥 ln  𝑥  

= 4 − lim
𝑥→0+

 4 𝑥 − 4 𝑥 ln  𝑥  

= 4 − lim
𝑥→0+

 4𝑡 − 4 𝑡 ln 𝑡  

= 4 − 0 + 0 = 4 

lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 =  𝑓(𝑡)
1

0

𝑑𝑡 = 4   ∶    و نكتب 

 :فإن 

= 𝑔 𝑥:  لدٌنا  : الإتصال −𝑘  𝑥 = −𝑘 ∘ 𝐽 𝑥    

= 𝐽 𝑥:  بحٌث   𝑥   

;0  دالتان متصلتان على المجال  𝐽 و 𝑘نلاحظ أن  +∞  .      

⊇ +ℝ لأن   . 𝐽 تقبل صورا بالدالة +ℝو جمٌع عناصر  ℝ    

;0  دالة متصلة على  𝐽 و 𝑘إذن مُركَّب الدالتٌن  +∞ .   
  : الإشتقاق

= 𝑔′ 𝑥                       :إذن   −𝑘 𝐽(𝑥)  
′

= −𝐽′ 𝑥  𝑘′ 𝐽(𝑥)  

𝑥∀ :  و منه  > 0   ;   𝑔′ 𝑥 < 0   

;0  تناقصٌة قطعا على حٌز تعرٌفها  𝑔و هذا ٌعنً أن الدالة  +∞   

. 

=  
−1

2 𝑥
 ×   𝑒− 𝐽(𝑥) 2

  

=  
−1

2 𝑥
 ×   𝑒−  𝑥 

2

  

=  
−1

2 𝑥
 ×   𝑒−𝑥   ;   ∀𝑥 > 0 

 ∀𝑥 > 0   ;   
𝑒−𝑥

2 𝑥
> 0                                               ∶   و نلاحظ أن  

  
𝑘′ 𝑥 = 𝑒−𝑥2

 ;   ∀𝑥 ≥ 0                

𝐽′ 𝑥 =   𝑥 
′

=
1

2 𝑥
  ;   ∀𝑥 > 0

                        ∶     لدٌنا 

lim
𝑛∞

 𝑓 𝑡 
1

1
𝑛

𝑑𝑡 = −2 lim
𝑛∞

𝑓(𝑛) + 4 − 4 lim
𝑛∞

1

 𝑛
   ∶  إذن  

= −2 × 0 + 4 − 4 × 0 = 4 

lim
𝑛∞

 
1

𝑛
𝑓  

1

𝑛
 +  𝑓 𝑡 

1

1
𝑛

𝑑𝑡                                     ∶  و كذلك  

= lim
𝑛∞

 
1

𝑛
𝑓  

1

𝑛
  + lim

𝑛∞
  𝑓 𝑡 

1

1
𝑛

𝑑𝑡   

= lim
𝑛∞

 
1

𝑛
𝑓  

1

𝑛
  + 4  

= lim
𝑛∞

1

𝑛

 

 
− ln 1

𝑛
 

 1
𝑛  

 + 4  

= lim
𝑛∞

 
1

𝑛
∙  𝑛 ∙ ln 𝑛 + 4  

= 2 lim
𝑛∞

 
ln  𝑛

 𝑛
 + 4  

= 2  lim
𝑚∞

𝑚= 𝑛

 
ln 𝑚

𝑚
  + 4  

= 2 × 0 + 4 = 4 

 :  و بذلك نحصل على الوضعٌة التالٌة 

 𝑓(𝑡)
1

1
𝑛

𝑑𝑡
       
𝑡𝑒𝑛𝑑  𝑣𝑒𝑟𝑠  4

𝑒𝑛+∞

≤ 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛
𝑓  

1

𝑛
 +  𝑓 𝑡 

1

1
𝑛

𝑑𝑡
             

𝑡𝑒𝑛𝑑  𝑣𝑒𝑟𝑠  4
𝑒𝑛 +∞

 

 : فإن 𝐼 عنصرا من 𝑎 و كان 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت  : تذكير

  .𝑎 و التً تنعدم فً 𝐼 على المجال 𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة 

𝑥لدٌنا   ⟶ 𝑒−𝑥2
 . بأكمله ℝ  دالة متصلة على 

;0 إذن فهً متصلة على المجال   ;𝜖  0 1و لدٌنا    .  ∞+ +∞    

𝑥هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة   ⟶ 𝑒−𝑥2
;0   على المجال   +∞   

= 𝑘 1:  حٌث  = 𝑘′ 𝑥  و  0 𝑒−𝑥2
  ;   ∀𝑥 ≥ 0.   

= 𝑔 𝑥:  لدٌنا إذن  −𝑘 ∘ 𝐽 𝑥   ;   𝐽 𝑥 =  𝑥     

;0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐽و نلاحظ أن الدالة   قابلة 𝑘و   .  ∞+

;0 للاشتقاق على المجال   ;0   و جمٌع عناصر المجال  ∞+  تقبل  ∞+

;𝐽   0:  لأن  . 𝐽صورا بالدالة  +∞   ⊆ ℝ.   

,0  عبارة عن دالة قابلة للإشتقاق على 𝐽 و 𝑘إذن مُركب الدالتٌن  +∞   

,0  قابلة للإشتقاق على المجال  𝑔ٌعنً أن الدالة  +∞ .   

𝐹 ∶   𝐼  ⟶   ℝ                         

𝑥  ⟶    𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

𝑘 ∶    0; +∞   ⟶   ℝ                         

𝑥  ⟶    𝑒−𝑡2
𝑥

1

𝑑𝑡
:  إذن الدالة

𝐽 
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 السادسالتمرين  2 أ 

 السادسالتمرين  2 ب 

,0 و نعتبر المجال .  عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑥لٌكن  𝑥  الموجود ضمن 

,0 المجال   +∞    
;0 لدٌنا    متصلة على  ,0  إذن فهً متصلة على    ∞+ 𝑥 .  

;0 و لدٌنا    قابلة للاشتقاق على  ,0  إذن فهً قابلة للاشتقاق على   ∞+ 𝑥    

 : نستنتج إذن حسب مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة أن 

,0  المعرفة على ′𝑔لنبٌن الآن أن الدالة  ,0  تزاٌدٌة على   ∞+ +∞ .   

= 𝑔′ 𝑥:  لدٌنا 
−1

2 𝑥
 𝑒−𝑥   

;0  قابلة للاشتقاق على  ′𝑔إذن    لأنها عبارة عن جداء دالتٌن قابلتٌن  ∞+

,0 للإشتقاق على  +∞ .  

;0  تزاٌدٌة قطعا على المجال ′𝑔إذن الدالة  +∞ .  

 .نعود إلى الوضعٌة التالٌة 

∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥   ;    
𝑔 𝑥 − 𝑔(0)

𝑥 − 0
 = 𝑔′(𝑐) 

 ∀𝑥 > 0   ;    𝑔′(𝑥) ′ =  
−1

2 𝑥
 𝑒−𝑥 

′

                      ∶  و لدٌنا  

=  
−1

2 𝑥
 
′

 𝑒−𝑥 +  𝑒−𝑥 ′  
−1

2 𝑥
  

=
1

4𝑥 𝑥
 𝑒−𝑥 +

1

2 𝑥
 𝑒−𝑥  

=  1 + 2𝑥 
𝑒−𝑥

4𝑥 𝑥
> 0 

  
𝑔 𝑥 − 𝑔(0)

𝑥
= 𝑔′(𝑐)

𝑐 < 𝑥                          

  

 ∀𝑥 > 0   ;   
𝑔 𝑥 − 𝑔(0)

𝑥
< 𝑔′ 𝑥 ∶   و بالتالً  

𝑐 < 𝑥  ⟹   𝑔′ 𝑐 < 𝑔′ (𝑥) 

⟹   
𝑔 𝑥 − 𝑔(0)

𝑥
= 𝑔′ 𝑐 < 𝑔′ (𝑥) 

 ⋆      ∀𝑥 > 0   ;   
𝑔 𝑥 − 𝑔(0)

𝑥
<

−1

2 𝑥
 𝑒−𝑥   ∶   أي  

 . غٌر قابلة للاشتقاق على ٌمٌن الصفر 𝑔إذن 

 ٌقبل نصف مماس عمودي على الٌمٌن فً النقطة 𝑔منحنى الدالة : بقولنا 

 0; 𝑔(0)  و موجه نحو الأسفل . 

lim
𝑥→0+

 
𝑔 𝑥 − 𝑔(0)

𝑥 − 0
 = −∞  ∶    و نفسر النهاٌة   

lim
𝑥→0+

 
−1

2 𝑥
 𝑒−𝑥 = lim

𝑥→0+
 

−1

2 𝑥
  𝑒−𝑥   ∶   لدٌنا  

=  −∞  1 = −∞ 

 :إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

 
𝑔 𝑥 − 𝑔(0)

𝑥
 <  

−1

2 𝑥
 𝑒−𝑥 

       
𝑡𝑒𝑛𝑑  𝑣𝑒𝑟𝑠−∞

𝑙𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢𝑒  𝑥  𝑡𝑒𝑛𝑑

𝑣𝑒𝑟𝑠  0+

   

 :  إذن نستنتج حسب خاصٌات النهاٌات و الترتٌب أن 

lim
𝑥→0+

 
𝑔 𝑥 − 𝑔(0)

𝑥 − 0
 = −∞ ∉  ℝ   

𝑔 

𝑔 
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 التمرين الأول  1 أ 

 

 التمرين الأول  1 ب 

𝐼:    و لدٌنا  =  
1 0
0 1

 =  
1 + 0 3 × 0

0 1 − 0
 = 𝑀 1,0  𝜖 𝐸 

𝐽:    و كذلك  =  
1 3
1 −1

 =  
0 + 1 3 × 1

1 0 − 1
 = 𝑀 0,1  𝜖 𝐸 

  .𝐸     5  عنصرٌن من 𝐽 و 𝐼إذن 

,𝐼 نستنتج أن   (5)و  (4)و  (3)من النتائج  𝐽  أساس للفضاء   𝐸, +,∙ .   

 التمرين الأول  2 ب 

 التمرين الأول  2 أ 

  ∙      2  مستقر بالنسبة لـ 𝐸نستنتج إذن أن 

  ∙ و +  و مستقر بالنسبة للقانونٌن  ℳ2 ℝ جزء ؼٌر فارغ من  𝐸 : خلاصة

,𝐸 و بالتالً   , ℳ2 ℝ   فضاء جزئً من الفضاء المتجهً  ∙,+ +,∙   

. 

,𝐸 لكً ٌكون     فضاء متجهً جزئً من الفضاء المتجهً   ∙,+
 ℳ2 ℝ ,   ℳ2 ℝ جزءا ؼٌر فارغ من 𝐸  ٌكفً أن ٌكون  ∙,+

  ∙ و +و مستقر بالنسبة للقانونٌن 

 2 تتكون من مصفوفات مربعة من الرتبة 𝐸نلاحظ فً البداٌة أن المجموعة 
𝐸إذن  .  ⊂ ℳ2 ℝ  .   و لدٌنا𝐸 ؼٌر فارغ لأننا نستطٌع رصد عنصر 

               𝑀 1,1     أو   0,0  و هو المصفوفة  𝐸واحد على الأقل فً 
  . ⋯   أو   𝑀 2,3 أو      

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتٌن من  𝐸.  

 . أعداد حقٌقٌة 𝑑 و 𝑐 و 𝑏 و 𝑎لأنه  
𝑎 إذن   + 𝑐   و   𝑏 + 𝑑  عددان حقٌقٌان كذلك  . 

  .+   1  مستقر بالنسبة لـ 𝐸نستنتج إذن أن 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏  مصفوفة من  𝐸 و 𝛼 ًعدد حقٌق . 

 . عددان حقٌقٌان كذلك 𝛼𝑏 و 𝛼𝑎 أعداد حقٌقٌة إذن 𝛼 و 𝑏 و 𝑎لأن 

𝛼 ∙ 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝛼  
𝑎 + 𝑏 3𝑏

𝑏 𝑎 − 𝑏
                                  ∶  لدٌنا  

=  
𝛼𝑎 + 𝛼𝑏 3𝛼𝑏

𝛼𝑏 𝛼𝑎 − 𝛼𝑏
    

= 𝑀 𝛼𝑎 ;  𝛼𝑏  𝜖 𝐸 

𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 + 𝑏 3𝑏

𝑏 𝑎 − 𝑏
 +  

𝑐 + 𝑑 3𝑑
𝑑 𝑐 − 𝑑

  

=  
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 3𝑏 + 3𝑑

𝑏 + 𝑑 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 − 𝑑
  

=  
 𝑎 + 𝑐 +  𝑏 + 𝑑 3 𝑏 + 𝑑 

𝑏 + 𝑑  𝑎 + 𝑐 −  𝑏 + 𝑑 
  

= 𝑀 𝑎 + 𝑐 ;  𝑏 + 𝑑  𝜖 𝐸 

,𝐼 تكون الأسرة   𝐽   ًأساسا للفضاء المتجهً الحقٌق   𝐸,  𝐼  إذا كان  ∙,+
,𝐼  و إذا كانت الأسرة  𝐸 عنصرٌن من 𝐽و  𝐽   حرة و تُوَلِّدُ الفضاء   𝐸. 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏  مصفوفة من  𝐸 .  

𝑀 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 + 𝑏 3𝑏

𝑏 𝑎 − 𝑏
 =  

𝑎 0
0 𝑎

 +  
𝑏 3𝑏
𝑏 −𝑏

  ∶   لدٌنا 

= 𝑎 ∙  
1 0
0 1

 + 𝑏 ∙  
1 3
1 −1

    

= 𝑎 ∙ 𝐼 + 𝑏 ∙ 𝐽   

,𝑀 𝑎 ∀:  نستنتج إذن أن  𝑏  𝜖 𝐸  ;   𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽   
,𝐼 إذن   𝐽  ً3   أسرة مُوَلدة للفضاء المتجه     𝐸.  

𝑥𝐼 لتكن   + 𝑦𝐽  تألٌفة خطٌة منعدمة للمتجهتٌن  𝐼 و 𝐽.  
𝑥𝐼:                         إذن  + 𝑦𝐽 = 0  ⟹   𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀 0,0  

,𝐼 إذن   𝐽  4   أسرة حرة     .  

⟹    
𝑥 + 𝑦 3𝑦

𝑦 𝑥 − 𝑦
 =  

0 0
0 0

  

⟹      

𝑥 + 𝑦 = 0
3𝑦 = 0     
𝑦 = 0        
𝑥 − 𝑦 = 0

  

⟹      
𝑥 = 0
𝑦 = 0

  

𝐽2:    لدٌنا  =  
1 3
1 −1

 ×  
1 3
1 −1

 =  
4 0
0 4

  

= 4  
1 0
0 1

 = 4𝐼 

  .𝐸 عناصر من 2 و 𝐽 و 𝐼بما أن 
𝑎𝑑   و      و بما أن   + 𝑏𝑐   أعداد حقٌقٌة         و  . 

𝑎𝑐:   فإن  ∙ 𝐼 +  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 ∙ 𝐽 + 𝑏𝑑 ∙ 𝐽2  𝜖  𝐸 

𝐽2:  إذن  = 4𝐼   

,𝐸 و نعلم أن     .∙ مستقر بالنسبة للقانون 𝐸  فضاء متجهً حقٌقً إذن  ∙,+

, 𝐴𝜖𝐸∀ :  ٌعنً   ∀𝛼𝜖ℝ   ;   𝛼 ∙ 𝐴  𝜖 𝐸   

𝐼و لدٌنا   = 𝑀 1,0  𝜖 𝐸 4  إذن𝐼 عنصر من 𝐸.  

   .𝐽2 𝜖 𝐸:  و بالتالً 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتٌن من  𝐸.  

,𝑀 𝑎:              لدٌنا  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 ×  𝑐𝐼 + 𝑑𝐽  

= 𝑎𝑐 𝐼 + 𝑎𝑑 𝐽 + 𝑏𝑐 𝐽 + 𝑏𝑑 𝐽2 
= 𝑎𝑐 𝐼 +  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐  𝐽 + 𝑏𝑑 𝐽2 

,𝑀 𝑎:  ٌعنً أن  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑   𝜖  𝐸.   

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸و بالتالً 

 :   ٌُمكن إتمام الحساب السابق على النحو التالً  : ملاحظة
𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑎𝑐𝐼 +  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 𝐽 + 𝑏𝑑𝐽2 

= 𝑎𝑐 𝐼 +  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 𝐽 + 4𝑏𝑑 𝐼 
=  𝑎𝑐 + 4𝑏𝑑  𝐼 +  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐  𝐽 

= 𝑀 𝑎𝑐 + 4𝑏𝑑 ;  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   𝜖  𝐸 

,𝐸 لنبٌن أن     .واحدية   و   تبادلية   حلقة    ×,+

  𝑬,   زمة تبادلية +

  .𝑬 تجميعي في × 

  𝑬 في + توزيعي بالنسبة لـ × 

  𝑬 يقبل عنصرا محايدا في ×   𝑬 تبادلي في × 

,𝐸 لدٌنا    .  فضاء متجهً حقٌقً  ∙,+

,    إذن   . زمرة تبادلٌة  +

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑   و  𝑀 𝑒, 𝑓  ثلاث مصفوفات من  𝐸.  

,𝑀 𝑎 :                  من جهة أولى لدٌنا  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  × 𝑀 𝑒, 𝑓    

= 𝑀 𝑎𝑐 + 4𝑏𝑑 ; 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 × 𝑀 𝑒; 𝑓  
= 𝑀 𝑒 𝑎𝑐 + 4𝑏𝑑 + 4𝑓 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   ;   𝑓 𝑎𝑐 + 4𝑏𝑑 + 𝑒 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   

= 𝑀 𝑒𝑎𝑐 + 4𝑏𝑑𝑒 + 4𝑓𝑎𝑑 + 4𝑓𝑏𝑐  ;   𝑓𝑎𝑐 + 4𝑏𝑑𝑓 + 𝑒𝑎𝑑 + 𝑒𝑏𝑐  

,𝑀 𝑎:              و من جهة ثانٌة لدٌنا  𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑒, 𝑓    

 :    و نلاحظ من هاتٌن النتٌجتٌن أن 

  .𝐸     2  تجمٌعً فً ×و بالتالً القانون 

= 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐𝑒 + 4𝑑𝑓 ; 𝑐𝑓 + 𝑑𝑒  

= 𝑀 𝑎 𝑐𝑒 + 4𝑑𝑓 + 4𝑏 𝑐𝑓 + 𝑑𝑒   ;   𝑎 𝑐𝑓 + 𝑑𝑒 +

+ 𝑏 𝑐𝑒 + 4𝑑𝑓   

= 𝑀 𝑎𝑐𝑒 + 4𝑑𝑓𝑎 + 4𝑏𝑐𝑓 + 4𝑏𝑑𝑒  ;   𝑎𝑐𝑓 + 𝑎𝑑𝑒 + 𝑏𝑐𝑒 + 4𝑑𝑓𝑏  

∀ 𝑀 𝑎, 𝑏 , 𝑀 𝑐, 𝑑 , 𝑀 𝑒, 𝑓   𝜖  𝐸  ;    𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  × 𝑀 𝑒, 𝑓  

= 𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑒, 𝑓   

𝑀 

𝑏𝑑 
𝐽 

𝑎𝑐 

𝐸 
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  .𝐸     5  فً ×  هو العنصر المحاٌد لـ  𝑀 1,0و بالتالً  
,𝐸 نستنتج أن   (5)و  (4)و  (3)و  (2)و  (1)من  : خلاصة +,×   

  و صفرها  𝑀 1,0حلقة تبادلٌة و واحدٌة وحدتها المصفوفة   

   . 𝑀 0,0المصفوفة  

 التمرين الأول  2 ج 

,𝑥 للحصول على المصفوفة   𝑦       ٌكفً أن نختار𝑥 و 𝑦 من ℝ 
,𝑥 حٌث   𝑦 ≠ 𝑥  و  0,0  + 2𝑦 = 0.    

,2𝑦− و بصفة عامة ٌمكن أن نقول أن جمٌع المصفوفات التً تُكتبُ على شكل   𝑦   

𝑦حٌث   ≠ ,𝑀 2𝑏  تحقق الشرطٌن  0 𝑏 × 𝑀 −2𝑦, 𝑦 = 𝑀 0,0             
,𝑀 −2𝑦و   𝑦 × 𝑀 2𝑏, 𝑏 = 𝑀 0,0 .   

,𝑎 و بالتالً المصفوفة   𝑏       حٌث 𝑎2 − 4𝑏2 = ,𝐸   قاسم للصفر فً الحلقة  0 +,×   

. 

 التمرين الثاني  1  

 هو العنصر 𝑒ٌعنً  ) 𝑒  حلقة عنصرها المحاٌد  ⊺,∗,𝐴 لتكن   : تذكير

 قاسم للصفر فً الحلقة  𝐴 من 𝑎نقول أن العنصر . ( 𝐴 فً ∗المحاٌد لـ 
 𝐴,∗,⊺  إذا وفقط إذا كان    :𝑎 ≠ 𝑒 و ٌوجد  𝑏 من 𝐴  حٌث 𝑏 ≠ 𝑒  

𝑎و   ⊺ 𝑏 = 𝑒  و  𝑏 ⊺ 𝑎 = 𝑒.  (إنتهى التذكٌر) 

∗𝐸:  نضع  = 𝐸\ 𝑀 0,0  .   
,𝑀 𝑎لتكن   𝑏  مصفوفة من  𝐸  و نفترض أنها قاسم للصفر فً الحلقة 

 𝐸, +,× .   
,𝑥 إذن حسب التذكٌر توجد مصفوفة   𝑦        من𝐸∗حٌث         

𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 0,0   و  𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀 0,0    

  .∗𝐸 تبادلً فً ×نشتؽل بإحدى المتساوٌتٌن لأن 

,𝑀 𝑎                                           :  لدٌنا  𝑏 × 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀 0,0     

⟺    
𝑎 + 𝑏 3𝑏

𝑏 𝑎 − 𝑏
 ×  

𝑥 + 𝑦 3𝑦
𝑦 𝑥 − 𝑦

 =  
0 0
0 0

  

⟺    
 𝑎 + 𝑏  𝑥 + 𝑦 + 3𝑏𝑦 3𝑦 𝑎 + 𝑏 + 3𝑏 𝑥 − 𝑦 

𝑏 𝑥 + 𝑦 + 𝑦 𝑎 − 𝑏 3𝑦𝑏 +  𝑎 − 𝑏  𝑥 − 𝑦 
 =  

0 0
0 0

  

⟺      

 1 
 2 
 3 
 4  

 

 
 

 𝑎 + 𝑏  𝑥 + 𝑦 + 3𝑏𝑦 = 0

3𝑦 𝑎 + 𝑏 + 3𝑏 𝑥 − 𝑦 = 0

𝑏 𝑥 + 𝑦 + 𝑦 𝑎 − 𝑏 = 0

3𝑦𝑏 +  𝑎 − 𝑏  𝑥 − 𝑦 = 0

  

 :    نلاحظ إذن أن 

 :و بنفس الطرٌقة نستطٌع أن نبٌن المتساوٌة الثانٌة 

 تبادلً ×و ٌمكن كذلك أن نستخرج هذه المتساوٌة الثانٌة بعد أن نبٌن أن 
 . و هذا ما سنقوم به بعد الفاصل الاشهاري ، إبقو معنا 𝐸فً 

,𝑀 𝑎:   لدٌنا  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑀 𝑎𝑐 + 4𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   

  .𝐸     4  تبادلً فً ×إذن الضرب 

 .و منه نستخرج المتساوٌة الثانٌة 
 𝐸 فً + توزٌعً بالنسبة لـ ×و من المتساوٌتٌن الأولى و الثانٌة نستنتج أن 

  .𝐸 فً ×سوؾ نبحث الآن عن العنصر المحاٌد لـ  .

نعلم أن كل قانون تركٌب داخلً فً مجموعة ٌمتلك على الأكثر عنصرا 

 .ٌعنً أن العنصر المحاٌد إن وجد فإنه ٌكون وحٌدا. محاٌدا واحدا 
   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸لدٌنا 
  .𝐸 قانون تركٌب داخلً فً ×إذن 

𝐸و بما أن   ⊂ ℳ2 ℝ  فً ×  فإن العنصر المحاٌد للضرب 𝐸 هو نفسه 
  . ℳ2 ℝ فً ×العنصر المحاٌد للضرب 

𝐼و لدٌنا   =  
1 0
0 1

  . ℳ2 ℝ فً ×  هو العنصر المحاٌد لـ  

𝐼إذن   =  
1 0
0 1

 = 𝑀 1,0  فً ×  هو العنصر المحاٌد لـ 𝐸  

∀ 𝑀 𝑎, 𝑏 , 𝑀 𝑐, 𝑑 , 𝑀 𝑒, 𝑓   𝜖  𝐸  ;   

 𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑒, 𝑓  × 𝑀 𝑎, 𝑏  

= 𝑀 𝑐𝑎 + 4𝑑𝑏  ;   𝑑𝑎 + 𝑐𝑏  

= 𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑎, 𝑏  

= 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑒, 𝑓  

   𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑒, 𝑓   

= 𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑎, 𝑏  

و بعد النشر و التبسٌط نحصل . طرفا بطرؾ  (3)و  (2)نجمع المعادلتٌن 

𝑦𝑎على   + 𝑥𝑏 = 𝑦𝑎     5 :  ٌعنً   . 0 = −𝑥𝑏.   

 :   نجد  (3)و  (1)ننجز بعد ذلك عملٌة الطرح بٌن المعادلتٌن 
 1 −  3   ⟹   𝑎𝑥 + 4𝑦𝑏 = 0 

  ⟹   −𝑏 𝑎𝑥 + 4𝑦𝑏 = 0  ;   𝑏 ≠ 0 

  ⟹    𝑎 −𝑥𝑏 − 4𝑏2 𝑦 = 0 

  ⟹    𝑎 𝑎𝑦 − 4𝑏2 𝑦 = 0  ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 5  

  ⟹    𝑎2𝑦 − 4𝑏2𝑦 = 0 

  ⟹     𝑎2 − 4𝑏2 𝑦 = 0 

  ⟹     𝑎2 − 4𝑏2 = 0  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑦 ≠ 0 
,𝑀 𝑎لتكن   : عكسيا 𝑏  مصفوفة من  𝐸∗  حٌث 𝑎2 − 4𝑏2 = 0 .  

,𝑎 و لنبٌن أن المصفوفة   𝑏        قاسم للصفر فً الحلقة  𝐸, +,× .   

,𝑥 ٌكفً أن نبٌن وجود مصفوفة   𝑦          من𝐸∗   حٌث                                :    

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀 0,0   و  𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 0,0 .   

𝑎2 − 4𝑏2 = 0  ⟹   𝑎2 = 4𝑏2 
⟹   𝑎 = ±2𝑏 

⟹    
 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 2𝑏, 𝑏 

𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 −2𝑏, 𝑏 
  

,𝑀 𝑎:  لدٌنا  : ملاحظة 𝑏 =  
𝑎 + 𝑏 3𝑏

𝑏 𝑎 − 𝑏
    

,𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎                          :إذن  𝑏  =  𝑎 + 𝑏  𝑎 − 𝑏 − 3𝑏2   

,𝑎 إذن ٌمكن أن نقول أن المصفوفة   𝑏      ًتكون قاسما للصفر ف 𝐸 
 .إذا و فقط إذا كانت ؼٌر قابلة للقلب 

=  𝑎2 − 𝑏2 − 3𝑏2 

= 𝑎2 − 4𝑏2 

𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒  𝑀 𝑎, 𝑏   𝑑𝑒  𝐸 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒𝑢𝑟
𝑑𝑒  𝑧é𝑟𝑜  𝑠𝑖 𝑒𝑡 𝑠𝑖 𝑒𝑡 𝑠𝑒𝑢𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑖 𝑒𝑙𝑙𝑒

𝑛′𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑠  𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒
 

,𝑀 𝑎                   : من جهة أولى لدٌنا  𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑒, 𝑓     

 :    من جهة ثانٌة لدٌنا 

= 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐 + 𝑒 ; 𝑑 + 𝑓  

= 𝑀 𝑎 𝑐 + 𝑒 + 4𝑏 𝑑 + 𝑓   ;   𝑎 𝑑 + 𝑓 + 𝑏 𝑐 + 𝑒   

= 𝑀 𝑎𝑐 + 𝑎𝑒 + 4𝑏𝑑 + 4𝑏𝑓  ;   𝑎𝑑 + 𝑎𝑓 + 𝑏𝑐 + 𝑏𝑒  
𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑒, 𝑓  

= 𝑀 𝑎𝑐 + 4𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑀 𝑎𝑒 ;   𝑎𝑓 + 𝑏𝑒 + 4𝑏𝑓  
= 𝑀 𝑎𝑐 + 4𝑏𝑑 + 𝑎𝑒 + 4𝑏𝑓  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑓 + 𝑏𝑒  

  .𝐸 فً +لنبٌن الآن أن الضرب  توزٌعً بالنسبة لـ 

𝑎نختار الحالة   =  .  و الحالة الأخرى تخضع لنفس المراحل2

,𝑥 لنبحث عن مصفوفة   𝑦       من 𝐸∗  حٌث 𝑀 2𝑏, 𝑏 × 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀 0,0    

⟺    
3𝑏 3𝑏
𝑏 𝑏

 ×  
𝑥 + 𝑦 3𝑦

𝑦 𝑥 − 𝑦
 =  

0 0
0 0

  

⟺    
3𝑏 𝑥 + 𝑦 + 3𝑏𝑦 9𝑦𝑏 + 3𝑏 𝑥 − 𝑦 

𝑏 𝑥 + 𝑦 + 𝑏𝑦 𝑏 𝑥 + 𝑦 + 𝑏𝑦
 =  

0 0
0 0

  

⟺       

3𝑏𝑥 + 3𝑏𝑦 + 3𝑏𝑦 = 0
9𝑦𝑏 + 3𝑏𝑥 − 3𝑏𝑦 = 0
𝑥𝑏 + 𝑏𝑦 + 𝑏𝑦 = 0      
𝑏𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑏𝑦 = 0     

  ⟺     

 
 

 
 

3𝑏 𝑥 + 2𝑦 = 0        

3𝑏 3𝑦 + 𝑥 − 𝑦 = 0

𝑏 𝑥 + 2𝑦 = 0          

𝑏 𝑥 + 2𝑦 = 0          

  

⟺      𝑥 + 2𝑦 = 0  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑏 ≠ 0 

𝑎𝑧2إذا كانت  : بصفة عامة  + 𝑏𝑧 + 𝑐 =   معادلة من الدرجة الثانٌة 0
(𝑎 ≠  𝑧1 و 𝑧0 فإن هذه المعادلة تقبل حلٌن 𝑧بمجهول عقدي واحد  (0

𝑧0حٌث   + 𝑧1 =
−𝑏

𝑎
𝑧0𝑧1  و   =

𝑐

𝑎
.   

∶ 𝐸 :  لدٌنا   𝑧2 − 𝑎𝑧 +
1

2
+ 𝑖

 3

2
   

  . 𝐸  حلً المعادلة 𝑧1 و 𝑧0لٌكن 

𝑧0𝑧1 =

1
2

+ 𝑖
 3
2

1
=

1

2
+ 𝑖

 3

2
= 𝑒

𝑖𝜋
3                                   ∶  إذن  

⟹     
 𝑧0𝑧1 =  𝑧0  𝑧1 =  𝑒

𝑖𝜋
3  = 1

arg 𝑧0𝑧1 ≡
𝜋

3
  2𝜋                 

   

𝑀 

𝑀 

𝑀 

𝑀 

𝑀 

𝑀 

𝑀 

𝑀 
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 التمرين الثاني 2 أ 

 التمرين الثاني 2 ب 

 التمرين الثاني 3 أ 

 التمرين الثاني 3 ب 

𝑧0:  فإن   . 𝐸  حل للمعادلة 0بما أن 
2 − 𝑎𝑧0 + 𝑒

𝑖𝜋

3 = 0   

𝑒𝑖𝜃 :  ٌعنً   
2
− 𝑎 𝑒𝑖𝜃  + 𝑒

𝑖𝜋

3 = 0    

𝑒2𝑖𝜃:  ٌعنً  − 𝑎 𝑒𝑖𝜃  + 𝑒
𝑖𝜋

3 = 0    

𝑎 𝑒𝑖𝜃:  ٌعنً   = 𝑒2𝑖𝜃 + 𝑒
𝑖𝜋

𝑎:  ٌعنً  3 =
𝑒2𝑖𝜃

𝑒 𝑖𝜃 +
𝑒

𝑖𝜋
3

𝑒 𝑖𝜃 

𝑎:  ٌعنً  = 𝑒𝑖𝜃 + 𝑒
𝑖 

𝜋

3
−𝜃 

 

𝑧0:  نفترض أن  =
 2

2
 1 + 𝑖    

   . arg 𝑧1  و   𝑧1 نحدد   (أو الأسً  ) على شكله المثلثً 𝑧1لكً نكتب 

∙ 𝑧0 و نعلم أن    𝑧1 = 𝑒   إذن  1
𝑖𝜋

4  ∙  𝑧1 = = 𝑧1 :  أي   . 1 1  

+ arg 𝑧1:  و نعلم كذلك أن  arg 𝑧0 ≡
𝜋

3
  2𝜋    

+ arg 𝑧1:  إذن  arg  𝑒
𝑖𝜋

4  ≡
𝜋

3
  2𝜋    

+ arg 𝑧1:  ٌعنً 
𝜋

4
≡

𝜋

3
  2𝜋    

𝑧0 =
 2

2
 1 + 𝑖 =

 2

2
+

 2

2
𝑖 = 𝑒

𝑖𝜋
4 =  1,

𝜋

4
  ∶   لدٌنا  

 :   فٌما ٌلً سوؾ نستعٌن بالخاصٌة المهمة التالٌة 

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  
𝑥 − 𝑦

2
 𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
 
 

𝑎 = 𝑒𝑖𝜃 + 𝑒
𝑖 

𝜋
3
−𝜃 

 = 2 cos  
𝜃 −  

𝜋
3

− 𝜃 

2
 𝑒

𝑖 
𝜃+ 

𝜋
3
−𝜃 

2
 

 

= 2 cos  𝜃 −
𝜋

6
 𝑒

𝑖 
𝜋
6
 
 

𝑧0نفترض أن   = 𝑖 إذن    :𝑧0 = 𝑖 = 𝑒
𝑖𝜋

2   

𝑎                          : و منه  = 2 cos  
𝜋

2
−

𝜋

6
 𝑒

𝑖𝜋

6 = 2 cos  
𝜋

3
 𝑒

𝑖𝜋

6   

= 2 ∙
1

2
∙ 𝑒

𝑖𝜋
6 = 𝑒

𝑖𝜋
6  

𝑎𝑖 = 𝑖 𝑒
𝑖𝜋
6 = 𝑒

𝑖𝜋
2 ∙ 𝑒

𝑖𝜋
6 = 𝑒

2𝑖𝜋
3  ∶  إذن  

 :   أثناء الحساب سوؾ نستعمل الخاصٌة التالٌة 

1                                      : لدٌنا  + 𝑖 𝑎 − 𝑎2 − 𝑖 𝑎3 + 𝑎4 + 𝑖 𝑎5 

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  
𝑥 − 𝑦

2
 𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
 
 

=  𝑎𝑖 0 +  𝑎𝑖 1 +  𝑎𝑖 2 +  𝑎𝑖 3 +  𝑎𝑖 4 +  𝑎𝑖 5 

=  𝒆
𝟐𝒊𝝅
𝟑  

𝟎

+  𝒆
𝟐𝒊𝝅
𝟑  

𝟏

+  𝒆
𝟐𝒊𝝅
𝟑  

𝟐

+  𝒆
𝟐𝒊𝝅
𝟑  

𝟑

+  𝒆
𝟐𝒊𝝅
𝟑  

𝟒

+  𝒆
𝟐𝒊𝝅
𝟑  

𝟓

 

= 1 + 𝑒
2𝑖𝜋

3 + 𝑒
4𝑖𝜋

3 + 1 + 𝑒
2𝑖𝜋

3 + 𝑒
4𝑖𝜋

3  

= 2 + 2𝑒
2𝑖𝜋

3 + 2𝑒
4𝑖𝜋

3  

= 2 + 2  𝑒
2𝑖𝜋

3 + 𝑒
4𝑖𝜋

3   

= 2 + 2

 

 
 

2 cos  

2𝜋
3

−
4𝜋
3

2
 𝑒

 

2𝜋
3

+
4𝜋
3

2
 

 

 
 

 

= 2 + 2  2 cos  
−𝜋

3
 𝑒𝑖𝜋  

= 2 + 2  2 ∙
1

2
∙  −1  = 0 

≡ arg 𝑧1:  إذن 
𝜋

12
  2𝜋    

 :   فً شكلٌه الأسً و المثلثً كما ٌلً 𝑧1و بالتالً نكتب 

                                                   . على شكله الجبري 𝑧1لنكتب الآن 

𝑧0:  و من أجل ذلك نستؽل العلاقة التالٌة  × 𝑧1 =
1

2
+ 𝑖

 3

2
   

cosلتحدٌد قٌمتً   (2)و  (1)نستؽل إذن النتٌجتٌن   
𝜋

12
sin  و     

𝜋

12
 .   

𝑧1:   لدٌنا  = 𝑒
𝑖𝜋

12 

𝑧1 = 𝑒
𝑖𝜋
12 =  1,

𝜋

12
      1  

⟺    
 2

2
+ 𝑖

 2

2
 𝑧1 =  

1

2
+ 𝑖

 3

2
  

⟺    𝑧1 =

 
1
2

+ 𝑖
 3
2

  
 2
2

− 𝑖
 2
2

 

 
 2
2

+ 𝑖
 2
2

  
 2
2

− 𝑖
 2
2

 

 

=

 2
4

−
 2
4

𝑖 +
 6
4

𝑖 +
 6
4

2
4

+
2
4

 

⟺  𝑧1 =  
 2 +  6

4
 + 𝑖  

 6 −  2

4
 = cos  

𝜋

12
 + 𝑖 sin  

𝜋

12
  

⟺   

 
 
 

 
 

 

cos  
𝜋

12
 =  

 2 +  6

4
 

sin  
𝜋

12
 =  

 6 −  2

4
 

  

⟺    𝑧1 =  
 2 +  6

4
 + 𝑖  

 6 −  2

4
      2  

𝑧0:   لدٌنا  ( أ (2 على شكله المثلثً نستؽل نتٌجة السؤال 𝑎لكتابة  = 𝑒
𝑖𝜋

4       

𝑎 = 2 cos  
𝜋

4
−

𝜋

6
 𝑒

𝑖𝜋
6 = 2 cos  

𝜋

12
 𝑒

𝑖𝜋
6  

=  
 2 +  6

2
  𝑒

𝑖𝜋
6 =  

 2 +  6

2
 ; 

𝜋

6
  

𝑧0 على شكله الجبري نستؽل القاعدة بٌن جذري ثلاثٌة الحدود    و لكتابة  + 𝑧1 = 𝑎   

𝑎 =  
 2

2
+ 𝑖

 2

2
 +  

 2 +  6

4
 + 𝑖  

 6 −  2

4
  ∶  إذن  

=  
 2

2
+

 2 +  6

4
 + 𝑖  

 6 −  2

4
+

 2

2
  

=  
3 2 +  6

4
 + 𝑖  

 6 +  2

4
  

 :ٌمكن أن نجٌب كما ٌلً . فً حالة جهلنا بالخاصٌة المذكورة 

𝑎 = 𝑒𝑖𝜃 + 𝑒
𝑖 

𝜋
3
−𝜃 

= 𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃𝑒
𝑖𝜋
3  

= 𝑒𝑖𝜃 +  𝑒−𝑖𝜃   𝑒
𝑖𝜋
6   𝑒

𝑖𝜋
6   

=  𝑒
𝑖𝜋
6   𝑒

𝑖 𝜃−
𝜋
6
 

+ 𝑒
−𝑖 𝜃−

𝜋
6
 
  

= 2 cos  𝜃 −
𝜋

6
 𝑒

𝑖 
𝜋
6
 
 

=  𝑒
𝑖𝜋
6   2 cos  𝜃 −

𝜋

6
   

⟹     
 𝑧0 ∙  𝑧1 = 1                                          

arg 𝑧0 + arg 𝑧1 ≡
𝜋

3
  2𝜋                 

   

𝑧 

𝑎 
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 التمرين الثاني 4 أ 

 التمرين الثاني 4 ب 

 التمرين الأول  4 ج 

𝐈    التمرين الثالث 

𝑎𝑥تكون المعادلة   : تذكير + 𝑏𝑦 = 𝑐 ًقابلة للحل ف  ℤ2 إذا و فقط إذا    
𝑎  ٌقسم  𝑐كان               ∧ 𝑏 .   

 :  مراحل الحل سوؾ تكون على الشكل التالً 
 تحدٌد    𝑎   . 𝐴𝑙𝑔𝑜𝑟𝑖𝑡𝑚𝑒  𝑑′𝐸𝑢𝑐𝑙𝑖𝑑𝑒   باستعمال ∧

 تحدٌد حل خاص باستعمال الخوارزمٌة السابقة عكسٌا 

  استعمال مبرهنة𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 لتحدٌد صٌؽة الحل العام . 

∶  𝐸 :   المعادلة ℤ2لنحل فً    27𝑥 − 31𝑦 = 1.   

  .𝑅  صورتها بالتحوٌل  ′𝑀′ 𝑧 و     نقطة من المستوى 𝑀 𝑧لتكن  

 𝜃 و زاوٌة 𝜔 دوراناً وجب علٌنا البحث عن عدد عقدي 𝑅لكً ٌكون 

′𝑧 حٌث   − 𝜔 = 𝑒𝑖𝜃  𝑧 −     .   

𝑅 𝑀 = 𝑀′  ⟺   𝑧′ = 𝑖𝑧 +  2𝑒
−𝑖𝜋

6  

 :     تحوٌل مُعرؾ بما ٌلً 𝑅لدٌنا 

𝑅 ∶    𝒫   ⟶    𝒫                                 

𝑀 𝑧   ⟶   𝑀′  𝑖𝑧 +  2𝑒
−𝑖𝜋

6  
 

𝑅 𝐵 = 𝐶  ⟺    𝑧𝐶 − 𝑎 = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑧𝐵 − 𝑎  

⟺    𝑐 − 𝑎 = 𝑖 𝑏 − 𝑎  

31 27
4 1

    ⟹     4 = 31 − 1 × 27     1  

27 4
3 6

        ⟹     3 = 27 − 6 × 4     2  

4 3
1 1

        ⟹     1 = 4 − 3 × 1     3  

3 1
0 3

       ⟹     𝑆𝑡𝑜𝑝  𝑖𝑡  𝑟𝑖𝑔𝑡  𝑛𝑜𝑤 

31:  نستنتج إذن أن  ∧ 27 = 1.   

لأن القاسم المشترك الأكبر هو آخر باقً ؼٌر منعدم فً القسمات المتتالٌة 
 .لخوارزمٌة أقلٌدس 
   𝐸 إذن حسب التذكٌر نستنتج أن المعادلة   . 1 ٌقسم 1نلاحظ بسذاجة أن 

  .ℤ2تقبل حلولا فً 
 (3)و  (2)و  (1)لنحدد الآن حلا خاصا أو بدٌهٌا للمعادلة باستعمال المتساوٌات 

. 

;8− إذن الزوج    . 𝐸    حل خاص للمعادلة السابقة  7−

,𝑥 لٌكن   𝑦   الحل العام للمعادلة   𝐸  و ننطلق من النظمة التالٌة     : 

 3   ⟺   1 = 3 − 3 × 1 

  ⟺   1 = 4 − 1 27 − 6 × 4   ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 2  

  ⟺   1 = 4 − 27 − 6 × 4 

  ⟺   1 = 7 × 4 − 27 

  ⟺   1 = 7 ×  31 − 27 − 27  ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 1  

  ⟺   1 = 7 × 31 − 7 × 27 − 27 

  ⟺   1 = 7 × 31 − 8 × 27 

  ⟺   1 = 27 ×  −8 − 31 ×  −7  

  
 𝑥, 𝑦   𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛       
 −8; −7   𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛

  

⟺     
27𝑥 − 31𝑦 = 1              

27 −8 − 31 −7 = 1
  

 .و سوؾ نستعمل أثناء الحساب القاعدة التالٌة 

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  
𝑥 − 𝑦

2
 𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
 
 

⟺     𝑧
′ = 𝑖𝑧 +  2𝑒

−𝑖𝜋
6              

𝑧′ = 𝑒𝑖𝜃 ∙ 𝑧 − 𝑒𝑖𝜃𝜔 + 𝜔

  

⟺     
𝑒𝑖𝜃 = 𝑖                           

 2𝑒
−𝑖𝜋

6 = −𝑒𝑖𝜃𝜔 + 𝜔

  

𝑎 عبارة عن دوران مركزه  𝑅إذن التحوٌل  = 𝑒𝑖
𝜋

  و قٌاس زاوٌته 12
𝜋

2
.  

⟺     
𝑒𝑖𝜃 = 𝑖 = 𝑒

𝑖𝜋
2            

 2𝑒
−𝑖𝜋

6 = 𝜔 1 − 𝑖 

  

⟺     
𝑒𝑖𝜃 = 𝑖 = 𝑒

𝑖𝜋
2                             

 2𝑒
−𝑖𝜋

6 = 𝜔  𝑒𝑖0 − 𝑒−𝑖𝜋𝑒
𝑖𝜋
2  

  

⟺     
𝑒𝑖𝜃 = 𝑖 = 𝑒

𝑖𝜋
2                    

 2𝑒
−𝑖𝜋

6 = 𝜔  𝑒𝑖0 − 𝑒
−𝑖𝜋

2  
  

⟺     
𝑒𝑖𝜃 = 𝑖 = 𝑒

𝑖𝜋
2                            

 2𝑒
−𝑖𝜋

6 = 𝜔  2 cos  
𝜋

4
 𝑒

−𝑖𝜋
4  

  

⟺     
𝑒𝑖𝜃 = 𝑖 = 𝑒

𝑖𝜋
2                 

 2𝑒
−𝑖𝜋

6 = 𝜔   2 𝑒
−𝑖𝜋

4  
  

⟺   

 
 
 

 
 

 

𝜃 ≡
𝜋

2
  2𝜋         

𝜔 =  
 2𝑒

−𝑖𝜋
6

 2 𝑒
−𝑖𝜋

4

 

  

⟺     
𝜃 ≡

𝜋

2
  2𝜋                       

𝜔 = 𝑒
−𝑖𝜋

6
+

𝑖𝜋
4 = 𝑒

𝑖𝜋
12 = 𝑎

  

𝑅 𝐶 = 𝐷  ⟺    𝑧𝐷 − 𝑎 = 𝑖 𝑧𝐶 − 𝑎  

⟺   𝑧𝐷 = 𝑖 𝑐 − 𝑎 + 𝑎 

⟺   
𝑧𝐵 + 𝑧𝐷

2
=

𝑏 + 𝑖 𝑐 − 𝑎 + 𝑎

2
 

=
 𝑏 + 𝑎 + 𝑖 𝑐 − 𝑎 

2
 

=
 𝑏 + 𝑎 + 𝑖  𝑖 𝑏 − 𝑎   

2
 

=
 𝑏 + 𝑎 −  𝑏 − 𝑎 

2
= 𝑎 

⟺   
𝑧𝐵 + 𝑧𝐷

2
= 𝑧𝐴  ⟺   

𝑙𝑒 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡  𝐴  𝑒𝑠𝑡  𝑙𝑒 𝑚𝑖𝑙𝑖𝑒𝑢

𝑑𝑢  𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡   𝐵𝐷 
 

𝜔 

𝑏 
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𝐈𝐈  1 التمرين الثاني 

𝐈𝐈 التمرين الثالث  2 أ 

 :    ننجز عملٌة الطرح بٌن هاتٌن المتساوٌتٌن نجد 

𝑥 27     ∗ :  ٌعنً  + 8 = 31 𝑦 + 7    

𝑦 31 ٌقسم الجداء  27نستنتج إذن أن  + 7 .   
31  أولٌان فٌما بٌنهما 31 و 27و بما أن  ∧ 27 = 1 .  

𝑦  ٌقسم  27 نستنتج أن                فإنه حسب  + 7 .   
𝑦 :    بحٌث 𝑘𝜖ℤٌوجد إذن   + 7 = 27𝑘.   

𝑦:  و منه  = 27𝑘 − 7   
27𝑘  بـ  𝑦نعوض  −            j     : نحصل على  ∗   فً الكتابة  7

                                                         27 𝑥 + 8 = 31 27𝑘    
𝑥 :  ٌعنً  + 8 = 31𝑘 .   إذن  :𝑥 = 31𝑘 − 8.   

,𝑥 و بالتالً نستنتج أنه إذا كان   𝑦  ًحلا للمعادلة ف  ℤ2 فإنه بالضرورة ، 
ٌُكتب على شكل   31𝑘 سوؾ  − 8 ; 27𝑘 −    .𝑘𝜖ℤ  مع   7

         المكتوبة على شكلℤ2لنبٌن أن جمٌع الأزواج من : عكسٌا 
 31𝑘 − 8 ; 27𝑘 − و من أجل ذلك ٌكفً أن  .  𝐸   هً حلول للمعادلة  7

31𝑘  على التوالً بـكلٍ من  𝑦 و 𝑥نعوض  − 27𝑘   و   8 −   فً  7
   (you can check that, they really satisfys it) 

27 𝑥 + 8 − 31 𝑦 + 7 = 0 

31𝑘 إذن بالفعل ، كل زوج   − 8 ; 27𝑘 −   𝑘𝜖ℤ  حٌث  ℤ2  من   7

  . 𝐸 هو حل للمعادلة 
 :    هً  𝐸 و بالتالً مجموعة حلول المعادلة 

𝑆 =    31𝑘 − 8 ;  27𝑘 − 7   ;   𝑘𝜖ℤ   

31𝑘 27                                           :لدٌنا  − 8 − 31 27𝑘 − 7  
= 837𝑘 − 216 − 837𝑘 + 217 
= 217 − 216 
= 1 

27 × 16 ≡ 29  31 

27 × 17 ≡ 25  31 

27 × 18 ≡ 21  31 

27 × 19 ≡ 17  31 

27 × 20 ≡ 13  31 

27 × 21 ≡ 9  31 

27 × 22 ≡ 5  31 

27 × 23 ≡ 1  31 

27 × 24 ≡ 28  31 

27 × 25 ≡ 24  31 

27 × 26 ≡ 20  31 

27 × 27 ≡ 16  31 

27 × 28 ≡ 12  31 

27 × 29 ≡ 8  31 

27 × 30 ≡ 4  31 

 

27 × 0 ≡ 0  31 

27 × 1 ≡ 27  31 

27 × 2 ≡ 23  31 

27 × 3 ≡ 19  31 

27 × 4 ≡ 15  31 

27 × 5 ≡ 11  31 

27 × 6 ≡ 7  31 

27 × 7 ≡ 3  31 

27 × 8 ≡ 30  31 

27 × 9 ≡ 26  31 

27 × 10 ≡ 22  31 

27 × 11 ≡ 18  31 

27 × 12 ≡ 14  31 

27 × 13 ≡ 10  31 

27 × 14 ≡ 6  31 

27 × 15 ≡ 2  31 

 

𝐸:  لدٌنا  =  0; 1; 2; ⋯ ; 30 .   

27𝑎 حٌث  𝐸 من 𝑎لتحدٌد  ≡   أقترح طرٌقتٌن إحداهما صحٌحة  31  1
 .لكنها ؼبٌة و الأخرى صحٌحة و ذكٌة 

 :    بالاستعانة بالآلة الحاسبة لدٌنا  : الطريقة الغبية

,𝑚  ∀:  لنبٌن أن  𝑛  𝜖 𝐸2  ;   𝑓 𝑚 = 𝑓 𝑛   ⟺   𝑚 = 𝑛.   

 . تباٌنً 𝑓أو بتعبٌر آخر لنبٌن أن التطبٌق 

  .𝐸 عنصرٌن من 𝑛 و 𝑚لٌكن 

𝑚فً البداٌة نلاحظ أن   ≤ 𝑛  و  30 ≤ 30.   

𝑚 إذن   − 𝑛 ≤ 𝑚      ∗   ٌعنً  30 − 𝑛 < 31.    

= 𝑓 𝑚:  نفترض أن  𝑓(𝑛) .    لدٌنا  :  
27𝑛 + 4 ≡ 𝑓 𝑛   31 

27𝑚 + 4 ≡ 𝑓 𝑚   31 
    

= 𝑓 𝑚:  بما أن  𝑓(𝑛) 27:    فإن𝑚 + 4 ≡ 27𝑛 + 4  31    

27𝑚:  و منه  ≡ 27𝑛  31 .   

𝑚 27 ٌقسم الجداء  31ٌعنً أن  − 𝑛 .   

27و بما أن   ∧ 31 = 𝑚  ٌقسم  31 نستنتج أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  فإنه حسب 1 − 𝑛    

𝑚  ٌقسم عدداً أصؽر منه و هو العدد 31نلاحظ أن     ∗  حسب      −

𝑚 :  إذن بالضرورة  − 𝑛 = 𝑚  أي  0 = 𝑛.   

 :نتمكن بذلك من الحصول على الإستلزام التالً 

𝑚 حٌث  𝐸 عنصرٌن من 𝑛 و 𝑚لٌكن  : عكسيا = 𝑛.   

𝑚:  إذن  ≡ 𝑛  31  .   27:  و منه𝑚 ≡ 27𝑛  31 .   

27𝑚:  ٌعنً  + 4 ≡ 27𝑛 + 4  31 .   
≡ 𝑓 𝑚:  إذن  𝑓 𝑛  31 .   

 : مُعرؾ بما ٌلً 𝑓لدٌنا التطبٌق 

𝑓 ∶   𝐸  ⟶   𝐸                                                             

𝑛  ⟶   𝑓 𝑛  ;   27𝑛 + 4 ≡ 𝑓 𝑛   31 
 

 ∎   ∀  𝑚, 𝑛  𝜖 𝐸2  ;   𝑓 𝑚 = 𝑓 𝑛  ⟹   𝑚 = 𝑛 

ٌُحقق  𝐸 من 𝑎إذن العدد  27𝑎 الذي  ≡   .23  هو العدد  31  1
 نحو 𝐸 من 𝑓هذه الطرٌقة رؼم ؼبائها فهً تُعطٌنا صورة واضحة للتقابل 

𝐸 المعرؾ فً الأسئلة الموالٌة . 

𝑎:  و منه  = 31𝑘 − 8 = 31 − 8 = 23   
27𝑎 الذي ٌحقق  𝐸 من 𝑎إذن العدد  ≡   .23  هو العدد  31  1

27𝑎 حٌث  𝐸 عنصرا من 𝑎لٌكن  : الطريقة الذكية ≡ 1  31 .   

27𝑎  ٌقسم الفرق  31إذن العدد  − 1 .   

27𝑎:   بحٌث ℤ من 𝑏ٌوجد إذن  − 1 = 31𝑏.   
27𝑎أي أن  − 31𝑏 = 1 . 

,𝑎 ٌعنً أن الزوج   𝑏  حل للمعادلة   𝐸 .  

𝑎:   بحٌث ℤ من 𝑘ٌوجد إذن  = 31𝑘 − 𝑏  و  8 = 27𝑘 − 7.   
𝑎سوؾ نهتم فقط بالمتساوٌة   = 31𝑘 − 8.   

0 فإن      𝜖 𝐸 بما أن   ≤ 𝑎 ≤ 30.   
0:  و منه  ≤ 31𝑘 − 8 ≤    .𝑘𝜖ℤ  و  30

8:  أي  ≤ 31𝑘 ≤    .𝑘𝜖ℤ  و  38

:  أي 
8

31
≤ 𝑘 ≤

38

31
   .𝑘𝜖ℤ  و  

0,25:  أي  ≤ 𝑘 ≤    .𝑘𝜖ℤ  و  1,22

𝑘إذن العدد الوحٌد الذي ٌحقق هذٌن الشرطٌن فى آن واحد هو   = 1.   

− 𝑓 𝑚  ٌقسم الفرق  31ٌعنً أن  𝑓 𝑛  .   
  .𝐸 نحو 𝐸 تطبٌق من 𝑓من جهة أخرى 

   .𝑓 𝑚  𝜖 𝐸  و 𝑓 𝑛  𝜖 𝐸:  إذن 

≥ 𝑓 𝑛:  أي  ≥ 𝑓 𝑚  و 30 30.   

− 𝑚 و منهما نستنتج أن   𝑓 𝑛 < 31.   

− 𝑓 𝑚  ٌقسم عددا أصؽر منه و هو العدد  31نلاحظ أن  𝑓 𝑛  .   
− 𝑓 𝑚 :  إذن  𝑓 𝑛  = = 𝑓 𝑚:  أي   . 0 𝑓 𝑛 .   

 :    و بذلك نحصل على الإستلزام التالً 

 ∎∎   ∀  𝑚, 𝑛  𝜖 𝐸2  ;    𝑚 = 𝑛  ⟹   𝑓 𝑚 = 𝑓 𝑛  

 :     نستنتج التكافؤ التالً  ∎  و  ∎∎ و من الإستلزامٌن 

∀  𝑚, 𝑛  𝜖 𝐸2  ;    𝑓 𝑚 = 𝑓 𝑛   ⟺   𝑚 = 𝑛  

  .𝐸 نحو 𝐸 تطبٌق تباٌنً من 𝑓و بالتالً 

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 

 𝐸  

𝑎 

𝑛 

𝑓 
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𝐈𝐈 التمرين الثالث 2 ب 

𝐈𝐈 التمرين الثالث 2 ج 

  .𝐸 نحو 𝐸 تباٌنً و شمولً من 𝑓رأٌنا فٌما سبق أن التطبٌق 

= 𝑓 𝑚 نستنتجه من حل المعادلة  1− و تقابله العكسً 𝐸 نحو 𝐸 تقابل من 𝑓إذن  𝑛.   

𝐈 التمرين الرابع  1 أ 

𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

  .𝐸 عنصرا من 𝑚لٌكن 

= 𝑛  المعادلة  𝐸و لنحل فً  𝑚    ذات المجهول 𝑛.  

  :  لدٌنا 
𝑓 𝑛 = 𝑚                    

27𝑛 + 4 ≡ 𝑓 𝑛   31 
27𝑛:  إذن    .  + 4 ≡ 𝑚  31 .   

27𝑛:  أي  ≡  𝑚 − 4   31 .   

27𝑎:  من جهة أخرى لدٌنا  ≡ 1  31 .   

𝑛:  نستنتج أن  (2)و  (1)من المتوافقتٌن  ≡ 𝑎 𝑚 − 4   31 .   

𝑛:  أي  ≡ 23 𝑚 − 𝑎  لأن   31   4 = 23.   

  .𝐸 نحو 𝐸 شمولً من 𝑓و هذا ٌعنً أن التطبٌق 

, 𝑚𝜖𝐸∀  :  نستنتج إذن أن   ∃𝑛𝜖𝐸   ;    
 𝑛 ≡ 23 𝑚 − 𝑛   31 

𝑓 𝑛 = 𝑚                  
  

 :     نجد 𝑎نضرب طرفً هذه المتوافقة فً العدد 

 1     27𝑎𝑛 ≡ 𝑎 𝑚 − 4   31  

;   𝑛𝜖𝐸∀       2  :  إذن    27𝑎𝑛 ≡ 𝑛  31 .   

 𝑓−1 ًسوؾ ٌكون إذن معرفا بما ٌل    : 

𝑓−1  ∶   𝐸  ⟶   𝐸                                                                                

𝑚  ⟶   𝑓−1 𝑚   ;   23 𝑚 − 4 ≡ 𝑓−1 𝑚   31 
 

   :خلاصة التمرين
  ⟺   23 𝑚 − 4 ≡ 𝑛  31  

 ∀𝑛𝜖𝐸 ,  ∃! 𝑚𝜖𝐸  ∶   27𝑛 + 4 ≡ 𝑚  31    

   𝑓−1و   𝑓 بالتطبٌقٌن 𝐸فٌما ٌلً أمثلة لصور بعص عناصر المجموعة 
 (للاستئناس فقط)

 

𝑓
8  ⟶   3

11  ⟶   22
13  ⟶   14

 𝑒𝑡  

𝑓−1

6  ⟶   15
19  ⟶   4
23  ⟶   3

  

; 1−  عنصرا من  𝑥لٌكن   0 ∪  0 ; +∞ .   

𝑓 𝑥 =  𝑥 + 1 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥 = 𝑒ln 𝑥+1 ∙ 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  

= 𝑒
 ln 𝑥+1 +

ln  𝑥+1 
𝑥

 
= 𝑒

𝑥 ln 𝑥+1 +ln 𝑥+1 
𝑥  

= 𝑒
 𝑥+1 ln 𝑥+1 

𝑥  

 :     من جهة أولى لدٌنا  . فً الصفر 𝑓لندرس اتصال الدالة 

lim
𝑥→0

 
ln 𝑥 + 1 

𝑥
 = lim

𝑡→1
𝑡=𝑥+1

 
ln 𝑡

𝑡 − 1
 = lim

𝑡→1
 

ln 𝑡 − 𝑙𝑛 1

𝑡 − 1
  

=  ln 𝑡 ′
/𝑡=1 =

1

1
= 1 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

𝑒
 𝑥+1 ln 𝑥+1 

𝑥                                         ∶  إذن   

= lim
𝑥→0

𝑒𝑥𝑝   𝑥 + 1  
ln 𝑥 + 1 

𝑥
   

= lim
𝑥→0

𝑒 0+1  1 = 𝑒 = 𝑓(0) 

 . متصلة فً الصفر 𝑓إذن 

 :    من جهة أولى لدٌنا   .1− على ٌمٌن 𝑓لندرس اتصال الدالة 

  .1− دالة متصلة على ٌمٌن 𝑓إذن 

lim
𝑡→0+

 
𝑡 ln 𝑡

𝑡 − 1
 = lim

𝑡→0+
 

1

𝑡 − 1
  𝑡 ln 𝑡 =  −1  0 = 0 

lim
𝑥→ −1 +

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→ −1 +

𝑒𝑥𝑝  
 𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 

𝑥
  ∶  إذن  

= lim
𝑡→0+

𝑡=𝑥+1

𝑒𝑥𝑝  
𝑡 ln 𝑡

𝑡 − 1
  

= 𝑒0 = 1 = 𝑓 −1  

= lim
𝑡→+∞
𝑡=𝑥+1

 1 +
1

𝑡 − 1
  𝑒𝑥𝑝   1 +

1

𝑡 − 1
 

ln 𝑡

𝑡
    

=  1 + 0 𝑒 1+0  0 = 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥𝑝  
 𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 

𝑥
   ∶  لدٌنا    

= lim
𝑡→+∞
𝑡=𝑥+1

𝑒𝑥𝑝  
𝑡 ln 𝑡

𝑡 − 1
  

= lim
𝑡→+

𝑒𝑥𝑝   
𝑡

𝑡 − 1
  ln 𝑡  = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 
𝑥 + 1

𝑥
  𝑒𝑥𝑝  

ln 𝑥 + 1 

𝑥
                ∶  لدٌنا 

= lim
𝑥→+∞

 1 +
1

𝑥
  𝑒𝑥𝑝  

ln 𝑥 + 1 

𝑥
×

𝑥 + 1

𝑥 + 1
    

= lim
𝑥→+∞

 1 +
1

𝑥
  𝑒𝑥𝑝   1 +

1

𝑥
  

ln 𝑥 + 1 

𝑥 + 1
     

  .𝑓سوؾ نستعمل الصٌؽة الأولى للدالة 

;1−  عنصرا من  𝑥لٌكن  0 ∪  0; +∞ .   

𝑓 𝑥 − 𝑥 =  𝑥 + 1 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥 − 𝑥 

= 𝑥 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥 + 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥 − 𝑥 

= 𝑥  𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥 − 1 + 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  

lim :   من جهة أولى لدٌنا 
𝑥→+∞

ln 𝑥 + 1 

𝑥
= lim

𝑥→+∞

ln 𝑥 + 1 

𝑥
×

𝑥 + 1

𝑥 + 1
 

= lim
𝑥→+∞

ln 𝑥 + 1 

𝑥 + 1
×  1 +

1

𝑥
  

= lim
𝑡→+∞
𝑡=𝑥+1

 
ln 𝑡

𝑡
  1 +

1

𝑡 − 1
  

=  0  1 + 0 = 0 

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥  𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥 − 1 + 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  

= lim
𝑥→+∞

 
𝑒

ln 𝑥+1 
𝑥 − 1

ln 𝑥 + 1 
𝑥

 ln 𝑥 + 1 + lim
𝑥→+∞

𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  

𝑓 

𝑓 

∞ 
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𝐈  3 التمرين الرابع 

𝐈 التمرين الرابع 4 أ 

𝐈 التمرين الرابع 4 ب 

𝐈 التمرين الرابع 4 ج 

𝐈 التمرين الرابع 4 د 

− lim 𝑓 𝑥ربما سلكت طرٌقا طوٌلا لحساب النهاٌة   : ملاحظة 𝑥    و قد توجد 

إبحث عن تلك الطرٌقة و أرسلها عبر رسالة . طرٌقة أسهل مما اقترحته سابقا 

 هاهاهاهاهها. قصٌرة للفوز بسٌارة رائعة   

𝑦  ٌقبل فرعا شلجمٌا اتجاهه هو المستقٌم ذو المعادلة   𝒞𝑓 نستنتج إذن أن   = 𝑥  

ؾ الأول للمعلم  )   .∞+بجوار .(la première bissectrice) (أي المُنَصِّ

 :نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 
 
 

 
 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞           

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1                

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 − 1𝑥 = +∞

   

 :    فً البداٌة لدٌنا 

 ٌقبل نصؾ مماس عمودي على  𝒞𝑓 و تأوٌل ذلك هندسٌا هو أن المنحنى 

 . موجه نحو الأعلى  1,1− الٌمٌن فً النقطة 

lim
𝑡→0+

 
𝑡 ln 𝑡

𝑡 − 1
 = lim

𝑡→0+
 

1

𝑡 − 1
  𝑡 ln 𝑡 =  

1

0 − 1
  0 = 0 

lim
𝑥→−1+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 −1 

𝑥 + 1
 = lim

𝑥→−1+
 
𝑒

 𝑥+1 ln 𝑥+1 
𝑥 − 1

𝑥 + 1
              ∶   إذن 

= lim
𝑡→0+

𝑡=𝑥+1

 
𝑒

 
𝑡 ln 𝑡
𝑡−1  

− 1

𝑡
  

 
= lim

𝑡→0+
 
𝑒

 
𝑡 ln 𝑡
𝑡−1  

− 1

 
𝑡 ln 𝑡
𝑡 − 1

 
  

ln 𝑡

𝑡 − 1
  

= lim
𝑚→0

𝑚= 
𝑡 ln 𝑡
𝑡−1  

 
𝑒𝑚 − 1

𝑚
 × lim

𝑡→0+
 

ln 𝑡

𝑡 − 1
  

= lim
𝑚→0

 
𝑒𝑚 − 𝑒0

𝑚 − 0
 × lim

𝑡→0+
 

1

𝑡 − 1
  ln 𝑡  

=  𝑒𝑚 ′
/𝑚=0 ×  

1

0 − 1
  −∞  

= 𝑒0 ×  −1  −∞ = +∞ 

  عنصرا من المجال  𝑡لٌكن 
−1

2
 ;  +∞ .   

𝑡 ≥
−1

2
  ⟹    𝑡 + 1 ≥

1

2
   ⟹   

1

𝑡 + 1
≤ 2 

  ⟹   
𝑡2

𝑡 + 1
≤ 2𝑡  ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑡2 > 0 

  عنصرٌن من المجال  𝑡 و 𝑥لٌكن 
−1

2
 ;  +∞ .   

𝑡 ≥
−1

2
  ⟹   0 ≤

𝑡2

1 + 𝑡
≤ 2𝑡2 

  ⟹   0 ≤   
𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  2𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 

𝑐𝑎𝑟 𝑐𝑒𝑠 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠 𝑒𝑡 0 ≤ 𝑥 

  ⟹   0 ≤   
𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 2  
𝑡3

3
 

0

𝑥

 

  ⟹   0 ≤   
𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
2𝑥3

3
 

  ⟹       
𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
2

3
 𝑥3  

 :    لدٌنا ( أ (4من خلال نتٌجة السؤال 

 ∀𝑥 ≥
−1

2
   ;     

𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 = ln 1 + 𝑥 − 𝑥 +
𝑥2

2
 

 ∀𝑥 ≥
−1

2
   ;   

ln 1 + 𝑥 − 𝑥

𝑥2
=

1

𝑥2
   

𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 −
𝑥2

2
  

=
1

𝑥2
  

𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 −
1

2
 

 lim
𝑥→0

 
ln 1 + 𝑥 − 𝑥

𝑥2
  =

1

𝑥2
  

𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 −
1

2
 ∶  و بالتالً   

lim
𝑥→0

1

𝑥2
   

𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 = 0 ∶  إذن  

lim
𝑥→0

1

𝑥2
  

𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 = 0 ∶  ٌعنً  

 ( :ج (4و لدٌنا كذلك حسب نتٌجة السؤال 
1

𝑥2
   

𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
2

3
 𝑥3 

   
 

𝟎 

𝒙 → 𝟎 

=
−1

2
 

=

 

 lim
𝑡→0

𝑡=
ln 𝑥+1 

𝑥

 
𝑒𝑡 − 1

𝑡
 

 

 ×  lim
𝑥→+∞

ln 𝑥 + 1  + 𝑒0 

= lim
𝑡→0

 
𝑒𝑡 − 𝑒0

𝑡 − 0
 ×  lim

𝑥→+∞
ln 𝑥 + 1  + 1 

=  𝑒𝑡 ′
/𝑡=0 ×  +∞ + 1 

= 𝑒0 +∞ + 1 = +∞ 

=  
𝑡2

2
− 𝑡 

0

𝑥

+  ln 1 + 𝑡  0
𝑥  

=
𝑥2

2
− 𝑥 + ln 1 + 𝑥  

  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن 
−1

2
 ;  +∞ .   

  
𝑡2

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =   
𝑡2 − 1 + 1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=   
𝑡2 − 1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 +   
1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  
 𝑡 − 1  𝑡 + 1 

𝑡 + 1

𝑥

0

𝑑𝑡 +   
1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=   𝑡 − 1 
𝑥

0

𝑑𝑡 +   
1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 
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𝐈 ه

 ـ
 التمرين الرابع 5 أ 𝐈 التمرين الرابع 4

𝐈 التمرين الرابع 5 ب 

 على 𝑔 قٌمة دنوٌة للدالة 0و من خلال هذا الجدول الجمٌل نلاحظ أن 

,1− المجال     و تزاٌدٌة  0, 1−  تناقصٌة على المجال  𝑔لأن   .  ∞+

,0 على المجال   = 𝑔 0  و   ∞+ 0.   

,𝑥 𝜖  −1 ∀  :  إذن  +∞     ;   𝑔 𝑥 ≥ 0   

 : توجد طرٌقة أخرى للجواب و هً كالآتً 
,1− على المجال   . دالة تناقصٌة 𝑔 ، لدٌنا  0

;0 و على المجال   . دالة تزاٌدٌة 𝑔 ، لدٌنا  ∞+

,𝑥 𝜖  −1 ∀:  و بالتالً  +∞   ;   𝑔 𝑥 ≥ 0   

𝑥                               :  إذن  ≤ 0  ⟹   𝑔 𝑥 ≥ 𝑔(0)   ⟹   𝑔 𝑥 ≥ 0 

𝑥                             :إذن  ≥ 0  ⟹   𝑔 𝑥 ≥ 𝑔(0)   ⟹   𝑔 𝑥 ≥ 0 

 : كما ٌلً   نستنتج إذن جدول تؽٌرات الدالة 

𝒙 0 

0 

−1 

𝑔 

− 𝑔′(𝑥) 0 + 

+∞ 

+∞ +∞ 

 :لنبٌن فً البداٌة أن 

 و قابلة للاشتقاق فً عنصر 𝐼 دالة مُعرفة على مجال 𝑔إذا كانت  : تذكير

𝑥0 من 𝐼 و كانت ، 𝑓 دالة معرفة على مجال 𝐽 ٌضم 𝑔 𝑥0  و قابلة ، 

𝑓 فإن الدالة   𝑔 𝑥0للاشتقاق فً  ∘ 𝑔 قابلة للاشتقاق  𝑥0 و نكتب    : 

lim
𝑥→0

ln 𝑥 + 1 

𝑥
= 1    𝑒𝑡    lim

𝑥→0

 𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 

𝑥
= 1 

 𝑓 𝑔 𝑥   
′

/𝑥=𝑥0

= 𝑔′ 𝑥0 × 𝑓 ′ 𝑔 𝑥0   

= lim
𝑥→𝑥0

 
𝑓 𝑔(𝑥) − 𝑓 𝑔 𝑥0  

𝑥 − 𝑥0
  

𝑓:   نضع  ∶ 𝑥 ⟶ ln 𝑥  و 𝑔 ∶ 𝑥 ⟶ 𝑥 + 1.   

  .0 و قابلة للاشتقاق فً ℝ دالة حدودٌة مُعرفة على 𝑔لدٌنا 

+ℝ معرفة على  lnو لدٌنا الدالة 
= 0   الذي ٌضم  ∗ 1.   

= 𝑔 0و هً قابلة للاشتقاق فً   1.   

𝑓الدالة : إذن حسب التذكٌر  ∘ 𝑔 ًو نكتب 0 قابلة للاشتقاق ف    : 

 :   لنحسب بعد ذلك النهاٌة الأخرى 

نستعمل إذن هاتٌن النهاٌتٌن و النهاٌة المحصل علٌها من خلال نتٌجة السؤال 

 .للإجابة على السؤال المطروح ( د (4

lim :سوؾ نستؽل هذا التذكٌر لحساب النهاٌة التالٌة 
𝑥→0

 
ln 𝑥 + 1 

𝑥
  

lim
𝑥→0

ln 𝑥 + 1 

𝑥
= lim

𝑥→0
 

ln 𝑥 + 1 − ln 0 + 1 

𝑥 − 0
  

=  ln 𝑥 + 1  ′
/𝑡=0 =  

1

1 + 𝑥
 

/𝑡=0
= 1 

lim
𝑥→0

 𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 

𝑥
= lim

𝑥→0
 
𝑥 ln 𝑥 + 1 − ln 𝑥 + 1 

𝑥
  

= lim
𝑥→0

 ln 𝑥 + 1 +
ln 𝑥 + 1 

𝑥
  

= 0 + 1 = 1 

lim
𝑥→0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0
 
𝑒

 𝑥+1 ln 𝑥+1 
𝑥 − 𝑒

𝑥
  ∶  لدٌنا  

= lim
𝑥→0

 
𝑒

 𝑥+1 ln 𝑥+1 
𝑥 − 𝑒1

 𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 
𝑥

− 1
  

 𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 
𝑥

− 1

𝑥
   

= lim
𝑡→1

𝑡=
 𝑥+1 ln 𝑥+1 

𝑥

 
𝑒𝑡 − 𝑒1

𝑡 − 1
 × lim

𝑥→0
 
 𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 − 𝑥

𝑥2
   

= 𝑒1 × lim
𝑥→0

 
ln 𝑥 + 1 

𝑥
+

ln 𝑥 + 1 − 𝑥

𝑥2
   

= 𝑒 ×  lim
𝑥→0

ln 𝑥 + 1 

𝑥
+ lim

𝑥→0
 

ln 𝑥 + 1 − 𝑥

𝑥2
    

= 𝑒 ×  1 +
−1

2
 =

𝑒

2
  

lim
𝑥→0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 =

𝑒

2
  ∶  و بالتالً  

;1−  المعرفة على المجال 𝑔نعتبر الدالة العددٌة           k: بما ٌلً  ∞+
                                                              𝑔 𝑥 = 𝑥 − ln 𝑥 + 1    

𝑥رأٌنا من خلال ما سبق أن الدالة   ⟶ ln 𝑥 +   قابلة للاشتقاق على  1

;1− المجال      لأنها قابلة للاشتقاق فً كل نقطة من نقطه ∞+

;1−  قابلة للاشتقاق على 𝑔إذن الدالة   لأنها فرق دالتٌن قابلتٌن  ∞+

;1− للاشتقاق على المجال    :  و لدٌنا   .  ∞+

𝑥من أجل   > 𝑥  لدٌنا  1− + 1 > 0.   
𝑥  متعلقة بإشارة   ′𝑔إذن إشارة   + 1 > 0.  

𝑥إذا كان   = = 𝑔′ 𝑥  فإن  0 0.   

  .∞+ و عند 1− عند 𝑔نضٌؾ نهاٌتً الدالة 

 ∀𝑥 > −1   ;   𝑔′ 𝑥 =  𝑥 − ln 𝑥 + 1  ′ = 1 −  ln 𝑥 + 1  ′  

= 1 −
1

1 + 𝑥
=

1 + 𝑥 − 1

1 + 𝑥
=

𝑥

1 + 𝑥
 

𝑥إذا كان   > < 𝑔′ 𝑥  فإن  0 0.   
𝑥إذا كان   < > 𝑔′ 𝑥  فإن  0 0.   

lim
𝑥→ −1 +

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→ −1 +

 𝑥 − ln 𝑥 + 1                          ∶  لدٌنا  

= lim
𝑡→0+

𝑡=𝑥+1

  𝑡 − 1 − ln 𝑡  

= 0 − 1 −  lim
𝑡→0+

ln 𝑡  

= −1 + ∞ = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑥 − ln 𝑥 + 1                             ∶  و لدٌنا 

= lim
𝑥→+∞

 𝑥  1 −
ln 𝑥 + 1 

𝑥
  

= lim
𝑡→+∞
𝑡=𝑥+1

  𝑡 − 1  1 −
ln 𝑡

𝑡 − 1
  

= lim
𝑡→+∞
𝑡=𝑥+1

  𝑡 − 1  1 −  
ln 𝑡

𝑡
  

𝑡

𝑡 − 1
   

"="  +∞ − 1  1 −  0  1   = +∞ 

𝑓 هو  0 قابلة للاشتقاق فً الصفر و العدد المشتق عند 𝑓و هذا ٌعنً أن  ′ 0 =
𝑒

2
   

 ، مماسا مٌله 0 ٌقبل ، عند النقطة ذات الأفصول 𝑓منحنى الدالة : أو بتعبٌر آخر 
𝑒

2
  

قد تبدو بعض الطرق التً أسلكها فً حساب بعض النهاٌات  : ملاحظة
لكن هذا لا ٌمنع من وجود طرق بسٌطة للحساب و التً أجهلها . طوٌلة 

  .this is my best: أو بتعبٌر واضح . حالٌا 

;1−  عنصرا من  𝑥لٌكن  0 ∪  0, +∞ .   

𝑓 ′ 𝑥 =   𝑥 + 1 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  

′

 

=  𝑥 + 1 ′  𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  +  𝑥 + 1  𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  
′

 

𝑔 

𝑥 

𝑔 
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𝐈 التمرين الرابع 5 ج 

𝐈  6 التمرين الرابع 

𝑰𝑰 التمرين الرابع 1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ج 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  نعلم أن     𝑒𝑥 > 0   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  و لدٌنا كذلك     𝑥2 > 0   

𝑥∀ :  و لدٌنا كذلك  > −1   ;    𝑥 + 1 > 0   

∪ 𝑥 𝜖  −1,0 ∀:  ٌعنً   0; +∞   ;   𝑔 𝑥 > 0   
𝑥∀ :   و كذلك  > −1   ;   𝑔 𝑥 ≥ 0  

إذن  
 𝑥+1 𝑔 𝑥 

𝑥2 𝑒
ln  𝑥+1 

𝑥  1−   كمٌة موجبة قطعا على; 0 ∪  0; +∞   

∪ 𝑥 𝜖  −1,0 ∀:  ٌعنً  .  0; +∞   ;   𝑓′ 𝑥 > 0   

  تزاٌدٌة قطعا على حٌز تعرٌفها𝑓أي أن الدالة 

∀ 𝑥 𝜖  −1; 0 ∪  0, +∞   ;   𝑒𝑥 > 0  ∶  إذن  

𝒙 0 −1 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) + 

+∞ 

1 

+∞ 

𝑒 

 

𝟏 

−𝟏 

 𝓒𝒇  

𝒚 = 𝒙 

=  𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  +  𝑥 + 1   
ln 𝑥 + 1 

𝑥
 

′

 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  

=  𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  +  𝑥 + 1  

𝑥
𝑥 + 1

− ln 𝑥 + 1 

𝑥2
 𝑒

ln 𝑥+1 
𝑥  

=  𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  +  
𝑥 −  𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 

𝑥2
 𝑒

ln 𝑥+1 
𝑥  

=  1 +
𝑥 −  𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 

𝑥2
 𝑒

ln 𝑥+1 
𝑥  

=  
𝑥2 + 𝑥 −  𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 

𝑥2
 𝑒

ln 𝑥+1 
𝑥  

=  
𝑥 𝑥 + 1 −  𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 

𝑥2
 𝑒

ln 𝑥+1 
𝑥  

=  
 𝑥 + 1 𝑔 𝑥 

𝑥2
 𝑒

ln 𝑥+1 
𝑥  

=
 𝑥 + 1  𝑥 − ln 𝑥 + 1  

𝑥2
𝑒

ln 𝑥+1 
𝑥  

− 𝑥 ٌكفً أن ندرس إشارة الفرق   𝑥      0 على المجال; +∞ .   

;0  من 𝑥فً البداٌة لدٌنا لكل  +∞   :  

𝑓 𝑥 − 𝑥 =  𝑥 + 1 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥 − 𝑥 

=  𝑥 + 1  𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥 − 𝑥 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥 𝑒
− ln 𝑥+1 

𝑥  

= 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥   𝑥 + 1  − 𝑥 𝑒
− ln 𝑥+1 

𝑥   

= 𝑥 𝑒
ln 𝑥+1 

𝑥  1 −  𝑒
− ln 𝑥+1 

𝑥   

𝑥                                                       : إذن  ≥ 0  ⟹   𝑥 + 1 ≥ 1  
⟹  ln 𝑥 + 1 ≥ 0 

⟹   
ln 𝑥 + 1 

𝑥
≥ 0    𝑒𝑡    

− ln 𝑥 + 1 

𝑥
≤ 0 

⟹   𝑒
 

ln 𝑥+1 
𝑥

 
≥ 1    𝑒𝑡    𝑒

 
− ln 𝑥+1 

𝑥
 
≤ 1 

⟹   𝑒
 

ln 𝑥+1 
𝑥

 
≥ 1    𝑒𝑡    1 − 𝑒

 
− ln 𝑥+1 

𝑥
 
≥ 0 

⟹      𝑥 𝑒
 

ln 𝑥+1 
𝑥

 
  1 − 𝑒

 
− ln  𝑥+1 

𝑥
 
 ≥ 0 

⟹      𝑓 𝑥 − 𝑥 ≥ 0  ;    ∀𝑥 ≥ 0  

⟹     ∀𝑥 ≥ 0    ;   𝑓 𝑥 ≥ 𝑥     ∗    

;0  عددا حقٌقٌا من 𝑡لٌكن  1 .   ≪ 𝑡  𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒  𝑚𝑢𝑒𝑡𝑡𝑒 ≫ 

𝑥 ≥ 0  ⟹   𝑥𝑡 ≥ 0  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑡 ≥ 0 

⟹   𝑓 𝑥𝑡 ≥ 𝑥𝑡   ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  ∗  

⟹    𝑓 𝑥𝑡 
1

0

𝑑𝑡 ≥   𝑥𝑡 
1

0

𝑑𝑡  

⟹   𝐹 𝑥 ≥ 𝑥  
𝑡2

2
 

0

1

 

⟹   𝐹 𝑥 ≥
𝑥

2
 

 ∀𝑥 ≥ 0    ;   𝐹 𝑥 ≥  
𝑥

2
 

 
 ∶  لدٌنا  

lim :   إذن حسب خاصٌات النهاٌات و الترتٌب نستنتج أن 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = +∞ 

+∞ 

𝒙 → +∞ 

𝑡:  نضع  = 𝑥𝑢 إذن    :𝑑𝑡 = 𝑥 𝑑𝑢   

𝑢إذا كان   = 𝑡  فإن  0 = 0.   

 .سوؾ نستعمل مكاملة بتؽٌٌر المتؽٌر 

𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑥𝑢 
1

0

𝑑𝑢   ;    𝑥 ≥ 0 

𝑢إذا كان   = 𝑡  فإن  1 = 𝑥.   
𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑥𝑢 

1

0

𝑑𝑢   ;    𝑥 ≥ 0                                    ∶     إذن   

=  𝑓 𝑡 ∙
1

𝑥
∙

𝑥

0

𝑑𝑡   ;    𝑥 > 0 

=
1

𝑥
 𝑓 𝑡 

𝑥

0

𝑑𝑡   ;    𝑥 > 0 

∀ 𝑥 𝜖  0; +∞     ;    𝐹 𝑥 =
1

𝑥
 𝑓 𝑡 

𝑥

0

𝑑𝑡   ∶  و بالتالً  

𝑓 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 د 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝑥∀ :  و نعلم أن  ≥ 0   ;   𝐹 𝑥 ≤ 𝑓(𝑥).   

𝑥∀ :  إذن  ≥ 0   ;   𝑓 𝑥 − 𝐹 𝑥 ≥ 0.   

𝑥∀ :  ٌعنً  > 0   ;     
1

𝑥
  𝑓 𝑥 − 𝐹 𝑥  ≥ 0.   

𝑥∀ :  ٌعنً  > 0   ;   𝐹′ 𝑥 ≥ 0.   

;0  تزاٌدٌة على المجال  𝐹ٌعنً أن الدالة  +∞ .   

𝑥∀ :  لدٌنا  > 0    ;   𝐹′ 𝑥 =
1

𝑥
 𝑓 𝑥 − 𝐹 𝑥     

 . فإن الدالة 𝑎 𝜖 𝐼 و 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑔إذا كانت  : تذكير

  .𝐼 على المجال 𝑔هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة 

,0  متصلة على 𝑓رأٌنا حسب ما سبق أن الدالة  ,𝜖  0 0  و   ∞+ +∞   

. 

;0  على المجال  𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة  +∞ .   

;0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐺و هذا ٌعنً أن الدالة  +∞ .   

𝑥∀ :  و لدٌنا  ≥ 0   ;   𝐺 ′ 𝑥 = 𝑓(𝑥).   

𝑥∀ :  ٌعنً  > 0   ;   𝐹 𝑥 =
1

𝑥
∙ 𝐺 𝑥    

;0  قابلة للاشتقاق على المجال𝐹إذن   لأنها جداء دالتٌن قابلتٌن   ∞+

;0 للاشتقاق على المجال   +∞ .   

 ∀𝑥 > 0   ;    𝐹′ 𝑥 =  
1

𝑥
∙ 𝐺 𝑥  

′

                           ∶  و لدٌنا   

=  
1

𝑥
 
′

𝐺 𝑥 +
1

𝑥
𝐺 ′ 𝑥  

=  
−1

𝑥2
 𝐺 𝑥 +  

1

𝑥
 𝑓 𝑥  

=
1

𝑥
 𝑓 𝑥 −

1

𝑥
𝐺 𝑥   

=
1

𝑥
 𝑓 𝑥 − 𝐹 𝑥   

𝐺 ∶   𝐼  ⟶   ℝ                           

𝑥  ⟶    𝑔(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

𝐺 ∶   𝐼  ⟶   ℝ                          

𝑥  ⟶    𝑔(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡 ∶  إذن  الدالة 

𝑥∀  :    مُعرفة بما ٌلً 𝐹الدالة  > 0   ;    𝐹 𝑥 =
1

𝑥
 𝑓 𝑡 

𝑥

0

𝑑𝑡 

;0  عددا حقٌقٌا من المجال  𝑡لٌكن   . عدد حقٌقً موجب 𝑥  و  1

𝑡 𝜖  0,1    ⟹    0 ≤ 𝑡 ≤ 1 
   ⟹    0 ≤ 𝑥𝑡 ≤ 𝑥    ;   𝑐𝑎𝑟    𝑥 ≥ 0 

   ⟹    𝑓 0 ≤ 𝑓 𝑥𝑡 ≤ 𝑓 𝑥     ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑠𝑡 ↗

↗     ⟹    𝑒 ≤ 𝑓 𝑥𝑡 ≤ 𝑓 𝑥    

   ⟹     𝑒
1

0

𝑑𝑡 ≤  𝑓 𝑥𝑡 
1

0

𝑑𝑡 ≤  𝑓 𝑥 
1

0

𝑑𝑡   

𝑐𝑎𝑟  𝑐𝑒𝑠 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑡 0 < 1 

   ⟹    𝑒  𝑡 0
1 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑓 𝑥   𝑡 0

1    

   ⟹    𝑒 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑓 𝑥     

𝑥∀ :  و بالتالً  ≥ 0   ;   𝑒 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑓(𝑥)   

;0  عددا حقٌقٌان من المجال 𝑡لٌكن   عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛و لٌكن  .  1

 .ؼٌر منعدم 
 𝑛 + 1 > 𝑛   ⟺   

1

𝑛 + 1
<

1

𝑛
  ;    ∀𝑛 ≥ 1  

⟺   
𝑡

𝑛 + 1
≤

𝑡

𝑛
  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑡 ≥ 0 

⟺   𝑓  
𝑡

𝑛 + 1
 ≤ 𝑓  

𝑡

𝑛
   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑠𝑡  ↗ 

⟹    𝑓  
𝑡

𝑛 + 1
 

1

0

𝑑𝑡 ≤  𝑓  
𝑡

𝑛
 

1

0

𝑑𝑡   

𝑐𝑎𝑟 𝑐𝑒𝑠 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠 𝑒𝑡 0 < 1 

⟹     𝑢𝑛 𝑛≥1  𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒  𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 

⟹   𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛     ;    ∀𝑛 ≥ 1  

;0  عددا حقٌقٌان من المجال 𝑡لٌكن   عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛و لٌكن  .  1

   .ؼٌر منعدم 
𝑡 ≥ 0
𝑛 ≥ 1

   ⟹   
𝑡

𝑛
≥ 0 

  ⟹   𝑓  
𝑡

𝑛
 ≥ 𝑓 0   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑠𝑡  ↗ 

  ⟹   𝑓  
𝑡

𝑛
 ≥ 𝑒   

  ⟹   𝑓  
𝑡

𝑛
 

1

0

𝑑𝑡 ≥  𝑒
1

0

𝑑𝑡   

𝑐𝑎𝑟 𝑐𝑒𝑠 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠 𝑒𝑡 0 < 1 

  ⟹    𝑢𝑛 ≥ 𝑒  𝑡 0
1     ;    ∀𝑛𝜖ℕ∗  

  ⟹    𝑢𝑛 ≥ 𝑒    ;    ∀𝑛𝜖ℕ∗   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  و بالتالً    𝑢𝑛 ≥ 𝑒   

و سوؾ نستعمل تقنٌة المكاملة .  عددا صحٌحا طبٌعٌا ؼٌر منعدم 𝑛لٌكن 

 . بتؽٌٌر المتؽٌر 

𝑢𝑛 =  𝑓  
𝑦

𝑛
 

1

0

𝑑𝑦   ;     
𝑦  𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒
𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒
𝑚𝑢𝑒𝑡𝑡𝑒

     

𝑢𝑛 =  𝑓  
𝑦

𝑛
 

1

0

𝑑𝑦                                                ∶  إذن   

=   𝑓 𝑡 

1
𝑛

0

∙ 𝑛 ∙ 𝑑𝑡 

= 𝑛  𝑓 𝑡 

1
𝑛

0

𝑑𝑡 

:  نضع 
𝑦

𝑛
= 𝑡 .   إذن  :𝑑𝑦 = 𝑛 𝑑𝑡.   

𝑦إذا كان   = 𝑡  فإن  0 = 0.   

𝑦إذا كان   = 𝑡  فإن  1 =
1

𝑛
.   
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𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

𝑥∀ :  نعلم أن  ≥ 0   ;   𝑒 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑓(𝑥)   

 ∀𝑥 > 0   ;   𝐹 𝑥 =
1

𝑥
 𝑓 𝑡 

𝑥

0

𝑑𝑡 ∶  و نعلم أن  

𝑛لدٌنا   ≥ 1 >   إذن  0
1

𝑛
≥  بـ 𝑥نستطٌع إذن تعوٌض    .0

1

𝑛
 :    نجد 

 :    نستنتج أن ( أ (2و منه حسب نتٌجة السؤال 

 ∀𝑛 ≥ 1   ;   
1

 
1
𝑛
 
 𝑓 𝑡 

1
𝑛

0

𝑑𝑡 ≤ 𝑓  
1

𝑛
  

 ∀𝑛 ≥ 1   ;   𝑛  𝑓 𝑡 

1
𝑛

0

𝑑𝑡 ≤ 𝑓  
1

𝑛
  ∶  ٌعنً   

 ∀𝑛 ≥ 1   ;   𝑢𝑛 ≤ 𝑓  
1

𝑛
       

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ ( :  ب (1لدٌنا حسب السؤال   𝑢𝑛 ≥ 𝑒   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ ( :  ب (2و لدٌنا حسب السؤال   𝑢𝑛 ≥ 𝑓  
1

𝑛
    

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن     𝑒 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑓  
1

𝑛
    

  متتالٌة 𝑢𝑛 𝑛≥1 و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن  

  .𝑒متقاربة و تؤول إلى العدد الجمٌل 

𝑂𝑛  𝑓𝑎𝑖𝑡  𝑡𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒   𝑛  𝑣𝑒𝑟𝑠  𝑙′ 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖  𝑜𝑛  𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 

𝑒 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑓  
1

𝑛
 

   
 

𝒆 

𝒏∞ 𝒏∞ 

𝒆 
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 التمرين الأول  1 أ 

 

 التمرين الأول  2  

 التمرين الأول  1 ب 

 التمرين الثاني  1  

∶ 𝐹 :   التالٌة  𝐹 لنحل المعادلة التفاضلٌة  𝑦′′ + 2𝑦′ + 2𝑦 = 0   
𝑟2و من أجل ذلك نحل معادلتها الممٌزة   + 2𝑟 + 2 = 0.   

= ∆لدٌنا    2𝑖 2  إذن لهذه المعادلة حلٌن عقدٌٌن مترافقٌن  𝑟1 = −1 − 𝑖  

𝑟2و   = −1 + 𝑖.   
:   تقبل حلا و هو جمٌع الدوال المكتوبة على شكل   و بالتالً المعادلة 

𝑦𝐹 𝑥 = 𝑒−𝑥 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥    
 ثابثتٌن حقٌقٌتٌن ٌتم تحدٌد قٌمتٌهما العددٌتٌن بالاستعانة 𝐵 و 𝐴حٌث 

 .بالشروط البدئٌة إن وجدت 

𝑡:  نستعٌن بتقنٌة تؽٌٌر المتؽٌر و نضع  =  𝑥 − 1.   

:  إذن 
𝑑𝑡

𝑑𝑥
=

1

2 𝑥−1
𝑑𝑥:    و منه  = 2𝑡 𝑑𝑡.   

𝑡:  إذا كان  =  𝑥 − 𝑥:  فإن   . 1 = 𝑡2 + 1.   

𝐼 : لنحسب التكامل التالً  =
1

2
  

𝑥

1 +  𝑥 − 1
 

2

1

𝑑𝑥 

𝑥:  إذا كان  = 𝑡:  فإن   . 1 = 0.   
𝑥:  إذا كان  = 𝑡:  فإن   . 2 = 1.   

 .أقترح طرٌقتٌن فً الجواب . 1− عددا حقٌقٌا مخالفا للعدد 𝑡لٌكن 
 .استعمال القسمة الإقلٌدٌة : الطريقة الأولى

𝑡3 + 𝑡            𝑡 + 1                     
𝑡3 + 𝑡2                  𝑡2 − 𝑡 + 2 

𝑡 − 𝑡2                  

 

−𝑡2 − 𝑡                  
2𝑡                  
2𝑡 + 2          

−2     

 

𝑡3 + 𝑡

𝑡 + 1
=  𝑡2 − 𝑡 + 2 −

2

𝑡 + 1
    ∶  إذن   

 .ننطلق من الطرؾ الأٌمن و نحاول الوصول إلى الطرؾ الأٌسر : الطريقة الثانية

 𝑡2 − 𝑡 + 2 −
2

𝑡 + 1
=

 𝑡 + 1  𝑡2 − 𝑡 + 2 − 2

 𝑡 + 1 
    ∶  لدٌنا   

=
𝑡3 + 𝑡

𝑡 + 1
 

 :    إذن التكامل  ٌصبح 

𝐼 =
1

2
  

𝑥

1 +  𝑥 − 1
 

2

1

𝑑𝑥 =
1

2
  

𝑡2 + 1

1 + 𝑡
  2𝑡 𝑑𝑡 

1

0

 

=   
𝑡3 + 𝑡

1 + 𝑡
 𝑑𝑡

1

0

 

=    𝑡2 − 𝑡 + 2 −
2

𝑡 + 1
 𝑑𝑡

1

0

 

=  
𝑡3

3
 

0

1

−  
𝑡2

2
 

0

1

+ 2 𝑡 0
1 − 2 ln 1 + 𝑡  0

1  

=
1

3
−

1

2
+ 2 − 2 ln 2 

=
11

6
− ln 4 ≈ 0,45 

= 𝑥 سوؾ نحاول إذن إعادة هٌكلة هذه المتتالٌة و إظهار الدالة  
𝑥

1+ 𝑥−1
  

 .لأنها واردة فً السؤال السابق 

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑢𝑛 =  
1

𝑛 𝑛
   

𝑛 + 𝑘

 𝑛 +  𝑘
 

𝑛

𝑘=1

   ∶  لدٌنا   

𝑢𝑛 =  
1

𝑛 𝑛
   

𝑛 + 𝑘

 𝑛 +  𝑘
 

𝑛

𝑘=1

   ;    𝑛𝜖ℕ∗ 

=
1

𝑛
  

𝑛  1 +
𝑘
𝑛
 

𝑛 +  𝑛 𝑘
 

𝑛

𝑘=1

   ;    𝑛𝜖ℕ∗ 

=  
2 − 1

𝑛
  

 

 
 𝑛  1 +

𝑘
𝑛
 

𝑛  1 +  𝑘
𝑛
 
 

 
 

𝑛

𝑘=1

   ;    𝑛𝜖ℕ∗ 

=  
2 − 1

𝑛
  

 

 
1 +

𝑘
𝑛

1 +  𝑘
𝑛 

 

𝑛

𝑘=1

   ;    𝑛𝜖ℕ∗ 

=  
2 − 1

𝑛
  

 

 
1 +

𝑘
𝑛

1 +  1 +
𝑘
𝑛

− 1 

 

𝑛

𝑘=1

   ;    𝑛𝜖ℕ∗ 

=  
2 − 1

𝑛
  𝑓  1 +

𝑘

𝑛
 

𝑛

𝑘=1

   ;    𝑛𝜖ℕ∗ 

=  
2 − 1

𝑛
  𝑓  1 + 𝑘  

2 − 1

𝑛
  

𝑛

𝑘=1

   ;    𝑛𝜖ℕ∗ 

;1  متصلة على المجال  𝑓الدالة    لأنها عبارة عن خارج دالتٌن  2

;1 متصلتٌن على المجال  2 .  
∫  متقاربة و نهاٌتها هً التكامل  ∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ إذن المتتالٌة   𝑓(𝑥)

2

1
𝑑𝑥   

lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = lim
𝑛∞

 
2 − 1

𝑛
  𝑓  1 + 𝑘  

2 − 1

𝑛
  

𝑛

𝑘=1

 

=  𝑓(𝑥)
2

1

𝑑𝑥 

=   
𝑥

1 +  𝑥 − 1
 

2

1

𝑑𝑥 

= 2𝐼 = 2  
11

6
− ln 4 ≈ 0,9 

 :  الخاصٌة التً سوؾ نستعملها هً التالٌة 

,   دالة متصلة على المجال 𝑓لتكن  𝑏  و 𝑛عدد صحٌح طبٌعً ؼٌر منعدم . 

∫  متقاربة و تقبل التكامل  ∗𝑆𝑛 𝑛𝜖ℕ المتتالٌة   𝑓 𝑥 
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 كنهاٌة عندما  

  .∞+ إلى 𝑛ٌؤول 

𝑆𝑛 =  
𝑏 − 𝑎

𝑛
  𝑓  𝑎 + 𝑘  

𝑏 − 𝑎

𝑛
  

𝑛

𝑘=1

   ;    ∀ 𝑛 𝜖 ℕ∗ 

𝐹 

𝑎 

𝑓 
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 التمرين الثاني  2 أ 

 التمرين الثاني  2 ب 

 التمرين الثاني  2 ج 

 التمرين الثالث  1 أ 

 التمرين الثالث  1 ب 

𝑓لنحدد الآن صٌؽتً   ′(𝑥) و  𝑓 ′′ (𝑥).   

𝑥 ∀ :  لدٌنا  > 0   ;   𝑓 𝑥 = ∫  𝑡 ln 𝑡 
𝑥

1
𝑑𝑡   

∶نلاحظ أن الدالة   𝑡 ⟶ 𝑡 ln 𝑡       متصلة على ℝ+
∗.   

,0  على المجال  𝜑 عبارة عن دالة أصلٌة للدالة 𝑓إذن  +∞ .   

𝑥 ∀ :  أو بتعبٌر آخر  > 0   ;   𝑓′ 𝑥 = 𝑥 ln 𝑥.   

,0  قابلة للاشتقاق بدورها على المجال 𝜑و نلاحظ كذلك أن الدالة   لأنها  ∞+
,0 عبارة عن جداء دالتٌن اعتٌادٌتٌن قابلتٌن للاشتقاق على المجال   +∞ .   

𝑥 ∀ :  و منه  > 0   ;   𝑓′′ 𝑥 =  𝑥 ln 𝑥 ′ = 1 + ln 𝑥.   

 :    و بذلك نحصل على التعابٌر التالٌة 

  
𝑓 𝑥 =

𝑥2

2
ln 𝑥 −

𝑥2

4
+

1

4

𝑓′ 𝑥 = 𝑥 ln 𝑥                

𝑓′′ 𝑥 = 1 + ln 𝑥           

  

  .𝑓نستعٌن بتقنٌة المكاملة بالأجزاء لإٌجاد التعبٌر الصرٌح للدالة 

 ∀ 𝑥 > 0    ;    𝑓 𝑥 =  𝑡 
𝑢′

∙ ln 𝑡 
𝑣

𝑥

1

𝑑𝑡 

=  𝑢𝑣 −  𝑢𝑣′
𝑥

1

 

=  
𝑡2 ln 𝑡

2
 

1

𝑥

−   
𝑡2

2
  

1

𝑡
  𝑑𝑡

𝑥

1

 

=
𝑥2 ln 𝑥

2
−

1

2
 𝑡 𝑑𝑡

𝑥

1

 

=
𝑥2 ln 𝑥

2
−

1

2
 
𝑡2

2
 

1

𝑥

 

=
𝑥2 ln 𝑥

2
−

1

2
 
𝑥2

2
−

1

2
  

=  
𝑥2 ln 𝑥

2
−

𝑥2

4
+

1

4
 

 نحصل  𝐸  فً المعادلة ′′𝑦 و ′𝑦 و 𝑦نعوض إذن هذه التعابٌر فً أمكنة 

+ 𝑓′′ 𝑥                                                   : على  2 𝑓′ 𝑥 + 2 𝑓(𝑥) 

  . 𝐸  حل خاص للمعادلة التفاضلٌة 𝑓إذن الدالة 

=  1 + ln 𝑥 + 2𝑥 ln 𝑥 + 𝑥2 ln 𝑥 −
𝑥2

2
+

1

2
 

=  1 + 2𝑥 + 𝑥2 ln 𝑥 −
𝑥2

2
+

3

2
 

=  𝑥 + 1 2 ln 𝑥 −
𝑥2

2
+

3

2
 

 .ننطلق إذن من إحدى العبارتٌن و نحاول الوصول إلى العبارة الثانٌة 

  .𝐹 حل للمعادلة 𝑦نفترض أن 

⇔    ∀ 𝑥 > 0   ;    𝑦 − 𝑓 ′′  𝑥 + 2 𝑦 − 𝑓 ′ 𝑥 + 2 𝑦 − 𝑓  𝑥 =

= 𝑦′′  𝑥 − 𝑓 ′′  𝑥 + 2𝑦′ 𝑥 − 2𝑓 ′′  𝑥 +

+ 2𝑦 𝑥 − 2𝑓(𝑥) 

=

 

 
 

𝑦′′  𝑥 + 2𝑦′ 𝑥 + 2𝑦(𝑥)                 
=0  ;  𝑐𝑎𝑟   𝑦  𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢  𝑑𝑒   𝐸 

𝑑 ′ 𝑎𝑝𝑟 è𝑠 𝑙 ′ 𝑦𝑝𝑜𝑡 è𝑠𝑒  

 
 

−

 

 
 

𝑓 ′′  𝑥 + 2𝑓 ′′  𝑥 + 2𝑓 𝑥                  
=0 𝑐𝑎𝑟   ;  𝑓  𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢  𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑖𝑒𝑟𝑒  

𝑑𝑒  𝑙 ′ é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝐸  

 
 

 

= 0 − 0 = 0 

 :لنبٌن صحة التكافؤ التالً 

 𝑦 − 𝑓   𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒   𝐹  ⟺ 𝑦 𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒  𝐸  

𝑦 إذن الدالة   − 𝑓  حل للمعادلة   𝐹 .  
 :    و بالتالً نحصل على التكافؤ التالً 

 𝑦 − 𝑓   𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒   𝐹  ⟺ 𝑦 𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒  𝐸  

𝑦𝐻  تُكتب على شكل    الحل العام للمعادلة  + 𝑦𝑃  حٌث  𝐻 

  . 𝐸  هو حل خاص للمعادلة 𝑦𝑃 و  𝐹 هو حل المعادلة 

 .من خلال الأسئلة السابقة نأخذ 

𝑦𝐻 = 𝑒−𝑥 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥   ;    𝐴, 𝐵  𝜖 ℝ2 

𝑦𝐻لدٌنا   = 𝑒−𝑥 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥  حل للمعادلة   𝐹 .  

𝑦𝐻 نستنتج أن الدالة   (إذن حسب تكافؤ السؤال ب + 𝑓  حل خاص  

= 𝑦𝐻 𝑥                         :نأخذ إذن   .  للمعادلة  𝑦𝐻 𝑥 + 𝑓(𝑥)   

 :  التً تُكتب على شكل 𝑦 هو جمٌع الدوال   و بالتالً الحل العام للمعادلة 

= 𝑒−𝑥 𝑎 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥 + 𝑓(𝑥) 

𝑦 𝑥 = 𝑦𝑃 𝑥 + 𝑦𝐻 𝑥  

= 𝑒−𝑥 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 𝑒−𝑥 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥  

= 𝑒−𝑥 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥 + 𝑓 𝑥   ;    𝐴, 𝐵  𝜖 ℝ2 

𝑥 نلاحظ أن الكمٌة   +    . 1,2   موجبة على المجال  2
;   𝑥 𝜖  1,2 ∀:  إذن    𝑓 ′ 𝑥 > 0.   

   . 1,2  تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓ٌعنً أن الدالة 

   . 1,2  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن 

𝑓′ 𝑥 =   𝑥 + 2 
′
 

1

1 +   𝑥 + 2 
2  

=  
1

2 𝑥 + 2
  

1

1 +   𝑥 + 2 
2  

=  
1

2 𝑥 + 2
  

1

𝑥 + 3
  

𝑥 𝜖  1,2   ⟺   1 ≤ 𝑥 ≤ 2   ⟺     
3 ≤ 𝑥 + 2 ≤ 4
4 ≤ 𝑥 + 3 ≤ 5

  

  ⟹     
2 3 ≤ 2 𝑥 + 2 ≤ 4

1

5
≤

1

𝑥 + 3
≤

1

4
    

  

  ⟹   

 
 

 
 

1

4
≤

1

2 𝑥 + 2
≤

1

2 3
1

5
≤

1

𝑥 + 3
≤

1

4
<

1

3
    

  

⟹   
1

20
≤  

1

2 𝑥 + 2
  

1

𝑥 + 3
 ≤

1

6 3
 

⟹   
−1

6 3
<

1

20
≤  

1

2 𝑥 + 2
  

1

𝑥 + 3
 ≤

1

6 3
 

⟹   
−1

6 3
< 𝑓 ′(𝑥) ≤

1

6 3
 

⟹      𝑓 ′(𝑥) ≤
1

6 3
 

  ∀ 𝑥 𝜖  0,2      ;      𝑓 ′(𝑥) ≤
1

6 3
   ∶  إذن   

𝜑 

𝐸 

𝐸 𝑦 

𝐸 
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 التمرين الثالث  1 ج 

 التمرين الثالث  1 د 

 التمرين الثالث  2 أ 

 التمرين الثالث  2 ب 

 التمرين الثالث  2 ج 

1لدٌنا   ≤ 𝑥 ≤ 4:  إذن   . 2 ≤  𝑥 + 3 ≤ 5.   

 19−:   إذن 
 عدد

سالب

≤ 1 − 2 𝑥 + 3  𝑥 + 2 ≤ 1 − 8 3     
عددسالب

< 0.   

;   𝑥 𝜖  1,2 ∀:  و بالتالً    ′ 𝑥 < 0.   

  .  1,2  تناقصٌة قطعا على المجال ٌعنً أن الدالة 

  .      1,2 نحو  1,2   فهً تقابل من  1,2 و بما أنها متصلة على 

1لدٌنا   ≤ 𝑥 ≤ 3 :  إذن   . 2 ≤  𝑥 + 2 ≤ 2.   

 : الخاصٌة التً سوؾ نستعملها هً التالٌة 

  إذا كانت𝑓 و 𝑔  دالتٌن متصلتٌن على المجال  𝑎, 𝑏    
  و𝑓 و 𝑔  قابلتٌن للاشتقاق على المجال  𝑎, 𝑏  .  

   و𝑓 𝑎 = 𝑔 𝑎    

   و∀ 𝑥 𝜖  𝑎, 𝑏   ;   𝑓 ′ 𝑥 ≤ 𝑔′ 𝑥  .  

,𝑥 𝜖  𝑎 ∀:  فإن  𝑏   ;   𝑓 𝑥 ≤ 𝑔(𝑥).   
= 𝜑 𝑥نعتبر الدالتٌن   𝑥  و  𝜓 𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 .   

 (  1,2 لٌس المجال  )  0,2  متصلتٌن على المجال 𝜓 و 𝜑لدٌنا 

   . 0,2  قابلتٌن للاشتقاق على المجال  𝜓 و 𝜑و 

;   𝑥 𝜖 𝐼 ∀ و     
1

1+𝑥2 ≤ :  لأن   . 1
1

1+𝑥2 − 1 =
−𝑥2

1+𝑥2 ≤ 0   

 
;    𝑥𝜖 0,2∀ :  إذن    𝜓′ 𝑥 ≤ 𝜑′ 𝑥 .   

 من النتائج الأربعة نستنتج حسب الخاصٌة المذكورة 

;    𝑥𝜖 0,2∀ :  أن    𝜓 𝑥 ≤ 𝜑 𝑥    

;    𝑥𝜖 0,2∀ :  ٌعنً    𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 ≤ 𝑥.   

;    𝑥𝜖 1,2∀ :  و بالتالً    𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 ≤ 𝑥  1,2   لأن ⊂  0,2   

. 

= 𝜑 0و   𝜓 0 = 0.   

=  𝑥:     بما ٌلً  1,2   على المجال  نعتبر الدالة   𝑓 𝑥 − 𝑥  

   باعتبارها فرق دالتٌن قابلتٌن  1,2  دالة قابلة للاشتقاق على المجال  

   . 1,2 للاشتقاق على المجال  
;   𝑥 𝜖  1,2 ∀                                   : و لدٌنا    ′ 𝑥 = 𝑓 ′ 𝑥 − 1   

=
1 − 2 𝑥 + 3  𝑥 + 2

2 𝑥 + 3  𝑥 + 2
 

:  و لدٌنا 

  1,2  =   2 ;  1  =  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 2 − 2 ; 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  3 − 1   

− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 2   نحو   1,2  تقابل من  إذن  . 2 ;   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  3 − 1   

;    𝑥𝜖 1,2∀ :  نعلم أن  .   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 ≤ 𝑥    

− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  3:  و لدٌنا  1 >  (حسب الآلة الحاسبة  )  0

− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 2:  إذن  2 ≤ 0 < 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  3 − 1.   

− 𝜖  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 2 0:  ٌعنً أن  2  ;   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  3 − 1 .   

  . بالتقابل  1,2  فً المجال 𝛼إذن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا 

− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 2   نحو   1,2  تقابل من  و ذلك لأن  2 ; 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  3 −

2    
!∃:  أو بتعبٌر آخر   𝛼 𝜖  1; 2   ;    𝛼 = 0.   

!∃:  أي   𝛼 𝜖  1; 2   ;   𝑓 𝛼 − 𝛼 = 0.   
!∃:  أي   𝛼 𝜖  1; 2   ;   𝑓 𝛼 = 𝛼.   

= 𝑥 ٌعنً أن المعادلة   𝑥     تقبل حلا وحٌدا 𝛼  1,2  فً المجال .   

− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 2:  إذن  2 ≤ 0    

=  𝑥لدٌنا الدالة  𝑓 𝑥 − 𝑥  1,2  دالة تناقصٌة قطعا على المجال .   
,𝛼  لأن   2,     تناقصٌة قطعا على المجال إذن  2 ⊂  1,2   

,𝛼  عنصرا من  𝑥لٌكن  . 2 .   𝑥 𝜖  𝛼, 2   ⟹   𝑥 ≥ 𝛼 
  ⟹    𝑥 ≤  𝛼   ;   𝑐𝑎𝑟   ↘   𝑠𝑢𝑟   𝛼, 2  
  ⟹   𝑓 𝑥 − 𝑥 ≤ 0   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓 𝛼 = 𝛼 
  ⟹   𝑓 𝑥 ≤ 𝑥     ;    ∀ 𝑥 𝜖  𝛼, 2  
  ⟹   𝑓 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛      ;    𝑐𝑎𝑟  𝑢𝑛  𝜖  𝛼, 2   ;   ∀𝑛𝜖ℕ 
  ⟹   𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛      ;     ∀𝑛𝜖ℕ 

  ⟹     𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ  𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒  𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 

, 𝑥 𝜖  𝛼 ∀:  إذن  𝑢𝑛    ;    𝑓 ′(𝑥) ≤
1

6 3
.   

, 𝛼 :  و ذلك لأن  𝑢𝑛  ⊂  1,2 .   

, 𝑐 𝜖  𝛼لدٌنا   𝑢𝑛 𝑓   إذن    ′(𝑐) ≤
1

6 3
.   

𝑢𝑛 نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد الموجب  − 𝛼  نجد : 

:    نستنتج أن  (2)و  (1)من 

. 

;   𝑥 𝜖  1,2 ∀ ( :    ب (1لدٌنا حسب السؤال     𝑓′(𝑥) ≤
1

6 3
 

 2      𝑓 ′(𝑐) ×  𝑢𝑛 − 𝛼 ≤
1

6 3
 𝑢𝑛 − 𝛼  

  ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

6 3
 𝑢𝑛 − 𝛼  

و من أجل ذلك نعتبر العبارة المنطقٌة  . سوؾ نستعمل البرهان بالترجع 
 𝑃𝑛  ًالمعرفة بما ٌل    : 𝑃𝑛  ∶   𝑢𝑛  𝜖  𝛼, 2 .   

𝑛من أجل   = 𝑢0  لدٌنا  0 = 2 𝜖  𝛼 , 2 .   

 .  صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة  

 . صحٌحة  𝑃𝑛  عددا صحٌحا طبٌعٌا و نفترض أن العبارة 𝑛لٌكن 

 :لقد حصلنا على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝑢𝑛  𝜖  𝛼, 2 .   

 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  ⟹   𝑢𝑛  𝜖  𝛼 ; 2  

⟹    𝛼 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 2 
⟹    𝑓 𝛼 ≤ 𝑓 𝑢𝑛 ≤ 𝑓 2   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑠𝑡  ↗   𝑠𝑢𝑟   1,2  

⟹    𝛼 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 2    

⟹    𝛼 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 2 ≤ 2           
𝑠𝑒𝑙𝑜𝑛 ج     1  

   

⟹    𝛼 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 2   

⟹     𝑢𝑛+1 𝜖  𝛼, 2 ⊂  𝛼, 2    

⟹     𝑢𝑛+1 𝜖  𝛼, 2    

⟹      𝑃𝑛+1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

  
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                     
 𝑃𝑛   ⟹    𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

  

   . 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  لدٌنا    𝑢𝑛  𝜖  𝛼, 2 .   
;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝑢𝑛 ≥ 𝛼.   

, 𝛼 نعتبر إذن المجال   𝑢𝑛   . 1,2   المتواجد ضمن  

   . 1,2  متصلة و قابلة للاشتقاق على المجال  𝑓لدٌنا 

, 𝛼  متصلة على المجال  𝑓إذن  𝑢𝑛 , 𝛼   و قابلة للاشتقاق على    𝑢𝑛  .   
 فً المجال  𝑓نستطٌع إذن تطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على الدالة 

 𝛼 , 𝑢𝑛  .  نستنتج أن     
∃ 𝑐 𝜖  𝛼 , 𝑢𝑛    ;   

𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝑓 ′(𝑐) 

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼 , 𝑢𝑛    ;    
𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
 =  𝑓 ′(𝑐)  

⟹     
 𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼  =  𝑓 ′ 𝑐  ×  𝑢𝑛 − 𝛼 
𝛼 < 𝑐 < 𝑢𝑛                                               

  

⟹     
 𝑢𝑛+1 − 𝛼 =  𝑓 ′ 𝑐  ×  𝑢𝑛 − 𝛼 
𝛼 < 𝑐 < 𝑢𝑛                                       

        1   

𝑓 

𝛼 
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 التمرين الأول  2 د 

 .و نلاحظ أن هذا العدد قد استقر

𝛼:  إذن  ≈ 1,0508827309 .   

 التمرين الرابع  1 أ 

 . بأكمله ℝ على 𝜑 قٌمة دنوٌة للدالة 0من خلال هذا الجدول نلاحظ أن 
;   𝑥𝜖ℝ∀ :  ٌعنً    𝜑 𝑥 ≥ 0.   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  ٌعنً     𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 ≥ 0.   

 بأكمله باعتبارها مجموع دوال ℝ دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على 𝜑لدٌنا 

  .ℝقابلة للاشتقاق على 
= 𝜑′ 𝑥:  لدٌنا  . ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن  𝑒𝑥 − 1.   

𝑥:  إذا كان  = = 𝜑′ 𝑥:    فإن 0 0.   

 :     بما ٌلً ℝ المعرفة على 𝜑نعتبر الدالة العددٌة  : الطريقة الأولى
 ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝜑 𝑥 = 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 

𝑥:  إذا كان  > < 𝜑′ 𝑥:    فإن 0 0.   
𝑥:  إذا كان  < > 𝜑′ 𝑥:    فإن 0 0.   

 :  فً الجدول التالً     نلخص إذن دراسة الدالة 

𝒙 0 

0 

−∞ 

𝜑 

− 𝜑′(𝑥) 0 + 

+∞ 

+∞ +∞ 

 :  نستنتج أن  (من نتٌجة السؤال ج

 نلاحظ أن  
1

6 3
 
𝑛

  متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

6 3
 و هو عدد موجب 

lim:   إذن 1و أصؽر من   
1

6 3
 
𝑛

= 0   

  ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤
1

6 3
 𝑢𝑛−1 − 𝛼  

 ≤  
1

6 3
  

1

6 3
  𝑢𝑛−2 − 𝛼  

 ≤  
1

6 3
  

1

6 3
  

1

6 3
  𝑢𝑛−3 − 𝛼  

⋮ ⋮ ⋮ 

 ≤  
1

6 3
 
𝑛

 𝑢𝑛−𝑛 − 𝛼  

  ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

6 3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼  ∶  إذن  

  ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

6 3
 
𝑛

 2 − 𝛼  ∶  إذن  

 lim
𝑛∞

 
1

6 3
 
𝑛

 2 − 𝛼 = 0    ∶  و منه  

 :  و بذلك نحصل على الوضعٌة التالٌة 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

6 3
 
𝑛

 2 − 𝛼 
           

 

𝒏∞ 

𝟎 

 :    أو بتعبٌر آخر نحصل على الوضعٌة التالٌة 

   − 
1

6 3
 
𝑛

 2 − 𝛼 
           

≤  𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

6 3
 
𝑛

 2 − 𝛼 
           

 

𝟎 𝟎 

𝒏∞ 𝒏∞ 

 :   و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 

lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 − 𝛼 = 0  ⟺   lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 𝛼 

  .𝛼  متقاربة و تؤول إلى العدد 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ و هذا ٌعنً أن المتتالٌة  

 :   باستعمال الآلة الحاسبة نتبع المراحل التالية 𝜶لتحديد قيمة عددية للعدد  : إضافة

   إظبط الآلة على الرادٌان𝑟𝑎𝑑.   

  لأن  ) = ثم 2إضؽط على𝑢0 = 2  ) 

  ًأكتب على الآلة التعبٌر التال  :𝑡𝑎𝑛−1    𝐴𝑛𝑠 + 2   .  

  مرات عدٌدة و متوالٌة حتى ٌستقر =بعد ذلك إضؽط على الزر 
: و سوؾ تحصل على ما ٌلً . العدد الظاهر على الشاشة 

   1,107148718:   المرة الأولى = 

   1,054761932:   المرة الثانٌة = 

   1,051105133:   المرة الثالثة = 

   1,050846941:   المرة الرابعة = 

   1,050828696:   المرة الخامسة = 

   1,050827407:   المرة السادسة = 

   1,050827316:   المرة السابعة = 

   1,050827310:   المرة الثامنة = 

   1,050827309:   المرة التاسعة = 

   1,050827309:   المرة العاشرة = 

   1,050827309:   المرة الحادٌة ع = 

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1                          ∶  و لدٌنا كذلك  

= lim
𝑥→+∞

𝑥  
𝑒𝑥

𝑥
− 1 −

1

𝑥
 =  +∞  +∞ = +∞ 

lim
𝑥→−∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1                         ∶  و لدٌنا كذلك  

= 0 + ∞ − 1 = +∞ 

𝜑 0 = 0  ∶  و لدٌنا كذلك  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  إذن     𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1.   

 بما ٌلً  ℝ المعرفتٌن على 𝑣 و 𝑢نعتبر الدالتٌن  : الطريقة الثانية

𝑢 𝑥 = 𝑒𝑥  و  𝑣 𝑥 = 𝑥 + 1.   
,0  دالتٌن متصلتٌن و قابلتٌن للاشتقاق على المجال 𝑣 و 𝑢لدٌنا  +∞  

 .لأنهما دالتٌن اعتٌادٌتٌن

نستنتج إذن من هذه الأشٌاء و باستعمال إحدى خاصٌات مبرهنة التزاٌدات 
                       f:  نستنتج أن  (3المنتهٌة التً تم التذكٌر بها فً التمرٌن 

                                           ∀ 𝑥 𝜖  0; +∞   ;   𝑢 𝑥 ≥ 𝑣(𝑥)   

= 𝑢 0                                         : و لدٌنا  𝑣 0 = 1.   
𝑥 ≥ 0  ⟹   𝑒𝑥 ≥ 𝑒0 

⟹   𝑒𝑥 ≥ 1 

⟹   𝑢′(𝑥) ≥ 𝑣 ′ (𝑥) 

𝜑 
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 التمرين الرابع  1 ب 

 التمرين الرابع  1 ج 

 التمرين الرابع  1 د 

 التمرين الرابع  2 أ 

;𝑥 𝜖  0 ∀     1 :  ٌعنً  +∞   ;   𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1.   

;𝑡 𝜖  0 ∀    :  و بنفس الطرٌقة نبٌن أن  +∞   ;   𝑒−𝑡 ≥ −𝑡 + 1   

= 𝑢 𝑡و ذلك بوضع   𝑒−𝑡  و  𝑣 𝑡 = −𝑡 + 1.   
𝑡نضع   = −𝑥 فنحصل على النتٌجة التالٌة  . 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  نستنتج أن  (2)و  (1)من    𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1   

 2     ∀ 𝑥 𝜖  −∞, 0   ;   𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1     

 . عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑡لٌكن 
𝑡:                                          لدٌنا  > 0  ⟹  −𝑡2 < 0 

⟹   𝑒−𝑡2
< 1 

⟹   
𝑒−𝑡2

𝑡
<

1

𝑡
   ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑡 > 0 
 3  

𝑡 :   من جهة أخرى لدٌنا  > 0  ⟹   𝑡 𝜖 ℝ 

⟹   −𝑡2  𝜖 ℝ 

⟹   −𝑡2 + 1 ≤ 𝑒−𝑡2
  ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  أ   1  

⟹   
−𝑡2 + 1

𝑡
≤

𝑒−𝑡2

𝑡
    ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑡 > 0 

⟹    
1

𝑡
− 𝑡 ≤

𝑒−𝑡2

𝑡
     4  

 :    نستنتج أن  (4)و  (3)من 

  ∀ 𝑡 > 0    ;     
1

𝑡
− 𝑡 ≤

𝑒−𝑡2

𝑡
≤  

1

𝑡
     ∎  

 . عددان حقٌقٌان موجبان قطعا 𝑡 و 𝑥لٌكن 

𝑡 > 0  ⟹    
1

𝑡
− 𝑡 ≤

1

𝑡
 𝑒−𝑡2

≤
1

𝑡
   ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 ∎  

⟹     
1

𝑡
− 𝑡 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤   
1

𝑡
 𝑒−𝑡2

 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤   
1

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡    

𝑐𝑎𝑟  𝑐𝑒𝑠  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑡𝑒𝑠  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑡  𝑥 < 2𝑥 

⟹    ln 𝑡 −
𝑡2

2
 
𝑥

2𝑥

≤ 𝑓(𝑥) ≤  ln 𝑡  𝑥
2𝑥     

⟹    ln 𝑡 −
𝑡2

2
 
𝑥

2𝑥

≤ 𝑓 𝑥 ≤  ln 𝑡  𝑥
2𝑥    ;   𝑐𝑎𝑟  𝑡 > 0   

⟹    ln 2𝑥 −
4𝑥2

2
 −  ln 𝑥 −

𝑥2

2
 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ ln 2𝑥 − ln 𝑥 

⟹    ln  
2𝑥

𝑥
 −

3𝑥2

2
 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ ln  

2𝑥

𝑥
  

⟹    ln 2 −
3𝑥2

2
 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ ln 2 

 : نحسب النهاٌة التالٌة 0 على ٌمٌن الصفر 𝑓لدراسة اشتقاق الدالة 

 . عددان حقٌقٌان موجبان قطعا 𝑥 و 𝑡لٌكن 

lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
  

𝑥 > 0  ⟹    ln 2 −
3𝑥2

2
≤ 𝑓 𝑥 ≤ ln 2 

⟹    
−3𝑥2

2
≤ 𝑓 𝑥 − ln 2 ≤ 0 

⟹    
−3𝑥

2
≤

𝑓 𝑥 − ln 2

𝑥
≤ 0   ;    𝑥 > 0 

⟹     
−3𝑥

2
 

   
≤  

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 ≤ 0     

⟹     lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = 0 = 𝑓𝑑

′ 0     

⟹     𝑓  𝑒𝑠𝑡  𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒  à  𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒  𝑒𝑛  0    

𝟎 

𝒙 → 𝟎+ 
𝒙 → 𝟎+ 

𝟎 

 عنصرا من المجال 𝑎 و كان 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت  : تذكير
𝐼 .  فإن𝑓 تقبل عدة دوال أصلٌة على المجال 𝐼 .  و بالخصوص𝑓 تقبل دالة 

 : و تحقق ما ٌلً 𝑎 التً تنعدم فً 𝐹أصلٌة 

,0  عنصرا من المجال  𝑎فً هذا التمرٌن، لٌكن  +∞ .   

,0  المعرفة على المجال 𝑢نعتبر الدالة العددٌة   :     بما ٌلً  ∞+

,0  معرفة و متصلة على المجال 𝑢نلاحظ أن الدالة   لأنها خارج  ∞+

,0 دالتٌن متصلتٌن على المجال  𝑡 و  ∞+ ≠ 0.  
,0  تقبل عدة دوال أصلٌة على المجال  𝑢: إذن حسب التذكٌر  +∞ .   

,0  على المجال  𝑣 تقبل دالة أصلٌة 𝑢و بالخصوص    و التً تنعدم  ∞+

 : و تحقق ما ٌلً 𝑎فً 

 :     نكتب 𝑓و بالتالً بالرجوع إلى تعرٌؾ الدالة 

  
𝑣 𝑎 = 0        
𝑣 ′ 𝑥 = 𝑢(𝑥)

و 

𝑣 ∶    0, +∞   ⟶   ℝ+                                 

𝑥  ⟶    𝑢(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡
 

𝑓 𝑥 =   
𝑒−𝑡2

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

=   
𝑒−𝑡2

𝑡
 

𝑎

𝑥

𝑑𝑡 +   
𝑒−𝑡2

𝑡
 

2𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

= −  
𝑒−𝑡2

𝑡
 

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 +   
𝑒−𝑡2

𝑡
 

2𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

= −𝑣(𝑥) + 𝑣(2𝑥) 

  
𝐹 𝑎 = 0        
𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥)

و 

𝐹 ∶   𝐼  ⟶   ℝ                             

𝑥  ⟶    𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

𝑢 𝑡 =
𝑒−𝑡2

𝑡
   ;    ∀ 𝑡 > 0 

lim :  نحسب النهاٌة التالٌة 0 على ٌمٌن  لدراسة اتصال الدالة 
𝑥→0+

𝑓(𝑥) 

𝑥 > 0  ⟹    ln 2 −
3

2
𝑥2 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ ln 2 

⟹     ln 2 −
3

2
𝑥2 

         
≤ 𝑓 𝑥 ≤  ln 2     

⟹    lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = ln 2 = 𝑓(0) 

⟹    𝑓  𝑒𝑠𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒  à  𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒  𝑒𝑛  0 

𝐥𝐧 𝟐 
𝐥𝐧 𝟐 

𝒙 → 𝟎+ 
𝒙 → 𝟎+ 

𝑥 ∀ : نحصل إذن على العلاقة التالٌة  > 0   ;   𝑓 𝑥 = 𝑣 2𝑥 − 𝑣(𝑥)   
𝑥      نلاحظ أن الدوال 𝑥  و  ⟶ ⟶ 2𝑥 و  𝑣 دوال معرفة و قابلة 
,0 للاشتقاق على   +∞ .   

𝑥إذن الدالة  ⟶ 𝑣 2𝑥  0  قابلة للاشتقاق على,  لأنها مُركب دالتٌن  ∞+

,0 قابلتٌن للاشتقاق على المجال   +∞ .   
,0  دالة قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓و منه   باعتبارها فرق دالتٌن  ∞+

,0 قابلتٌن للاشتقاق على   +∞ .   

𝑓 

𝑥 
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 التمرين الرابع  2 ب 

 التمرين الرابع  3 أ 

 التمرين الرابع  3 ب 

 الخامس التمرين  1 أ 

 الخامسالتمرين  1 ب 

𝑓إذن إشارة   ′(𝑥)  1   تتعلق فقط بإشارة الكمٌة − 𝑒3𝑥2
 .   

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝑓 ′ 𝑥 =
𝑒−4𝑥2

𝑥
 1 − 𝑒3𝑥2

   ∶  لدٌنا   

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝑓 ′ 𝑥 =
𝑒−4𝑥2

𝑥
> 0   ∶  نلاحظ  أن   

  .𝑓من خلال جدول تؽٌرات الدالة 

,0  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝑓لدٌنا  +∞ .   

,0  تقابل من المجال  𝑓إذن  ,𝑓   0  نحو المجال   ∞+ +∞   .   

,0  تقابل من المجال  𝑓إذن  ,0   نحو المجال   ∞+ ln 2 .   

𝑓   0, +∞   =  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) ;  𝑓 0  =  0 ; ln 2  ∶  و لدٌنا  

𝒙 

𝟎 

0 

𝑓 

𝑓′(𝑥) − 

+∞ 

𝐥𝐧 𝟐 

 ثم نرسم مماثله بالنسبة للمُنَصِّؾ الأول  𝒞𝑓  نرسم أولا  𝒞𝑓−1 لرسم 

𝑦أي المستقٌم ذو المعادلة   )للمعلم  = 𝑥  ) 

𝓞 𝓲 

𝓳 

𝐥𝐧 𝟐 

 𝓒𝒇  

 𝓒𝒇−𝟏  

𝐥𝐧 𝟐 

𝑥                                          :  و لدٌنا كذلك  > 0  ⟹   3𝑥2 > 0 

⟹    𝑒3𝑥2
> 1 

⟹    1 − 𝑒3𝑥2
< 0 

⟹    
𝑒−4𝑥2

𝑥
 1 − 𝑒3𝑥2

 < 0 

⟹    𝑓 ′ 𝑥 < 0    ;   𝑥 > 0 

⟹    𝑓  𝑒𝑠𝑡  ↘   𝑠𝑢𝑟   0, +∞  

 .   ∗𝜖 ℝ  عددا تخٌلٌا صرفا حٌث  𝑎𝑖لٌكن 

  .𝑖 تقبل حلا تخٌلٌا صرفا و هو العدد   إذن المعادلة 

𝑎𝑖  𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒   𝐸  

⟺    𝑎𝑖 3 −  4 + 𝑖  𝑎𝑖 2 +  13 + 4𝑖  𝑎𝑖 − 13𝑖 = 0 

⟺   −𝑎3𝑖 + 𝑎2 4 + 𝑖 + 13 𝑎𝑖 − 4𝑎 − 13𝑖 = 0 

⟺    4𝑎2 − 4𝑎 +  𝑎2 − 𝑎3 + 13𝑎 − 13 𝑖 = 0 

⟺     4𝑎2 − 4𝑎 = 0                    
𝑎2 − 𝑎3 + 13𝑎 − 13 = 0

  

⟺     
4𝑎 𝑎 − 1 = 0                    

𝑎2 − 𝑎3 + 13𝑎 − 13 = 0
  

⟺     
𝑎 = 1   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑎 ≠ 0        

𝑎2 − 𝑎3 + 13𝑎 − 13 = 0
  

⟺   𝑎 = 1 

𝑧3للحدودٌة  القسمة الأقلٌدٌة فً البداٌة ننجز  −  4 + 𝑖 𝑧2 +  13 + 4𝑖 𝑧 −

13𝑖  على الحدودٌة   𝑧 − 𝑖  ًكما ٌل  : 

 :   إذن من هذه القسمة الأقلٌدٌة نستنتج أن 

𝑧2 المعادلة  ℂلنحل فً  − 4𝑧 + 13 = 0.   

= ∆لدٌنا     6𝑖 2  إذن المعادلة  𝑧2 − 4𝑧 + 13 =  𝑧1  تقبل حلٌن 0

     :      المعرفٌن بما ٌلً 𝑧2و 
𝑧1 = 2 + 3𝑖
𝑧2 = 2 − 3𝑖

  

𝑧3 −  4 + 𝑖 𝑧2 +  13 + 4𝑖 𝑧 − 13𝑖 =  𝑧 − 𝑖  𝑧2 − 4𝑧 + 13  

∶  𝐸  :     تُصبح  𝐸 و بذلك المعادلة      𝑧 − 𝑖  𝑧2 − 4𝑧 + 13 = 0 
⟺     𝑧 − 𝑖 = 𝑧2     أو   0 − 4𝑧 + 13 = 0 

𝑧3 −  4 + 𝑖 𝑧2 +  13 + 4𝑖 𝑧 − 13𝑖

𝑧3 − 𝑖 𝑧2                                                
−4𝑧2 +  13 + 4𝑖 𝑧 − 13𝑖

−4𝑧2 + 4𝑖𝑧                           
13𝑧 − 13𝑖
13𝑧 − 13𝑖

0

𝑧 − 𝑖                 
𝑧2 − 4𝑧 + 13

 

𝑥 ∀                      : و لدٌنا  > 0   ;   𝑓 𝑥 =  𝑣 2𝑥 − 𝑣 𝑥  
′

  

= 2 𝑣 ′ 2𝑥 − 𝑣 ′ (𝑥) 

= 2 𝑢 2𝑥 − 𝑢(𝑥) 

= 2  
𝑒− 2𝑥 2

2𝑥
 −

𝑒−𝑥2

𝑥
 

=
𝑒−4𝑥2

𝑥
−

𝑒−𝑥2

𝑥
 

=
𝑒−4𝑥2

𝑥
 1 − 𝑒3𝑥2

  

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝑓 ′ 𝑥 =
𝑒−4𝑥2

𝑥
 1 − 𝑒3𝑥2

   ∶  و بالتالً   

𝑎 

𝐸 
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 الخامسالتمرين  1 ج 

 التً من أجلها ٌكون 𝑛 مجموعة الأعداد الصحٌحة الطبٌعٌة 𝐹لتكن 

𝑧1 العدد   − 𝑧0 
𝑛 عددا حقٌقٌا سالبا  . 

 الخامسالتمرين  2 أ 

 الخامسالتمرين  2 ب 

 الخامسالتمرين  2 ج 

 الخامسالتمرين  2 د 

𝐹                                : ٌعنً  =   𝑛 𝜖 ℕ   ;     𝑧1 − 𝑧0 
𝑛  𝜖 ℝ−   

=   𝑛 𝜖 ℕ   ;     2 + 3𝑖 − 𝑖 𝑛  𝜖 ℝ−   

=   𝑛 𝜖 ℕ   ;     2 + 2𝑖 𝑛  𝜖 ℝ−   

=   𝑛 𝜖 ℕ   ;    2𝑛 1 + 𝑖 𝑛  𝜖 ℝ−   

=   𝑛 𝜖 ℕ   ;     1 + 𝑖 𝑛  𝜖 ℝ−   

=   𝑛 𝜖 ℕ   ;      2 
𝑛

 
 2

2
+ 𝑖 

 2

2
 

𝑛

 𝜖 ℝ−   

=   𝑛 𝜖 ℕ   ;      2 
𝑛

 𝑒
𝑖𝜋
4  

𝑛

 𝜖 ℝ−   

=   𝑛 𝜖 ℕ   ;     𝑒
𝑖𝑛𝜋

4   𝜖  ℝ−   

=   𝑛 𝜖 ℕ   ;     
𝑛𝜋

4
≡ 𝜋  2𝜋   

=   𝑛 𝜖 ℕ   ;     
𝑛𝜋

4
= 𝜋 + 2𝑘𝜋   ;   𝑘 𝜖 ℕ  

=   𝑛 𝜖 ℕ   ;     𝑛 =  4 + 8𝑘    ;   𝑘 𝜖 ℕ  

=   4 + 8𝑘   ;    𝑘𝜖ℕ   

𝐹 =   4 + 8𝑘   ;    𝑘𝜖ℕ   ∶  إذن  

;   𝑘𝜖ℕ∀ :  أو بتعبٌر آخر     𝑧1 − 𝑧0 
4+8𝑘   𝜖  ℝ−.   

 ⟺   𝑧𝐴′ = −2 2 𝑖 + 2 + 3𝑖 

 ⟺   𝑧𝐴′ = 2 +  3 − 2 2 𝑖 

 :    بما ٌلً هو الدوران المعرؾ   لدٌنا  

𝑟 𝐴 = 𝐴′  ⟺    𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵 = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑧𝐴 − 𝑧𝐵  

 ⟺   𝑧𝐴′ −  2 + 3𝑖 = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑖 − 2 − 3𝑖  

 ⟺   𝑧𝐴′ =  
 2

2
+ 𝑖 

 2

2
  −2 − 2𝑖 +  2 + 3𝑖  

 ⟺   𝑧𝐴′ =  
 2

2
  −2  1 + 𝑖 2 + 2 + 3𝑖 

 ⟺   𝑧𝐴′ =  
 2

2
  −2  2𝑖 + 2 + 3𝑖 

𝑟𝐵  
𝜋

4
  ∶    𝒫  ⟶   𝒫                    

𝑀 𝑧  ⟶  𝑀′ 𝑧′ 
 

′𝑧𝐴 :  ٌعنً  − 𝑧𝐵 = 𝑘 𝑧𝐴′ − 𝑧𝐶    

=        ′𝐵𝐴:  أي باستعمال الترجمة المتجهٌة نكتب  𝑘 𝐶𝐴′        حٌث  𝑘𝜖ℝ.  

 . نقط مستقٌمٌة 𝐶 و ′𝐴 و 𝐵و هذا ٌعنً أن النقط 

𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵

𝑧𝐴′ − 𝑧𝑐
=

2 + 3𝑖 − 2 2 𝑖 − 2 − 3𝑖

2 + 3𝑖 − 2 2 𝑖 − 2 + 3𝑖
                  ∶  لدٌنا  

=
−2 2 𝑖

6𝑖 − 2 2 𝑖
=

2 2

2 2 − 6
= 𝑘 𝜖 ℝ 

𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵

𝑧𝐴′ − 𝑧𝑐
= 𝑘   ∶  إذن  

 : بعد إٌجادنا لنسبة هذا التحاكً نبحث إذن عن صٌؽته العقدٌة كما ٌلً 

ٌُحول 𝐵 التحاكً  الذي مركزه لٌكن    .′𝐴 إلى 𝐶 و 

=  𝐶 . نسبة هذا التحاكً 𝑡و لٌكن  𝐴′  ⟺    𝐵𝐴′        = 𝑡 𝐵𝐶       

 ⟺     𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵 = 𝑡  𝑧𝐶 − 𝑧𝐵  

 ⟺     2 + 3𝑖 − 2 2 𝑖 − 2 − 3𝑖 = 𝑡  2 − 3𝑖 − 2 − 3𝑖  

 ⟺   −2 2 𝑖 = −6𝑡 𝑖 

 ⟺    𝑡 =
−2 2 𝑖

−6𝑖
=

 2

3
 

= 𝐴 لدٌنا   𝐴′     و  𝐶 = 𝐴′.    إذن  :𝑟 𝐴 =  𝐶 .   

=  −1 𝑟 𝐴:   نجد −1نُدخل التطبٌق  −1  𝐶     

−1 :  ٌعنً  ∘ 𝑟  𝐴 = 𝐶.   
−1إذن   ∘ 𝑟ل النقطة .   تطبٌق فً المستوى العقدي ٌُحوِّ  . 𝐶 إلى النقطة 𝐴و 

𝑧𝐶:  و لدٌنا  = 2 − 3𝑖  و  𝑧𝐴 = 𝑖.   

𝑧𝐶:  ٌعنً أن  = 2 − 3 𝑧𝐴.   

−1و بالتالً التطبٌق   ∘ 𝑟 ًمعرؾ بما ٌل      : 

−1 ∘ 𝑟  ∶    𝒫   ⟶    𝒫                                  

𝑀 𝑧 ⟶ 𝑀′ 2 − 3𝑧 
 

   . ′𝑀′ 𝑧  و   𝑀 𝑧نعتبر النقطتٌن  

 𝑀 = 𝑀′  ⟺   𝐵𝑀′         =
 2

3
 𝐵𝑀        

 ⟺    𝑧𝑀′ − 2 − 3𝑖 =
 2

3
 𝑧𝑀 − 2 − 3𝑖  

 ⟺    𝑧′ − 2 − 3𝑖 =
 2

3
 𝑧 − 2 − 3𝑖  

 ⟺    𝑧′ =
 2

3
𝑧 −

2 2

3
−  2 𝑖 + 2 + 3𝑖 

 ⟺    𝑧′ =
 2

3
𝑧 +  3 −  2 𝑖 + 2 −

2 2

3
 

 :    تحاكً مُعرؾ بما ٌلً و بالتالً 

𝐵  
 2

3
  ∶   𝒫   ⟶    𝒫                                                                       

𝑀 𝑧 ⟶ 𝑀′  
 2

3
𝑧 +  3 −  2 𝑖 + 2 −

2 2

3
 

 

𝑟 

𝑟 
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 التمرين الأول  1  

 

 التمرين الأول  2  

 ؼٌر فارؼة إذا تمكنا من رصد عنصر واحد على الأقل 𝑀تكون المجموعة 

 𝑛 ، و فً حالتنا هذه الأمر سهل جدا لأن كل قٌمة لـ 𝑀فً المجموعة 

 .3 من الرتبة 𝐴𝑛تعطٌنا مصفوفة 

𝑛و بذلك إذا كان   = 𝐴1  نحصل على   0 =  
1 0 1
0 1 0
1 0 1

 .   

فً بعض الأحٌان و فً بعض المجموعات نجد عادة صعوبة فً تحدٌد 

 .عنصر واحد على الأقل ٌنتمً إلى المجموعة المدروسة  

 التمرين الأول  3  

, ℳ3 ℝ نعلم أن                               حلقة تبادلٌة و واحدٌة  ×,+

𝐼  وحدتها =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝒪  و صفرها    =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

    

   . ℳ3 ℝ تبادلً فً  ×إذن 

   . ×, ℳ3 ℝ  جزء مستقر من  𝑀و لدٌنا 

  .𝑀 قانون تركٌب داخلً فً ×إذن 

𝑀لأن   . 𝑀 تبادلً كذلك فً ×و منه  ⊂ ℳ2 ℝ .   

 التمرين الأول  5  

 التمرين الأول  5  

 التمرين الثاني  1  

 التمرين الثاني 2  

   . ×, ℳ3 ℝ  جزء مستقر من  𝑀و بالتالً 

∀  𝐴𝑛  , 𝐴𝑚  𝜖 𝑀2   ;   𝐴𝑛 × 𝐴𝑀  𝜖 𝑀 

 𝑀  إذا كانت  ×; ℳ3 ℝ  جزءا مستقرا فً  𝑀تكون المجموعة 

 : مجموعة ؼٌر فارؼة و تُحقق ما ٌلً 

 . عددان نسبٌان 𝑛 و 𝑚 حٌث 𝑀  مصفوفتٌن من 𝐴𝑛  و  𝐴𝑚لتكن  

,𝑚 :    لأن  𝑛  𝜖 ℤ2   ⟹    𝑚 + 𝑛 + 1  𝜖 ℤ 

𝐴𝑚  ∀:  إذن   , 𝐴𝑛  𝜖 𝑀2   ;   𝐴𝑚 × 𝐴𝑛  𝜖 𝑀   

𝐴𝑚 × 𝐴𝑛 =  
2𝑚 0 2𝑚

0 1 0
2𝑚 0 2𝑚

 ×  
2𝑛 0 2𝑛

0 1 0
2𝑛 0 2𝑛

                 ∶  لدٌنا  

=  
2𝑚 × 2𝑛 + 2𝑚 × 2𝑛 0 2𝑚 × 2𝑛 + 2𝑚 × 2𝑛

0 1 0
2𝑚 × 2𝑛 + 2𝑚 × 2𝑛 0 2𝑚 × 2𝑛 + 2𝑚 × 2𝑛

  

=  
2 × 2𝑚+𝑛 0 2 × 2𝑚+𝑛

0 1 0
2 × 2𝑚+𝑛 0 2 × 2𝑚+𝑛

  

=  
2𝑚+𝑛+1 0 2𝑚+𝑛+1

0 1 0
2𝑚+𝑛+1 0 2𝑚+𝑛+1

 = 𝐴𝑚+𝑛+1 𝜖 𝑀 

 . عددان صحٌحان طبٌعٌان𝑛 و 𝑚لٌكن 
   . ℳ3 ℝ فً  ×سوؾ نستعمل فً هذا السؤال تجمٌعٌة القانون 

𝑀 لأن  𝑀 فً ×و بالأخص تجمٌعٌة القانون  ⊂ ℳ3 ℝ .   
𝐴𝑚  :  و سوؾ نستعمل كذلك النتٌجة التالٌة  × 𝐴𝑛 = 𝐴𝑚+𝑛+1  

𝐴𝑚                         :  لدٌنا   𝑛 =  𝐴𝑚 × 𝐴𝑚  × 𝐴𝑚 × ⋯ × 𝐴𝑚
                   

𝑛  𝑓𝑜𝑖𝑠

 

,𝑚  ∀:  و بالتالً  𝑛  𝜖 ℕ2  ;    𝐴𝑚  𝑛 = 𝐴𝑚𝑛 +𝑛−1   

 𝐴2 :  و نستنتج من ذلك أن 
3 = 𝐴2×3+3−1 = 𝐴8   

= 𝐴2𝑚+1 × 𝐴𝑚 × ⋯ × 𝐴𝑚
         

 𝑛−2  𝑓𝑜𝑖𝑠

 

= 𝐴3𝑚+2 × 𝐴𝑚 × ⋯ × 𝐴𝑚
         

 𝑛−3  𝑓𝑜𝑖𝑠

 

= 𝐴4𝑚+3 × 𝐴𝑚 × ⋯ × 𝐴𝑚
         

 𝑛−4  𝑓𝑜𝑖𝑠

 

= 𝐴 𝑛−1 𝑚+ 𝑛−2 × 𝐴𝑚  

= 𝐴 𝑛−1 𝑚+ 𝑛−2 +𝑚+1 

= 𝐴𝑚𝑛 +𝑛−1 

  . 𝑃   نقطة من المستوى العقدي  𝑀 𝑧لتكن  

𝑓  صامدة  بالدالة  𝑀  ⟺   𝑓 𝑀 = 𝑀 

  ⟺   𝑧 =
𝑧 − 𝑎

𝑧 − 1
 

  ⟺   𝑧 𝑧 − 1 = 𝑧 − 𝑎 

  ⟺   𝑧2 − 2𝑧 + 𝑎 = 0 

∶  𝐺 :    المعادلة ℂلنحل فً    𝑧2 − 2𝑧 +  1 + 𝑒𝑖𝜃    

:  بحٌث
𝜋

2
< 𝜃 <

3𝜋

2
.   

= ∆:  لدٌنا    −2 2 − 4 1 + 𝑒𝑖𝜃  = 4  1 −  1 + 𝑒𝑖𝜃      

= −4 𝑒𝑖𝜃 =  2𝑖 𝑒
𝑖𝜃
2  

2

 

 : معرفٌن بما ٌلً 𝑧2 و 𝑧1 تقبل حلٌن عقدٌٌن 𝐺إذن 

 :   على شكلٌهما المثلثً نستعٌن بالقاعدة التالٌة 𝑧2 و 𝑧1و لكً نكتب 

 .التً ٌجب التذكٌر بها أولا ثم تطبٌقها 

𝑧1         : إذن  = 1 − 𝑖 𝑒
𝑖𝜃

2 = 𝑒𝑖0 + 𝑒
−𝑖𝜋

2 𝑒
𝑖𝜃

2 = 𝑒𝑖0 + 𝑒
𝑖 

𝜃

2
−

𝜋

2
 

 

𝑧1 =
2 − 2𝑖 𝑒

𝑖𝜃
2

2
= 1 − 𝑖 𝑒

𝑖𝜃
2

𝑧2 =
2 + 2𝑖 𝑒

𝑖𝜃
2

2
= 1 + 𝑖 𝑒

𝑖𝜃
2

 

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  
𝑥 − 𝑦

2
  𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
 
 

= 2 cos  
0− 

𝜃
2
−

𝜋
2
 

2
  𝑒

𝑖 
0+ 

𝜃
2
−

𝜋
2
 

2
 

 

= 2 cos  
𝜋

4
−

𝜃

4
  𝑒

𝑖 
𝜃
4
−

𝜋
4
 
 

=  2 cos  
𝜋

4
−

𝜃

4
   ,  

𝜃

4
−

𝜋

4
   

   . ℳ3 ℝ فً  ×سوؾ نستعمل تجمٌعٌة القانون 

𝑀 لأن  𝑀 فً ×أو بالأخص تجمٌعٌة القانون  ⊂ ℳ2 ℝ .   
𝐴𝑚:  و سوؾ نستعمل كذلك النتٌجة  × 𝐴𝑛 = 𝐴𝑚+𝑛+1.   

 𝐴2 
3 = 𝐴2 × 𝐴2 × 𝐴2 =  𝐴2 × 𝐴2 × 𝐴2 

= 𝐴2+2+1 × 𝐴2 = 𝐴5 × 𝐴2 

= 𝐴5+2+1 = 𝐴8 

 𝐴2 :  و بالتالً 
3 = 𝐴8   
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 التمرين الثاني 3 أ 

 التمرين الثاني 3 ب 

 التمرين الثاني 3 ج 

𝑀 من الدائرة المثلثٌة حٌث  𝑀 صورة نقطة ′𝑀طرٌقة إنشاء  ≠ 𝐵.   

 تنتمً إلى الدائرة 𝑀 كمعطى بدئً حٌث 𝑀ننطلق من النقطة  (1
𝑀المثلثٌة و   ≠ 𝐵   

2)  𝐵  نقطة من المحور الحقٌقً معلومة و لحقها هو𝑧𝐵 = 1 .  

 و العمودي على المحور الحقٌقً  𝑀 المار من  ∆ نرسم المستقٌم  (3

 . 𝐾ٌقطع الدائرة المثلثٌة فً نقطة نسمٌها  ∆   (4

 و هً صورة ′𝑀 ٌقطع المحور التخٌلً فً نقطة   المستقٌم  (5
 . 𝑓 بالتحوٌل 𝑀النقطة 

 :  رسم مبياني توضيحي 

𝓞 𝐞𝟏      

𝐞𝟐      

−𝐢 

𝐁 

𝑀 𝑧  

𝑘 

𝑀′ 𝑧′  

𝑙𝑒 𝑝𝑙𝑎𝑛
𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒

 

𝑙′𝑎𝑥𝑒
𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒

 

𝑙′𝑎𝑥𝑒
𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒

 

−1 

𝑧2:   و كذلك  = 1 + 𝑖 𝑒
𝑖𝜃

2 = 𝑒𝑖0 + 𝑒
𝑖𝜋

2 𝑒
𝑖𝜃

2 = 𝑒𝑖0 + 𝑒
𝑖 

𝜃

2
+

𝜋

2
 

  

= 2 cos  
0− 

𝜃
2

+
𝜋
2
 

2
  𝑒

𝑖 
0+ 

𝜃
2

+
𝜋
2
 

2
 

 

= 2 cos  − 
𝜋

4
+

𝜃

4
   𝑒

𝑖 
𝜃
4

+
𝜋
4
 
 

= 2 cos  
𝜃

4
+

𝜋

4
  𝑒

𝑖 
𝜃
4

+
𝜋
4
 
 

=  2 cos  
𝜋

4
+

𝜃

4
   ,  

𝜃

4
+

𝜋

4
   

⟺    𝑧′𝜖 𝑖ℝ  :  لنبٌن التكافؤ التالً     𝑧 = 1   
 .ننطلق من الطرؾ الأٌسر و نحاول إٌجاد الطرؾ الأٌمن 

𝑧′𝜖 𝑖ℝ  ⟺   𝑧′ = 𝑖𝑦   ;    𝑦 𝜖 ℝ 

⟺   
𝑧 + 1

𝑧 − 1
= 𝑖𝑦    

⟺   𝑖𝑦 𝑧 − 1 = 𝑧 + 1    

⟺   𝑖𝑦𝑧 − 𝑖𝑦 = 𝑧 + 1    

⟺   𝑧 𝑖𝑦 − 1 = 1 + 𝑖𝑦    

⟺    𝑧 =
𝑖𝑦 + 1

𝑖𝑦 − 1
    ;   𝑦𝜖ℝ  

⟺    𝑧 =
𝑖𝑦 + 1

𝑖𝑦 − 1
×

𝑖𝑦 + 1

𝑖𝑦 + 1
      

⟺    𝑧 =
 𝑖𝑦 + 1 2

−𝑦2 − 1
=  

𝑦2 − 1

𝑦2 + 1
 − 𝑖  

2𝑦

𝑦2 + 1
       

⟹     𝑧 =   
𝑦2 − 1

𝑦2 + 1
 

2

+  
2𝑦

𝑦2 + 1
 

2

      

⟹     𝑧 =  
𝑦4 − 2𝑦2 + 1 + 4𝑦2

 𝑦2 + 1 2
      

⟹     𝑧 =   
𝑦2 + 1

𝑦2 + 1
 

2

  = 1   

= 𝑧 :  لنبٌن الاستلزام  : عكسيا 1  ⟹   𝑧′  𝜖  𝑖ℝ   

=  نفترض أن   . و سوؾ نستعمل أثناء الحساب الأشٌاء التالٌة 1

  
𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  

𝑥−𝑦

2
 𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
 

1 = 𝑒𝑖0 = 𝑒2𝑖𝜋                              
−1 = 𝑒−𝑖𝜋 = 𝑒𝑖𝜋                            

  

 𝑧 = 1  ⟹   𝑧 = 𝑒𝑖𝜃    ;     𝜃 ≠ 0 

⟹   𝑧′ =
𝑒𝑖𝜃 + 1

𝑒𝑖𝜃 − 1
   ;     𝜃 ≠ 0 

  =
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒𝑖0

𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜋
   ;     𝜃 ≠ 0 

  =
2 cos 𝜃

2
 𝑒

𝑖𝜃
2

2 cos 𝜃+𝜋
2

 𝑒
𝑖 

𝜃
2
−

𝜋
2
 

   ;     𝜃 ≠ 0 

  =   
cos 𝜃

2
 

cos 𝜃+𝜋
2

 
 𝑒

𝑖 
𝜃
2
−

𝜃
2

+
𝜋
2
 
    ;     𝜃 ≠ 0 

  =   
cos 𝜃

2
 

cos 𝜃+𝜋
2

 
 𝑒

𝑖𝜋
2     ;     𝜃 ≠ 0 

  =   
cos 𝜃

2
 

cos 𝜃+𝜋
2

 
  𝑖  ;   𝑎𝑣𝑒𝑐   

cos 𝜃
2
 

cos 𝜃+𝜋
2

 
  𝜖 ℝ 

لم نتمكن من إتمام هذا البرهان بالتكافؤات و لقد حصلنا فقط على الإستلزام 

⟹  𝑧′𝜖 𝑖ℝ :التالً      𝑧   = 1   

′𝑧 :  الخلاصة  𝜖  𝑖ℝ   ⟺     𝑧 = 1   

⟹   𝑧′  𝜖  𝑖ℝ 

𝑀′ = 𝑓 𝑀   ⟺   𝑧′ =
𝑧 + 1

𝑧 − 1
                                              ∶  لدٌنا  

  ⟺   𝑧′ − 1 =
𝑧 + 1

𝑧 − 1
− 1 

  ⟺   𝑧′ − 1 =
𝑧 + 1 −  𝑧 − 1 

𝑧 − 1
 

  ⟺   𝑧′ − 1 =
2

𝑧 − 1
 

  ⟹   arg 𝑧′ − 1 ≡ arg  
2

𝑧 − 1
   2𝜋  

  ⟹   arg 𝑧′ − 1 ≡ arg 2 − arg 𝑧 − 1   2𝜋  

  ⟹   arg 𝑧′ − 1 ≡ 0 − arg 𝑧 − 1   2𝜋  

  ⟹   arg 𝑧′ − 1 ≡ − arg 𝑧 − 1   2𝜋  

  ⟹   arg 𝑧′ − 1 + arg 𝑧 − 1 ≡ 0  2𝜋  

  ⟹   arg  
𝑧′ − 1

1 − 0
 + arg  

𝑧 − 1

1 − 0
 ≡ 0  2𝜋  

  ⟹   arg  
𝑧𝑀′ − 𝑧𝐵

𝑧𝑒1     − 𝑧𝑂
 + arg  

𝑧𝑀 − 𝑧𝐵

𝑧𝑒1     − 𝑧𝑂
 ≡ 0  2𝜋  

  ⟹    𝑒1    , 𝐵𝑀′          
            

+  𝑒1    , 𝐵𝑀                   ≡ 0  2𝜋  

𝑧 

𝐵𝐾 
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 التمرين الثالث  1 أ 

 التمرين الثالث 1 ب 

 التمرين الثالث 2 أ 

𝑥2 ثلاثة أعداد صحٌحة نسبٌة حٌث  𝑧 و 𝑦 و 𝑥لتكن  + 𝑦2 = 3𝑧2.   

3:  نلاحظ فً البداٌة أن  ≡ 0  3 .   

;   𝑧𝜖ℤ∀ :  إذن    3𝑧2 ≡ 0  3 .   
𝑥2 :  و منه  + 𝑦2 ≡ 0  3 .   

𝑥:  نستنتج أن ( ب (1و منه حسب نتٌجة السؤال  ≡ 𝑦 ≡ 0  3 .   
𝑥:  ٌعنً  ≡ 𝑦  و   3  0 ≡ 0  3 .   

𝑥:  أي  = 3𝑘  و  𝑦 = 3𝑘′  و   𝑘, 𝑘′  𝜖 ℤ2.   
𝑥2 :  ٌعنً  + 𝑦2 = 9 𝑘2 + 𝑘′2 .   

𝑥2  قاسم للعدد  9ٌعنً أن  + 𝑦2 .   
𝑥2:  و منه  + 𝑦2 ≡ 0  9 .   
𝑧2 3:  ٌعنً  ≡ 0  9 .   

 التمرين الثالث 2 ب 

𝑧2 3:  لدٌنا  ≡ 3𝑧2 حٌث  ℤ من 𝑘إذن ٌوجد   .  9  0 = 9𝑘.   

𝑧2:  و منه  = 3𝑘 .   قاسم للعدد 3أي 𝑧2 .  أي  :𝑧2 ≡ 0  3  
𝑧:  و منه حسب ما سبق  ≡ 0  3 .   

𝑥:  لقد حصلنا لحد الآن على ما ٌلً  ≡ 𝑦 ≡ 𝑧  و   3  0 ≡ 0  3  
𝑥:  إذن  ≡ 𝑦 ≡ 𝑧 ≡ 0  3 .   

 التمرين الثالث 3 أ 

 التمرين الثالث 3 ب 

 :تعليل الطريقة 

أولا هذه الطرٌقة تصلح فقط لرسم صور نقط الدائرة المثلثٌة المحرومة من 

 :  لأن  . 𝐵النقطة 
𝑙𝑒 𝑐𝑒𝑟𝑐𝑙𝑒

𝑢𝑛𝑖𝑡é
 =  𝑀 𝑧  𝜖  𝒫   ;    𝑧 = 1    

 نقطة من الدائرة المثلثٌة المحرومة 𝑀و من هذا التكافؤ نستنتج أنه إذا كانت 

   𝑧′𝜖 𝑖ℝ تنتمً إلى المحور التخٌلً لأن  ′𝑀 فإن صورتها 𝐵من 

 على المحور التخٌلً و سوؾ نستعمل ′𝑀ٌكفً الآن تحدٌد موقع النقطة 

,    𝑒1 :  من أجل ذلك النتٌجة التالٌة  𝐵𝑀                   +  𝑒1    , 𝐵𝑀′          
            

≡ 0  2𝜋    

,    𝑒1 :  ٌعنً  𝐵𝑀                   ≡ − 𝑒1    , 𝐵𝑀′          
            

  2𝜋    

,    𝑒1 :  ٌعنً فً الشكل لدٌنا  𝐵𝑀         +  𝑒1    , 𝐵𝑀′          
    

,    𝑒1 و تتحقق هذه النتٌجة إذا كانت صورة الزاوٌة   𝐵𝑀               

,    𝑒1 هً الزاوٌة   (ذو المحور الحقٌقً)بالتماثل المحوري  𝐵𝐾         .   

 . و المحور التخٌلً    هً نقطة تقاطع المستقٌم ′𝑀إذن 

= 𝑧  :  لدٌنا ( ب (3و كذلك لأنه حسب تكافؤ السؤال  1   ⟺    𝑧′   𝜖  𝑖ℝ 

′𝑀  تنتمً  إلى  المحور  التخٌلً    :      تحقق إذن الشرطٌن التالٌٌن ′𝑀النقطة 

 𝐵𝐾   تنتمً  إلى  المستقٌم  𝑀′
   

نعلم أن كل عددٌن صحٌحٌن نسبٌٌن متتابعٌن ٌكون جداؤهما زوجٌا دائما 
 .لأن أحدهما فردي و الآخر زوجً 

𝑚 لدٌنا   −  .  عددان متتابعان 𝑚  و   1
𝑚 𝑚إذن   −  .  عدد زوجً  1
;    𝑘𝜖ℤ∃ :  ٌعنً     𝑚 𝑚 − 1 = 2𝑘.   

𝑚  و 𝑚و لدٌنا كذلك  +  . عددان متتابعان  1
𝑚 𝑚إذن   +  .  عدد زوجً  1
;   𝑘′𝜖ℤ∃ :  ٌعنً    𝑚 𝑚 + 1 = 2𝑘′.   

𝑚 𝑚:  و بالتالً  − 1 𝑚 𝑚 + 1 = 4𝑘𝑘′.   

𝑚2 𝑚2:  ٌعنً  − 1 = 4𝑘𝑘′.   

𝑚2 𝑚2 قاسم للعدد  4و منه  − 1 .   
𝑚2 𝑚2:  و بالتالً  − 1 ≡ 0  4 .   

𝑎𝑚:  أي  ≡ 0  4 .   

 : و نَفصِلُ بٌن حالتٌن .  عددا صحٌحا نسبٌا 𝑎لٌكن 
𝑎إذا كان   : الحالة الأولى ≡ 0  3 .   

𝑡𝑟𝑖𝑣𝑖𝑎𝑙𝑒     𝑎2 :  فإن  ≡ 0  3    

𝑎إذا كان   : الحالة الثانية ≢ 0  3 .   
, ∗𝑟 𝜖 ℤ∃ :  إذن    𝑟 < 3   ;   𝑎 ≡ 𝑟  3 .   

;𝑟 𝜖  −2 ∃:  ٌعنً  −1; 1; 2   ;   𝑎 ≡ 𝑟  3 .   

𝑎إذا كان   ≡ 𝑎2  فإن   3  ±2 ≡ 4  3 .   
4:  و لدٌنا  ≡ 𝑎2  إذن   3  1 ≡ 1  3 .   
𝑎:  إذا كان  ≡ 𝑎2  فإن   3  ±1 ≡ 1  3 .   

;    𝑎𝜖ℤ∀ :  نستنتج إذن ما ٌلً       
𝑎2 ≡ 0  3 
𝑜𝑢 𝑏𝑖𝑒𝑛

𝑎2 ≡ 1  3 

    

و نفصل بٌن أربع حالات و ذلك انطلاقا .  عددٌن نسبٌٌن 𝑏 و 𝑎لٌكن 

  :(4من نتٌجة السؤال 

𝑎2إذا كان   : الحالة الأولى ≡ 𝑏2  و   3  0 ≡ 0  3 .   
𝑎2 :   إذن  + 𝑏2 ≡ 0  3   

𝑎2إذا كان   : الحالة الثانية ≡ 𝑏2   و   3  0 ≡ 1  3 .   
𝑎2 :  إذن  + 𝑏2 ≡ 1  3 .   

𝑎2إذا كان   : الحالة الثالثة ≡ 𝑏2  و   3  1 ≡ 1  3 .   
𝑎2:  إذن  + 𝑏2 ≡ 2  3 .   

𝑎2إذا كان   : الحالة الرابعة ≡ 𝑏2  و   3  1 ≡ 0  3 .   
𝑎2 :  فإن  + 𝑏2 ≡ 1  3 .   

      من خلال هذه الحالات الأربع نلاحظ أنه للحصول على النتٌجة
 𝑎2 + 𝑏2 ≡   توجد حالة واحدة ٌتحقق فٌها مُرادنا و هً الحالة  3  0

𝑎2التً ٌكون فٌها   ≡ 𝑏2  و   3  0 ≡ 0  3 .   

  .3 مضاعفان للعدد 𝑏 و 𝑎و فً هذه الحالة نجد أن 
𝑎:  ٌعنً  ≡ 𝑏  و   3  0 ≡ 𝑎:  و منه    . 3  0 ≡ 𝑏 ≡ 0  3 .   

 :    و بالتالً نحصل على الاستلزام التالً 

 𝑎2 + 𝑏2 ≡ 0  3    ⟹    𝑎 ≡ 𝑏 ≡ 0  3  

 :  حالات 3و نفصل بٌن .  عددا صحٌحا طبٌعٌا ؼٌر منعدم 𝑚لٌكن 
𝑚إذا كان   : الحالة الأولى ≡ 0  3 .   

𝑚2:  فإن  ≡ 𝑚2 :  و منه   .  3  0 − 1 ≡ −1  3 .   

𝑚2 𝑚2:  إذن عند المرور إلى الجداء نحصل على  − 1 ≡ 0  3 .   

𝑚إذا كان   : الحالة الثانية ≡ 1  3 .   

𝑚2:  فإن  ≡ 𝑚2 :  و منه   .  3  1 − 1 ≡ 0  3 .   
𝑚2 𝑚2:  إذن عند المرور إلى الجداء نحصل على  − 1 ≡ 0  3 .   

𝑚إذا كان   : الحالة الثالثة ≡ 2  3 .   

𝑚2:  فإن  ≡ 𝑚2 :  و منه   .  3  4 − 1 ≡ 3  3 .   
𝑚2 𝑚2:  إذن عند المرور إلى الجداء نحصل على  − 1 ≡ 12  3 .   

12:  و نعلم أن  ≡ 0  3 .   

𝑚2 𝑚2:  إذن  − 1 ≡ 0  3 .   

;    ∗𝑚𝜖ℕ∀  :  خلاصة    𝑎𝑚 ≡ 0 3 .   

 التمرين الثالث 3 ج 

  :  لدٌنا حسب ما سبق 
𝑎𝑚 ≡ 0  3 

𝑎𝑚 ≡ 0  4 

3 ∧ 4 = 1  

  :  إذن    . 
3/𝑎𝑚

4/𝑎𝑚

3 ∧ 4 = 1  

    

3 :  إذن حسب الخاصٌة المذكورة نستنتج أن  × 4 /𝑎𝑚   
;   ∗𝑚𝜖ℕ∀ :  و بالتالً   .𝑚 ٌقسم 12ٌعنً أن    𝑎𝑚 ≡ 0  12   

. 

    تذكٌر بخاصٌة مهمة فً الحسابٌات
𝑎/𝑚         
𝑏/𝑚         
𝑎 ∧ 𝑏 = 1

    ⟹     𝑎𝑏 /𝑚 

𝐵𝐾 

𝑎 
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𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈  2 التمرين الرابع 

𝑰  3 التمرين الرابع 

   تمر كلها من نقطة ثابثة ،𝒞𝑚 𝑚𝜖ℝ لكً نبٌن أن جمٌع المنحنٌات  

 .  من هذه المجموعة  ′𝒞𝑚   و   𝒞𝑚 ننطلق من منحنٌٌن  

𝐴 𝑥0و لتكن   , 𝑦0  نقطة مشتركة بٌنهما  . 

𝑓𝑚:  إذن   𝑥0 = 𝑦0  و  𝑓𝑚′ 𝑥0 = 𝑦0.   

𝑓𝑚:  ٌعنً أن   𝑥0 = 𝑓𝑚′ 𝑥0 .   

2𝑚 𝑒𝑥0:  ٌعنً  − 𝑒2𝑥0 − 2𝑚 = 2𝑚′ 𝑒𝑥0 − 𝑒2𝑥0 − 2𝑚′.   
2𝑚 𝑒𝑥0:  ٌعنً  − 2𝑚 = 2𝑚′𝑒𝑥0 − 2𝑚′.   

2𝑚 :  ٌعنً  − 2𝑚′ 𝑒𝑥0 =  2𝑚 − 2𝑚′ .   

𝑒𝑥0:  ٌعنً  =
2𝑚−2𝑚′

2𝑚−2𝑚′
= 1.   

= ln 𝑒𝑥0:  ٌعنً  ln 1 = 𝑥0:  ٌعنً    .0 = 0.   

= 𝑓𝑚′ 0:  ٌعنً  𝑓𝑚  0 = 2𝑚𝑒0 − 𝑒0 − 2𝑚.   
,𝐴 0  ٌمران معا من النقطة   ′𝒞𝑚   و   𝒞𝑚 إذن المنحنٌٌن   −1 .   

𝑚 ∀:  و بالتالً  ≠ 𝑚   ;     𝒞𝑚  ∩  𝒞𝑚′ = 𝐴 0, −1 .   

  .𝐴:   تتلاقى فً نقطة واحدة 𝒞𝑚 𝑚𝜖ℝ ٌعنً أن جمٌع المنحنٌات  

𝐈  4 التمرين الرابع 

𝐈 التمرين الرابع 5 أ 

𝐈 التمرين الرابع 5 ب 

𝐈 التمرين الرابع 5 ج 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑚  𝑥 = lim
𝑥→+∞

 2𝑚 𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 2𝑚  

= lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥  
2𝑚

𝑒𝑥
 − 1 −

2𝑚

𝑒2𝑥
  

=  +∞  0 − 1 − 0 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑚  𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 

2𝑚 𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 2𝑚

𝑥
  

= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥  
2𝑚

𝑥
−

𝑒𝑥

𝑥
−

2𝑚

𝑒𝑥
  

=  +∞  0 −  +∞ − 0  

=  +∞  −∞ = −∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑚  𝑥 = lim
𝑥→−∞

 2𝑚 𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 2𝑚  

= 2𝑚 0 − 0 − 2𝑚 = −2𝑚 

𝑚 تناقصٌة فً حالة  𝑓𝑚و هذا ٌعنً أن الدالة  ≤ 0.   

𝑥 عددٌن حقٌقٌٌن بحٌث  𝑦 و 𝑥و لٌكن .  عددا حقٌقٌا سالبا 𝑚لٌكن  ≤ 𝑦  

. 𝑥 ≤ 𝑦    ⟹      
𝑒𝑥 ≤ 𝑒𝑦

𝑒2𝑥 ≤ 𝑒2𝑦
  

⟹      
2𝑚 𝑒𝑥 ≥ 2𝑚 𝑒𝑦   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑚 ≤ 0

−𝑒2𝑥 ≥ −𝑒2𝑦                                
  

⟹      
2𝑚 𝑒𝑥 − 2𝑚 ≥ 2𝑚 𝑒𝑦 − 2𝑚  
−𝑒2𝑥 ≥ −𝑒2𝑦                               

  

⟹    2𝑚 𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 2𝑚 ≥ 2𝑚 𝑒𝑦 − 𝑒2𝑦 − 2𝑚 

⟹    𝑓𝑚 𝑥 ≥ 𝑓𝑚 𝑦  

𝑥:   حصلنا إذن على الاستلزام التالً  ≤ 𝑦   ⟹    𝑓𝑚  𝑥 ≥ 𝑓𝑚  𝑦  

𝑚:  نفترض فٌما ٌلً أن  > 0.   
𝑓𝑚:  لدٌنا   𝑥 = 2𝑚 𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 2𝑚.   

 بأكمله ، لأنها عبارة عن مجموع ℝ قابلة للاشتقاق على 𝑚نلاحظ أن 

 :  و لدٌنا  . ℝدوال اعتٌادٌة قابلة للاشتقاق على 

 : كما ٌلً 𝑚نستنتج إذن جدول تؽٌرات الدالة 

𝑓𝑚نلاحظ أن  
′  𝑥   ًتنعدم ف  ln 𝑚 و تتؽٌر إشارتها بجوار تلك النقطة  . 

𝛼𝑚  عند النقطة  𝛽𝑛 تقبل مطرافا  𝑓𝑚إذن  = ln 𝑚.   

𝛽𝑚حٌث   = 𝑓𝑚 𝛼𝑚  = 𝑚2 − 2𝑚.   

𝑓𝑚
′  𝑥 = 2𝑚 𝑒𝑥 − 2 𝑒2𝑥 = 2𝑒𝑥 𝑚 − 𝑒𝑥  

𝒙 

𝛽𝑚  

𝐥𝐧𝒎 

−2𝑚 

𝑓𝑚  

+ 𝑓𝑚
′ (𝑥) − 

−∞ 

−∞ +∞ 

𝑥:  إذا كان  = ln 𝑚 .   فإن  :𝑓𝑚
′  𝑥 = 0.   

𝑥:  إذا كان  > ln 𝑚 .   فإن  :𝑓𝑚
′  𝑥 < 0.   

𝑥:  إذا كان  < ln 𝑚 .   فإن  :𝑓𝑚
′  𝑥 > 0.   

= Γ                                        : نضع   𝐼𝑚  𝛼𝑚 , 𝛽𝑚    ;   𝑚 > 0    

=    ln 𝑚  ;  𝑚2 − 2𝑚   ;   𝑚 > 0   

=    ln 𝑚  ;  𝑒2 ln 𝑚 − 2𝑒ln 𝑚   ;   𝑚 > 0   

=    𝑥, 𝑦   ;   𝑦 = 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥   , 𝑥𝜖ℝ  

             𝑔 هً المنحنى الممثل للدالة  Γ أو بتعبٌر آخر ، لكً تكون 
= 𝑔 𝑥حٌث   𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 ٌكفً أن نتحقق من أن ،  :      h              

                             ∀𝑚 > 0   ;   𝑔 ln 𝑚 = 𝑒2 ln 𝑚 − 2𝑒ln 𝑚   

𝑔 ln:  و بالفعل لدٌنا  𝑚 = 𝑒2 ln 𝑚 − 2𝑒ln 𝑚 = 𝑚2 − 2𝑚.   

= 𝑔 𝑥:  لدٌنا  −2 − 𝑓1 𝑥 .   
− 𝑔 𝑥:  إذن   −1 = −1 − 𝑓1 𝑥 .   

+ 𝑔 𝑥 :  أي  1 = − 𝑓1 𝑥 + 1 .   

∶ 𝐷  متماثلان بالنسبة للمستقٌم  𝒞1  و  Γ و هذا ٌعنً أن  𝑦 = −1. 

2−     عددا حقٌقٌا𝑥لٌكن  − 𝑓1 𝑥 = −2 −  2𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 2  
= −2 − 2𝑒𝑥 + 𝑒2𝑥 + 2 
= 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 = 𝑔(𝑥) 

𝑥إذا كان   : الحالة الثانية ≤ 0.   𝑥 ≤ 0   ⟹    𝑒𝑥 ≤ 1 
⟹    2𝑒𝑥 ≤ 2 

⟹    2𝑒𝑥 − 2 ≤ 0 

⟹     𝑚 − 𝑚′  2𝑒𝑥 − 2 ≥ 0 

⟹    𝑓𝑚  𝑥 − 𝑓𝑚′ 𝑥 ≥ 0 

⟹    𝑓𝑚 𝑥 ≥ 𝑓𝑚′ 𝑥  

⟹      𝒞𝑚   𝑠𝑒  𝑠𝑖𝑡𝑢𝑒  𝑎𝑢  𝑑𝑒𝑠𝑠𝑢𝑠  𝑑𝑒   𝒞𝑚′  

𝑚 عددان حقٌقٌان بحٌث  ′𝑚 و 𝑚لٌكن  < 𝑚′.   

𝑚لدٌنا   < 𝑚′  إذن   𝑚 − 𝑚′  كمٌة سالبة قطعا   . 
𝑓𝑚إذن إشارة   𝑥 − 𝑓𝑚′ 𝑥   2   متعلقة فقط بإشارة الكمٌة𝑒𝑥 − 2 .   

 :و نَفصِل بٌن حالتٌن  . ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 
𝑥إذا كان   : الحالة الأولى ≥ 0.   

𝑓𝑚                                                                  : لدٌنا   𝑥 − 𝑓𝑚′ 𝑥  

=  2𝑚𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 2𝑚 −  2𝑚′𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 2𝑚′  

= 2𝑒𝑥 𝑚 − 𝑚′ − 2 𝑚 − 𝑚′  

=  2𝑒𝑥 − 2  𝑚 − 𝑚′  

𝑥 ≥ 0   ⟹    𝑒𝑥 ≥ 1 

⟹    2𝑒𝑥 ≥ 2 

⟹    2𝑒𝑥 − 2 ≥ 0 

⟹     𝑚 − 𝑚′  2𝑒𝑥 − 2 ≤ 0 

⟹    𝑓𝑚  𝑥 − 𝑓𝑚′ 𝑥 ≤ 0 

⟹    𝑓𝑚  𝑥 ≤ 𝑓𝑚′ 𝑥  

⟹      𝒞𝑚   𝑠𝑒  𝑠𝑖𝑡𝑢𝑒  𝑎𝑢  𝑑𝑒𝑠𝑠𝑜𝑢𝑠  𝑑𝑒   𝒞𝑚′  

′ 

𝑓 

𝑓 
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𝐈  6 التمرين الرابع 

𝐈  7 التمرين الرابع 

𝐈  8 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  1 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  2 التمرين الرابع 

 

 𝓒𝟏  

 𝓒−𝟏  

 𝓒𝟐  

 𝚪  

 

 𝓒𝟏  

 𝓒−𝟏  

 𝓒𝟐  

 𝚪  

= 𝑓2 𝑥 ، نحل المعادلة   𝐷   و  𝒞2 لتحدٌد نقط تقاطع   −1.   

= 𝑓2 0و لدٌنا   𝑓2 ln  و  1− 3 = −1.   

,0 :     ٌتقاطعان فً 𝐷   و   𝒞2 إذن   ,1−   و   1− ln 3 .   

⟺    4𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 4 = −1 
⟺    4𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 3 = 0 
⟺   𝑒2𝑥 − 4𝑒𝑥 + 3 = 0 
⟺   𝑦2 − 4𝑦 + 3 = 0   ;   𝑦 = 𝑒𝑥  
⟺    𝑦1 = 1  𝑒𝑡   𝑦2 = 3  𝑎𝑣𝑒𝑐   ∆ = 4 
⟺    𝑦1 = 𝑒𝑥1 = 1    𝑒𝑡   𝑦2 = 𝑒𝑥2 = 3   
⟺    𝑥1 = 0    𝑒𝑡   𝑥2 = ln 3   

   𝒞2  مساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن المنحنى  𝒜لتكن 

𝑥  و المستقٌمٌن ذوا المعادلتٌن   𝐷 و   = 𝑥  و  0 = ln 3.   

𝒜 =   𝑓2 𝑥 + 1 
ln 3

0

𝑑𝑥     𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 

+ 𝑓2 𝑥                                             : لدٌنا  1 = 4𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 3 
= − 𝑒2𝑥 − 4𝑒𝑥 + 3  
= − 𝑒𝑥 − 1  𝑒𝑥 − 3  

0 ≤ 𝑥 ≤ ln 3   ⟹   𝑥 ≥ 0   𝑒𝑡   𝑥 ≤ ln 3 
⟹   𝑒𝑥 ≥ 1   𝑒𝑡   𝑒𝑥 ≤ 3 

⟹    𝑒𝑥 − 1 ≥ 0    𝑒𝑡     𝑒𝑥 − 3 ≤ 0 

⟹  − 𝑒𝑥 − 3  𝑒𝑥 − 1 ≥ 0   

⟹   𝑓2 𝑥 + 1 ≥ 0   

⟹    𝑓2 𝑥 + 1 = 𝑓2 𝑥 + 1   

 :     تُكتبُ على شكل 𝒜إذن بالرجوع إلى المساحة 

𝒜 =   𝑓2 𝑥 + 1 
ln 3

0

𝑑𝑥     𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 

=   4𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥 − 3 
ln 3

0

𝑑𝑥     𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 

= 4  𝑒𝑥  0
ln 3 −  

𝑒2𝑥

2
 

0

ln 3

− 3  𝑥 0
ln 3 

= 4 3 − 1 −  
9

2
−

1

2
 − 3 ln 3 − 0  

=  8 − 4 − 3 ln 3   𝑢𝑛𝑖𝑡é2 

=  4 − 3 ln 3    2 𝑐𝑚 2 
=  4 − 3 ln 3    4𝑐𝑚2  
=  16 − 12 ln 3   𝑐𝑚2 

 :   فً البداٌة نلاحظ أن .  عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑥لٌكن 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  إذن    𝑔 𝑥 + 1 ≥ 0.   

 بأكمله لأنها عبارة عن ℝ دالة قابلة للاشتقاق على 𝑔من جهة ثانٌة، لدٌنا 

نستطٌع إذن تطبٌق مبرهنة التزاٌدات  . ℝفرق دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على 

,0  فً أي مجال على شكل 𝑔المنتهٌة على الدالة  𝑥  حٌث 𝑥 > 0.  

𝑔 𝑥 + 1 = 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 1 
=  𝑒𝑥 − 1 2 ≥ 0 

  0, 𝑥  متصلة على 𝑔

 0, 𝑥   ق ش   𝑔
   ⟹   ∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥   ;   

𝑔 𝑥 − 𝑔 0 

𝑥 − 0
= 𝑔′ 𝑐  

  
𝑔 𝑥 −  −1 

𝑥
= 𝑔′ 𝑐 

0 < 𝑐 < 𝑥                    

      ∶  و منه   

  
𝑔 𝑥 + 1

𝑥
= 2 𝑒2𝑐 − 𝑒𝑐 = 2𝑒𝑐 𝑒𝑐 − 1 

0 < 𝑐 < 𝑥                                                     

      ∶   ٌعنً   

𝑔 𝑥 + 1

𝑥
= 𝑔′ 𝑐 < 𝑔′ 𝑥    ∶  و بالتالً  

 2     
𝑔 𝑥 + 1

𝑥
< 𝑔′ 𝑥    ∶   ٌعنً  

 1      ∀𝑥 > 0    ;    
𝑔 𝑥 + 1

𝑥
> 0  ∶  و منه   

0 < 𝑐 < 𝑥  ⟹     
2𝑒𝑐 < 2𝑒𝑥                   
 𝑒𝑐 − 1 <  𝑒𝑥 − 1 

  

⟹    2𝑒𝑐 𝑒𝑐 − 1 < 2𝑒𝑥 𝑒𝑥 − 1  

⟹    𝑔′ 𝑐 < 𝑔′ 𝑥  

 :   نستنتج أن  (2)و  (1)من 

 ∀𝑥 > 0   ;   0 <
𝑔 𝑥 + 1

𝑥
< 𝑔′ 𝑥  

𝑥∀ :  إذن  > 0   ;   𝑥 𝑔′ 𝑥 − 𝑔 𝑥 > 1.   

 :   ما ٌلً  (2نستنتج بكل بساطة من نتٌجة السؤال 
𝑔 𝑥 + 1

𝑥
< 𝑔′ 𝑥     

 :     نحصل على 𝑥نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد الموجب قطعا 

𝑔 𝑥 + 1 < 𝑥 𝑔′(𝑥) 
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𝐈𝐈  3 التمرين الرابع 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 أ 
𝐈𝐈  5 التمرين الرابع 

𝐈𝐈  6 التمرين الرابع 

𝑥فً البداٌة نلاحظ أن الدالة   ⟶
𝑔(𝑥)

𝑥
+ℝ  قابلة للاشتقاق على  

  ، لأنها ∗

+ℝعبارة عن خارج دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على  
 .و لدٌنا   . ∗

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  و ذلك لأن    𝑥2 > 0.   
+𝑥𝜖ℝ∀ :  و كذلك لأن 

∗    ;   𝑥 𝑔′ 𝑥 − 𝑔 𝑥 > 1.   

𝑥:  و بالتالً  ⟶
𝑔 𝑥 

𝑥
+ℝ  تزاٌدٌة قطعا على  

∗.   

 
𝑔(𝑥)

𝑥
 
′

=
𝑥 𝑔′ 𝑥 − 𝑔(𝑥)

𝑥2
> 0 

 : من الجزء الثانً  (1سوؾ نستعمل فً هذا السؤال 

𝑡 ≥ 0   ⟹    0 <
𝑔(𝑡)

𝑡
+

1

𝑡
< 𝑔′(𝑡) 

⟹     0
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 <   
𝑔(𝑡)

𝑡
+

1

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 <  𝑔′(𝑡)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

𝑐𝑎𝑟 𝑐𝑒𝑠 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠 𝑒𝑡 𝑥 < 2𝑥 

⟹    0 < 𝐺 𝑥 +  ln 𝑡  𝑥
2𝑥 <  𝑔(𝑡) 𝑥

2𝑥  

⟹    0 < 𝐺 𝑥 + ln  
2𝑥

𝑥
 < 𝑔 2𝑥 − 𝑔 𝑥  

⟹    0 < 𝐺 𝑥 + ln 2 < 𝑔 2𝑥 − 𝑔 𝑥  

  .0 و العدد المشتق هو 0 قابلة للاشتقاق على الٌمٌن فً 𝐺و هذا ٌعنً أن 

 :  نستنتج إذن حسب خاصٌات النهاٌات و الترتٌب أن 

   lim
𝑥⟶0+

 
𝐺 𝑥 − 𝐺 0 

𝑥 − 0
 = 0 

 :نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

   0 <  
𝐺 𝑥 − 𝐺 0 

𝑥 − 0
 <  

𝑒4𝑥 − 3𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥

𝑥
 

             
   

𝟎 
𝟎 

𝒙 → 𝟎+ 
𝒙 → 𝟎+ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 4 ب 

 . متصلة على الٌمٌن فً الصفر 𝐺إذن 
0:  بنفس الطرٌقة لدٌنا  < 𝐺 𝑥 + ln 2 < 𝑔 2𝑥 − 𝑔 𝑥    

إذن بعد ضرب جمٌع الأطراؾ فً العدد الموجب 
1

𝑥
 :    نجد 

 𝜑 دالة قابلة للاشتقاق على ℝ  بأكمله لأنها عبارة عن مجموع دوال اعتٌادٌة 

  ℝكلها قابلة للاشتقاق على 

 :  على ٌمٌن الصفر نجد 𝜑نستؽل إذن قابلٌة اشتقاق الدالة 

lim
𝑥→0+

 𝐺 𝑥 + ln 2 = 0  ∶  إذن   

lim
𝑥→0+

𝐺 𝑥 = − ln 2 = 𝐺 0   ∶  ٌعنً   

   0 <  
𝐺 𝑥 − 𝐺 0 

𝑥 − 0
 <  

𝑒4𝑥 − 3𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥

𝑥
  ∶  ٌعنً  

   lim
𝑥⟶0+

 
𝑒4𝑥 − 3𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥

𝑥
   ∶  لنحسب النهاٌة  

 :   بما ٌلً 𝜑 المعرفة على 𝜑و من أجل ذلك نعتبر الدالة العددٌة 
 ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝜑 𝑥 = 𝑒4𝑥 − 3𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥  

   lim
𝑥⟶0+

 
𝑒4𝑥 − 3𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥

𝑥
 = lim

𝑥⟶0+
 
𝜑 𝑥 

𝑥
  

   = lim
𝑥⟶0+

 
𝜑 𝑥 − 𝜑 0 

𝑥 − 0
   ;   𝑐𝑎𝑟  𝜑 0 = 0 

= 𝜑′ 𝑥 /𝑥=0 =  𝑒4𝑥 − 3𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥 ′
/𝑥=0 

=  4𝑒4𝑥 − 6𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥 /𝑥=0 

= 4𝑒0 − 6𝑒0 + 2𝑒0 = 0 = 𝜑′ 0  

 :   نحن الآن أمام الوضعٌة التالٌة 

   0 
𝑡𝑒𝑛𝑑  𝑣𝑒𝑟𝑠  0
𝑙𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢𝑒  𝑥

𝑡𝑒𝑛𝑑  𝑣𝑒𝑟𝑠  0 
à 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒

< 𝐺 𝑥 + ln 2 < 𝑔 2𝑥 − 𝑔 𝑥          
𝑡𝑒𝑛𝑑  𝑣𝑒𝑟𝑠  0
𝑙𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢𝑒  𝑥

𝑡𝑒𝑛𝑑  𝑣𝑒𝑟𝑠  0 
à 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒

 

   0 <
𝐺 𝑥 + ln 2

𝑥
<

𝑔 2𝑥 

𝑥
−

𝑔 𝑥 

𝑥
 

,𝑎  متصلة على المجال  𝜓نلاحظ أن    لأنها عبارة عن خارج دالتٌن  ∞+

,𝑎 قابلتٌن للاشتقاق على المجال   +∞ .   
 . 𝐼 عنصرا من 𝑎 و كان 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت  : تذكير

 :    فإن الدالة 

 :و التً تحقق  . 𝐼 على المجال 𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة 

  
𝐹 𝑎 = 0                          
𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥  ;    ∀𝑥𝜖𝐼 

  

𝑎لٌكن  > ,𝑎  الدالة العددٌة المعرفة على 𝜓 و لتكن 0  :     بما ٌلً  ∞+

𝜓 𝑥 =
𝑔(𝑥)

𝑥
 

𝐹  ∶   𝐼  ⟶   ℝ                         

𝑥  ⟶    𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

≤ 𝐺 𝑥                           : و بنفس الطرٌقة لدٌنا  𝑒𝑥 𝑒2𝑥 − 2 ln 2  

⟹   
𝐺 𝑥 

𝑥
≥  

𝑒𝑥

𝑥
  𝑒2𝑥 − 2 ln 2

             
  ;   𝑥 > 0 

+∞ 

𝒙 → +∞ 

⟹  lim
𝑥→+∞

𝐺 𝑥 

𝑥
= +∞  

,𝑥  عدد حقٌقً من المجال  𝑡 عددا حقٌقٌا موجبا قطعا و 𝑥لٌكن  2𝑥 .   

 𝑡  𝑠𝑒𝑟𝑎  𝑙𝑎 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒  𝑚𝑢𝑒𝑡𝑡𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑙′𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  

𝑡 ≥ 𝑥  ⟹   
𝑔(𝑡)

𝑡
≥

𝑔(𝑥)

𝑥
  ;   𝑐𝑎𝑟  

𝑔(𝑡)

𝑡
  𝑒𝑠𝑡  ↗   𝑠𝑢𝑟  ℝ+

∗  

⟹   
𝑔(𝑡)

𝑡
≥

𝑔(𝑥)

𝑥
≥

𝑔(𝑥)

𝑡
    ;   𝑐𝑎𝑟   

1

𝑥
≥

1

𝑡
  

⟹   
𝑔(𝑡)

𝑡
≥

𝑔(𝑥)

𝑡
     

⟹     
𝑔(𝑡)

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≥   
𝑔(𝑥)

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡     

𝑐𝑎𝑟 𝑐𝑒𝑠 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠 𝑒𝑡 𝑥 < 2𝑥 

⟹   𝐺 𝑥 ≥ 𝑔(𝑥)   
1

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡     

⟹   𝐺 𝑥 ≥ 𝑔(𝑥) ln 𝑡  𝑥
2𝑥  

⟹   𝐺 𝑥 ≥ 𝑔(𝑥) ∙  ln 2𝑥 − ln 𝑥  
⟹   𝐺 𝑥 ≥ 𝑔(𝑥) ∙ ln 2 
⟹   𝐺 𝑥 ≥  𝑒2𝑥 − 2 𝑒𝑥 ln 2 

⟹   𝐺 𝑥 ≥ 𝑒𝑥 𝑒2𝑥 − 2 ln 2            

⟹  lim
𝑥→+∞

𝐺 𝑥 = +∞  +∞ 

𝒙 → +∞ 
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𝐈𝐈  7 التمرين الرابع 

𝐺 𝑥 =   
𝑔 𝑡 

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 =  𝜓 𝑡 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ∶  لدٌنا  

=  𝜓 𝑡 
𝑎

𝑥

𝑑𝑡 +  𝜓 𝑡 
2𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

=  𝜓 𝑡 
2𝑥

𝑎

𝑑𝑡 −  𝜓 𝑡 
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

= 𝐽 2𝑥 − 𝐽 𝑥   

𝑥∀ :  و منه  ≥ 𝑎   ;   𝐽′ 𝑥 = 𝜓 𝑥  .    و𝐽 𝑎 = 0.   

,𝑎  دالة متصلة على المجال 𝜓لدٌنا  ,    𝜖 و لدٌنا كذلك   .  ∞+ +∞     

 . 

,𝑎  على المجال  𝜓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة  +∞ .   

 :    إذن الدالة 
𝐽  ∶    𝑎, +∞   ⟶   ℝ                                      

𝑥  ⟶    𝜓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡
 

𝑥:  إذا كان  =
ln 2

2
𝐺:  فإن   .  ′ 𝑥 = 0   

. 

 . كما ٌلً 𝐺نستنتج إذن جدول تؽٌرات الدالة 

𝐺إذن إشارة   𝑒2𝑥   متعلقة فقط بإشارة الكمٌة    ′ − 2       

𝑥∀  : و ذلك لأن    > 0   ;   
𝑒𝑥 𝑒𝑥 − 1 

𝑥
> 0 

𝑥:  إذا كان  >
ln 2

2
𝐺:  فإن   .  ′ 𝑥 > 0.    

𝑥:  إذا كان  <
ln 2

2
𝐺:  فإن   .  ′ 𝑥 < 0.    

𝒙 ln 2

2
 

𝐺  
ln 2

2
  

0 

𝐺 

− 𝐺′(𝑥) + 

+∞ 

− 𝐥𝐧𝟐 +∞ 

𝑥     و    بما أن الدالتٌن  ⟶ ,0   قابلتٌن للاشتقاق على المجال 2 +∞ .  
𝑥فإن الدالة   ⟶ 𝐽 2𝑥 − 𝐽 𝑥   0   قابلة للاشتقاق على المجال, +∞   

 .و ذلك حسب خاصٌة اشتقاق مُركب دالتٌن و مجموع دالتٌن  .
𝑥∀                         :  إذن  > 0    ;    𝐺 ′ 𝑥 =  𝐽 2𝑥 − 𝐽 𝑥  

′
 

=  𝐽 2𝑥  
′
− 𝐽′ 𝑥  

= 2 𝐽′ 2𝑥 − 𝐽′ 𝑥  

= 2 𝜓 2𝑥 − 𝜓 𝑥  

=
2 𝑔 2𝑥 

2𝑥
−

𝑔 𝑥 

𝑥
 =

𝑔 2𝑥 − 𝑔 𝑥 

𝑥
 

 ∀𝑥 > 0   ;   𝐺 ′ 𝑥 =
𝑔 2𝑥 − 𝑔 𝑥 

𝑥
  ∶  و بالتالً   

 ∀𝑥 > 0   ;   𝐺 ′ 𝑥 =
𝑔 2𝑥 − 𝑔 𝑥 

𝑥
                               ∶   لدٌنا   

=
 𝑒4𝑥 − 2 𝑒2𝑥 −  𝑒2𝑥 − 2 𝑒𝑥 

𝑥
 

=
𝑒4𝑥 − 3 𝑒2𝑥 + 2 𝑒𝑥

𝑥
 

=
𝑒𝑥  𝑒𝑥 3 − 3  𝑒𝑥 2 + 2  𝑒𝑥  

𝑥
 

=
𝑒𝑥 𝑒𝑥 − 1  𝑒2𝑥 − 2 

𝑥
 

𝑎 𝑎 

𝐽 𝑥 

𝑥 
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 التمرين الأول  1 أ 

 

 التمرين الأول  2 أ 

 التمرين الأول  1 ب 

𝑀 𝑎𝑐إذن المصفوفة   − 𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐  تنتمً إلى المجموعة  𝐸.  

,𝑀 𝑎 ∀:  و بالتالً  𝑏 , 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸  ;   𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸  

   . ×, ℳ2 ℝ   جزء مستقر من    و هذا ٌعنً أن   .

 التمرين الأول  2 ب 

   . ×,𝐸   نحو   ×,𝑈  تشاكل من  𝑓لدٌنا 

    ×, 𝑓 𝑈 هً الزمرة التبادلٌة       بالتشاكل  ×,𝑈 إذن صورة الزمة التبادلٌة  

= 𝑈  تقابلً فإن  𝑓و بما أن  𝐸  .  

 .  زمرة تبادلٌة  ×,𝐸 إذن  

   ×,𝑈   انطلاقا من ممٌزات الزمرة   ×,𝐸 نستنتج إذن ممٌزات الزمرة  

  .𝑓و ذلك عبر التطبٌق 
  .𝑈 فً × هو العنصر المحاٌد لـ 1لدٌنا 
𝐸. ( 𝐼 فً × هو العنصر المحاٌد لـ  𝑓 1إذن  = 𝑀 1,0 = 𝑓 1  ) 

𝑥و لدٌنا   𝑥  هو مماثل كل عدد      − + 𝑖𝑦 فً ×  بالنسبة لـ 𝑈.  

,𝑥 إذن   −𝑦       هً مماثلة𝑀 𝑥, 𝑦  فً  ×  بالنسبة لـ 𝐸  

 التمرين الأول  3   .

= 𝑓  𝑒
2𝑖𝜋

3 × 𝑒
2𝑖𝜋

3 × ⋯ × 𝑒
2𝑖𝜋

3       ;     𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠 

= 𝑓   𝑒
2𝑖𝜋

3  
𝑛

      ;     𝑛 𝜖 ℕ∗ 

= 𝑓  𝑒
2𝑛𝑖𝜋

3       ;     𝑛 𝜖 ℕ∗ 

= 𝑓  cos  
2𝑛𝜋

3
 + 𝑖 sin  

2𝑛𝜋

3
       ;     𝑛 𝜖 ℕ∗ 

= 𝑀  cos  
2𝑛𝜋

3
  ;  sin  

2𝑛𝜋

3
       ;     𝑛 𝜖 ℕ∗ 

=  
cos  

2𝑛𝜋

3
 sin  

2𝑛𝜋

3
 

− sin  
2𝑛𝜋

3
 cos  

2𝑛𝜋

3
 
      ;     𝑛 𝜖 ℕ∗ 

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
 ×  

𝑐 𝑑
−𝑑 𝑐

  

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتٌن من  𝐸 .  لدٌنا    : 

=  
 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 

− 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 
  

= 𝑀 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐  

                             .  ℳ2 ℝ جزء من  𝐸فً البداٌة نلاحظ أن 
,𝑀 𝑎لأنه ٌضم مصفوفات   𝑏  2  من الرتبة.  

 :   ٌكفً أن نبٌن أن  ×, ℳ2 ℝ  مستقرا من  𝐸لكً ٌكون 

  :    (من أجل ذلك ، لدٌنا حسب السؤال أ

𝑎2و لدٌنا   + 𝑏2 = 𝑐2  و  1 + 𝑑2 = 1.   
,𝑎 لأن   𝑏  𝜖 𝐸  و  𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸.   

𝑎𝑐                                                   : إذن  − 𝑏𝑑 2 +  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 2 

∀ 𝑀 𝑎, 𝑏 , 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸  ;   𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸 

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑀 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐  

=  𝑎𝑐 2 +  𝑏𝑑 2 − 2 𝑎𝑐  𝑏𝑑 +  𝑎𝑑 2 +  𝑏𝑐 2 + 2 𝑎𝑑  𝑏𝑐  
= 𝑐2 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑑2 𝑎2 + 𝑏2 + 0 
= 𝑐2 × 1 + 𝑑2 × 1 
= 𝑐2 + 𝑑2 = 1 

 . تشاكل 𝑓لنبٌن الآن أن 
𝑎 لٌكن   + 𝑖𝑏   و   𝑐 + 𝑖𝑑  1  عددٌن عقدٌٌن معٌارهما.  

𝑓  𝑎: لدٌنا  + 𝑖𝑏 ×  𝑐 + 𝑖𝑑  = 𝑓  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝑖 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐    

   . ×,𝐸   نحو   ×,𝑈  تشاكل من  𝑓إذن 

 . تقابل 𝑓لنبٌن الآن أن 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏  مصفوفة من  𝐸 (   ًٌعن𝑎2 + 𝑏2 = 1  ) 

𝑥  المعادلة  𝑈و لنحل فً  + 𝑖𝑦 = 𝑀 𝑎, 𝑏   ذات المجهول  𝑥 + 𝑖𝑦.   

𝑎  و هو العدد العقدي  𝑈إذن المعادلة تقبل حلا وحٌدا فً  + 𝑖𝑏          

𝑎  لأن  𝑈و هو ٌنتمً إلى  + 𝑖𝑏 =  𝑎2 + 𝑏2 =  1 = 1.   

:    أو بتعبٌر آخر 

. 

  .𝐸 نحو 𝑈 تقابل من 𝑓إذن 

   . ×,𝐸   نحو   ×,𝑈  تشاكل تقابلً من  𝑓و بالتالً نستنتج أن 

= 𝑀 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ;   𝑏𝑐 + 𝑎𝑑  
= 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  

= 𝑓 𝑎 + 𝑖𝑏 × 𝑓 𝑐 + 𝑖𝑑  

𝑓 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑀 𝑎, 𝑏   ⟺   𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀 𝑎, 𝑏  

  ⟺    
𝑥 𝑦

−𝑦 𝑥 =  
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
  

  ⟺    
 𝑥 = 𝑎
 𝑦 = 𝑏

  

 ∀ 𝑀 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐸 ,  ∃!  𝑥 + 𝑖𝑦 𝜖𝑈  ∶   𝑓 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑀 𝑎, 𝑏  

 :   لأن 
−1

2
 

2
+  

 3

2
 

2

= 1  

𝐴 :  نلاحظ فً البداٌة أن  =

 

 
 

−1

2

 3

2

− 3

2

−1

2  

 
 

= 𝑀  
−1

2
 ;  

 3

2
  𝜖 𝐸 

= cos  𝜋 −
𝜋

3
 + 𝑖 sin  𝜋 −

𝜋

3
  

= cos  
2𝜋

3
 + 𝑖 sin  

2𝜋

3
  

= 𝑒
2𝑖𝜋

3  

 :    و نلاحظ كذلك أن 
−1

2
+ 𝑖 

 3

2
= − cos  

𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
  

 ∀ 𝑛 𝜖 ℕ∗     ;     𝐴𝑛 =  
cos  

2𝑛𝜋

3
 sin  

2𝑛𝜋

3
 

− sin  
2𝑛𝜋

3
 cos  

2𝑛𝜋

3
 
  ∶  و بالتالً  

 :    أو بتعبٌر أوضح نكتب 

 ∀ 𝑛 𝜖 ℕ∗     ;      

−1

2

 3

2

− 3

2

−1

2

 

𝑛

=  
cos  

2𝑛𝜋

3
 sin  

2𝑛𝜋

3
 

− sin  
2𝑛𝜋

3
 cos  

2𝑛𝜋

3
 
   

  .𝑓سوؾ نستعمل هاتٌن الملاحظتٌن أثناء الحساب ، إضافة إلى التشاكل التقابلً 

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا ؼٌر منعدم 𝑛لٌكن 

𝐴𝑛 = 𝐴 × 𝐴 × ⋯ × 𝐴     ;   𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠 

= 𝑀  
−1

2
 ,  3

2
 × 𝑀  

−1

2
 ,  3

2
 × ⋯ × 𝑀  

−1

2
 ,  3

2
      ;   𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠 

= 𝑓  
−1

2
+ 𝑖   

3

2
 × ⋯ × 𝑓  

−1

2
+ 𝑖   

3

2
      ;   𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠 

= 𝑓   
−1

2
+ 𝑖   

3

2
 × ⋯ ×  

−1

2
+ 𝑖   

3

2
       ;   𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠 

𝐸 

𝑖𝑦 

𝑓 
𝑓 

𝑀 
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 التمرين الأول  4  

 التمرين الثاني  1 أ 

 التمرين الثاني  1 ب 

 التمرين الثاني  2 أ 

 التمرين الثاني  2 ب 

⟺    𝑓  𝑎 + 𝑖𝑏 4 = 𝑓  
−1

2
+ 𝑖  

 3

2
  

⟺    𝑓   𝑒𝑖𝜃  
4
 = 𝑓  𝑒

2𝑖𝜋
3   

⟺    𝑓 𝑒4𝑖𝜃  = 𝑓  𝑒
2𝑖𝜋

3   

⟺    𝑓−1  𝑓 𝑒4𝑖𝜃   = 𝑓−1  𝑓  𝑒
2𝑖𝜋

3    

⟺    𝑒4𝑖𝜃 = 𝑒
2𝑖𝜋

3  

⟺    4𝜃 ≡
2𝜋

3
  2𝜋  

⟺    𝜃 =  
2𝜋

12
+

2𝑘𝜋

4
   ;   𝑘 𝜖  0,1,2,3  

⟺     

 
 
 

 
 

 

𝜃0 =
𝜋

6
            

𝜃1 =
4𝜋

6
=

2𝜋

3

  

𝜃2 =
7𝜋

6
            

𝜃3 =
10𝜋

6
=

5𝜋

3

  

⟺    𝑆 =   
𝑀  

 3

2
 ,

1

2
 ; 𝑀  

−1

2
 ,

 3

2
 

𝑀  
− 3

2
 ,

−1

2
 ; 𝑀  

1

2
 ,

− 3

2
 

   

∆ =   1 − 𝑖 2 1 + 𝑖𝑎 2 − 4𝑖  𝑎2 − 1  
= −2𝑖  1 + 2𝑎𝑖 − 𝑎2 − 4𝑖  𝑎2 − 1  

= −2𝑖  1 − 𝑎2 — 2𝑖  2𝑎𝑖 + 4𝑖  1 − 𝑎2  
= 2𝑖  1 − 𝑎2 — 2𝑖  2𝑎𝑖  
=  −2𝑖   𝑎2 + 2𝑎𝑖 + 𝑖2  

=  −2𝑖   𝑎 + 𝑖 2 

𝑣 =
 𝑖 − 1  1 + 𝑖𝑎 −  𝑖 − 1  𝑖 + 𝑎 

2𝑖
 

=
 𝑖 − 1  1 − 𝑖  1 − 𝑎 

− 𝑖 − 1 2
 

=
 𝑖 − 1   1 − 𝑖 − 𝑎 1 − 𝑖  

2𝑖
 

=
− 𝑖 − 1 2 1 − 𝑎 

− 𝑖 − 1 2
 =  1 − 𝑎  

 𝐶 و 𝐵 و 𝑂  التً من أجلها تكون النقط  𝑀 𝑎و بالتالً مجموعة النقط  

  .1 و شعاعها 𝑂مستقٌمٌة هً الدائرة التً مركزها 

 . نقط مستقٌمٌة 𝐶 و 𝐵 و 𝑂  بحٌث تكون  𝑀 𝑎  مجموعة النقط   Γ لتكن  

 Γ =   𝑀 𝑎    ;    𝑂, 𝐵 𝑒𝑡 𝐶 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠   

=   𝑀 𝑎    ;     
𝑧𝐵 − 𝑧𝑂

𝑧𝐶 − 𝑧0
  𝜖 ℝ  

=   𝑀 𝑎    ;     
𝑢

𝑣
  𝜖 ℝ  

=   𝑀 𝑎    ;     
𝑢

𝑣
 

     
=

𝑢

𝑣
   

=   𝑀 𝑎    ;     
𝑖 1 + 𝑎 

 1 − 𝑎 
 

              
=

𝑖 1 + 𝑎 

 1 − 𝑎 
   

=   𝑀 𝑎    ;    
−𝑖 1 + 𝑎  

1 − 𝑎 
=

𝑖 1 + 𝑎 

 1 − 𝑎 
   

=   𝑀 𝑎    ;    
1 + 𝑎 

𝑎 − 1
=

1 + 𝑎

1 − 𝑎
   

=   𝑀 𝑎    ;     1 + 𝑎   1 − 𝑎 =  1 + 𝑎  𝑎 − 1    

=   𝑀 𝑎    ;    2 − 2 𝑎𝑎 = 0   

=   𝑀 𝑎    ;     𝑎𝑎 = 1   

=   𝑀 𝑎    ;      𝑎𝑎 = 1   

=   𝑀 𝑎    ;      𝑎 = 1   

= 𝑙𝑒  𝐶𝑒𝑟𝑐𝑙𝑒  𝑢𝑛𝑖𝑡é 

  و زاوٌته  Ω 𝜔 الدوران الذي مركزه  𝑅لٌكن 
𝜋

2
ٌُحقق   = 𝑅 𝐴 و الذي  𝐶.   

𝑅 𝐴 = 𝐶   ⟺     𝑧𝑐 − 𝜔 = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑧𝐴 − 𝜔  

⟺     𝑣 − 𝜔 = 𝑖 𝑖𝑎 − 𝜔  

⟺    𝑖𝜔 − 𝜔 = 𝑖 𝑖𝑎 − 𝑣 

⟺    𝜔 𝑖 − 1 = −𝑎 − 1 + 𝑎 
⟺    𝜔 𝑖 − 1 = −1 

⟺    𝜔 𝑖 − 1  𝑖 + 1 = − 𝑖 + 1  
⟺    𝜔 −2 = − 𝑖 + 1  

⟺    𝜔 =
1

2
 𝑖 + 1  

𝑋4 المعادلة  𝐸لنحل فً  = 𝐴.   
𝑋:  و من أجل ذلك نضع  = 𝑀 𝑎, 𝑏   و  𝑎 + 𝑖𝑏 = 𝑒𝑖𝜃.   

𝑋4 = 𝐴  ⟺     𝑀 𝑎, 𝑏  
4

= 𝐴 

⟺    𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝐴 

⟺    𝑓   𝑎 + 𝑖𝑏 × ⋯ ×  𝑎 + 𝑖𝑏                  
4 𝑓𝑜𝑖𝑠

 = 𝑓  
−1

2
+ 𝑖   

3

2
  

⟺    𝑓 𝑎 + 𝑖𝑏 × ⋯ × 𝑓 𝑎 + 𝑖𝑏                  
4 𝑓𝑜𝑖𝑠

= 𝑀  
−1

2
 ,

 3

2
  

=  1 + 𝑎  
 1 + 𝑖 2

2
  

=  1 + 𝑎  
2𝑖

2
  = 𝑖 1 + 𝑎  

2𝑖−:  لاحظ فً البداٌة أن  =  1 − 𝑖 2.   

= ∆:   إذن    −2𝑖  𝑎 + 𝑖 2 =   1 − 𝑖  𝑎 + 𝑖  
2

  

 :     معرفٌن كما ٌلً 𝑣 و 𝑢إذن المعادلة تقبل حلٌن 

𝑢 =
 𝑖 − 1  1 + 𝑖𝑎 +  𝑖 − 1  𝑖 + 𝑎 

2𝑖
 

=
 𝑖 − 1  1 + 𝑖𝑎 + 𝑖 + 𝑎 

2𝑖
 

=
 𝑖 − 1  1 + 𝑎  1 + 𝑖 

− 𝑖 − 1 2
 

=  1 + 𝑎  
1 + 𝑖

1 − 𝑖
  

=  1 + 𝑎  
 1 + 𝑖  1 + 𝑖 

 1 − 𝑖  1 + 𝑖 
  



 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+   أكـــــــاديرأجوبة امتحان مدينة  𝟐𝟖𝟕 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 التمرين الثاني  3 أ 

 التمرين الثاني  3 ب 

− 𝑎𝑓𝑓 𝐷:  إذن  𝑎𝑓𝑓 𝐴 ≠ 0.   

≠ 𝑎𝑓𝑓 𝐷:  ٌعنً  𝑎𝑓𝑓 𝐴 .    و منه  :𝑫 ≠ 𝑨.   

𝐴    لنبٌن أن  ≠.   
𝐴:  بالخلؾ، نفترض أن  = 𝐸.   

= 𝑎𝑓𝑓 𝐴:  إذن  𝑎𝑓𝑓 𝐸  .   ًٌعن  :𝑖𝑎 =
− 1+𝑎 2+𝑎

1−𝑖
.   

𝑖𝑎:  ٌعنً  + 𝑎 = − 1 + 𝑎 2 + 𝑎.   

𝑎2:  ٌعنً  + 2𝑎 + 𝑖𝑎 + 1 = 0.   
𝑎2:  أي  +  2 + 𝑖 𝑎 + 1 = 0.   

 .و هذا ٌتناقض مع المعطٌات الصرٌحة للتمرٌن 

𝑨:  إذن  ≠ 𝑬.   
𝐷:  لنبٌن الآن أن  ≠ 𝐸.   

𝐷بالخلؾ ، نفترض أن   = 𝐸.   

= 𝑎𝑓𝑓 𝐸:  إذن  𝑎𝑓𝑓 𝐷  .   ًٌعن  :
𝑢2+𝑎

1−𝑖
= 𝑢2.   

𝑢2:  ٌعنً  + 𝑎 = 𝑢2 − 𝑖 𝑢2   
𝑎:  أي  = −𝑖 𝑢2 .   و منه  :𝑎𝑖 = 𝑢2.   

𝑎𝑖: أي  =  𝑖 1 + 𝑎  
2

𝑎𝑖:  أي   .  = −𝑎2 − 1 − 2𝑎.   

𝑎2:  أي  +  2 + 𝑖 𝑎 + 1 = 0.   
 .و هذا ٌتناقض مع المعطٌات الصرٌحة للتمرٌن 

 .إذن ما افترضناه كان خاطئا 

𝑫:  إذن  ≠ 𝑬.   

 التمرين الثاني  3 ج 

 التمرين الثالث  1  

𝐴 𝐸 

𝐷 𝒪 

𝐴:  لنبٌن أن  ≠ 𝐷.   

− 𝑎𝑓𝑓 𝐷                                          : لدٌنا  𝑎𝑓𝑓 𝐴 = 𝑢2 − 𝑖𝑎   

=  𝑖 1 + 𝑎  
2
− 𝑖𝑎 

= − 1 + 𝑎2 + 2𝑎 − 𝑖𝑎 

= − 𝑎2 + 2𝑎 + 𝑖𝑎 + 1  
= − 𝑎2 +  2 + 𝑖 𝑎 + 1 ≠ 0 ;   حسب المعطٌات 

𝑧𝐸 − 𝑧𝐷

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
=

𝑢2 + 𝑎
1 − 𝑖

− 𝑢2

𝑢2 + 𝑎
1 − 𝑖

− 𝑎𝑖
                                                      ∶   لدٌنا  

=
𝑢2 + 𝑎 − 𝑢2 + 𝑖 𝑢2

1 − 𝑖
×

1 − 𝑖

𝑢2 + 𝑎 − 𝑎𝑖 − 𝑎
 

=
𝑖 𝑢2 + 𝑎

𝑢2 − 𝑎𝑖
=

𝑖 𝑢2 − 𝑎𝑖 

 𝑢2 − 𝑎𝑖 
= 𝑖 = 𝑒

𝑖𝜋
2  

  .𝐸  مثلث قائم الزاوٌة و متساوي الساقٌن فً 𝐴𝐷𝐸و هذا ٌعنً أن المثلث  

⟺    
𝑧𝐸 − 𝑧𝐷

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
= 𝑒

𝑖𝜋
2  

⟺    

 
 

    
𝑧𝐸 − 𝑧𝐷

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
 =  𝑒

𝑖𝜋
2  = 1                   

arg  
𝑧𝐸 − 𝑧𝐷

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
 ≡ arg  𝑒

𝑖𝜋
2    2𝜋 

  

⟺     
   𝑧𝐸 − 𝑧𝐷 =  𝑧𝐸 − 𝑧𝐴  

 𝐴𝐸      , 𝐷𝐸       
            

≡
𝜋

2
  2𝜋     

  

⟺     
  𝐸𝐷 = 𝐸𝐴                      

 𝐸𝐴      , 𝐸𝐷       
            

≡
𝜋

2
  2𝜋     

  

= 𝑎 :  لدٌنا  𝑎إذن ٌمكن وضع    . 1 = 𝑒𝑖𝜃  حٌث  𝜃𝜖ℝ.   

 :   و سوؾ نستعمل أثناء الحساب القاعدة التالٌة 

 . متداورة 𝐸 و 𝐷 و 𝐴 و 𝑂و هذا ٌعنً أن النقط 

⟹   arg   
𝑧𝐸 − 𝑧𝐷

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
 ×  

𝑧𝑂 − 𝑧𝐷

𝑧𝑂 − 𝑧𝐴
  ≡ 𝜋  2𝜋  

⟹   arg  
𝑧𝐸 − 𝑧𝐷

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
 + arg  

𝑧𝑂 − 𝑧𝐷

𝑧𝑂 − 𝑧𝐴
 ≡ 𝜋  2𝜋  

⟹   arg  
𝑧𝐷 − 𝑧𝐸

𝑧𝐴 − 𝑧𝐸
 − arg  

𝑧𝐴 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝑂
 ≡ 𝜋  2𝜋  

⟹     𝐸𝐴       , 𝐸𝐷       
             

−  𝑂𝐷       , 𝑂𝐴       
            

= 𝜋 + 2𝑘𝜋  ;   𝑘𝜖ℤ 

⟹     𝐸𝐴       , 𝐸𝐷       
             

−  𝑂𝐷       , 𝑂𝐴       
            

=  1 + 2𝑘 𝜋  ;    1 + 2𝑘  𝜖 ℤ 

⟹     𝐸𝐴       , 𝐸𝐷       
             

≡  𝑂𝐷       , 𝑂𝐴       
            

≡  
𝜋

2
  𝜋  

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  
𝑥 − 𝑦

2
  𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
 
 

 
𝑧𝐸 − 𝑧𝐷

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
 ×  

𝑧𝑂 − 𝑧𝐷

𝑧𝑂 − 𝑧𝐴
 = 𝑖 ×  

𝑢2

𝑖𝑎
 =

𝑢2

𝑎
                     ∶  لدٌنا  

=
 𝑖 1 + 𝑎  

2

𝑎
=

− 1 + 𝑎 2

𝑎
=

− 1 + 𝑒𝑖𝜃  
2

𝑒𝑖𝜃
 

=
− 𝑒𝑖𝜃 + 𝑒𝑖𝜃  

2

𝑒𝑖𝜃
=

− 2 cos 𝜃
2
  𝑒

𝑖𝜃
2  

2

𝑒𝑖𝜃
 

=
−4 cos2 𝜃

2
  𝑒𝑖𝜃

𝑒𝑖𝜃
= −4 cos2  

𝜃

2
  𝜖 ℝ− 

 
𝑧𝐸 − 𝑧𝐷

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
 ×  

𝑧𝑂 − 𝑧𝐷

𝑧𝑂 − 𝑧𝐴
  𝜖  ℝ−    ∶  إذن  

  𝑃𝑛 و من أجل ذلك نعتبر العبارة . سوؾ نستعمل البرهان بالترجع 

∶  𝑃𝑛 :  المعرفة بما ٌلً    𝑎𝑛  𝜖 ℕ∗.   

𝑛من أجل   = 𝑎0  لدٌنا  0 = 17 𝜖 ℕ∗.   

 .  صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة  

 .  صحٌحة  𝑃𝑛  عددا صحٌحا طبٌعٌا و نفترض أن  𝑛لٌكن 

 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  ⟹   𝑎𝑛  𝜖 ℕ∗ 

⟹   𝑎𝑛 ≥ 1 

⟹    𝑎𝑛 − 1 2 ≥ 0 

⟹   1 +  𝑎𝑛 − 1 2 ≥ 1 

⟹   𝑎𝑛+1 ≥ 1 

⟹   𝑎𝑛+1 𝜖 ℕ∗ 

⟹    𝑃𝑛+1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

𝐸 
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 التمرين الثالث  2  

 التمرين الثالث  3 أ 

 التمرين الثالث  3 ب 

 التمرين الثالث  4 أ 

 التمرين الثالث  4 ب 

 :    لقد حصلنا إذن على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 

   .𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝑎𝑛  𝜖 ℕ∗.   

  
 𝑃0   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                  
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

  

 (again)سوؾ نُجٌب باستعمال البرهان بالترجع 

∶  𝑃𝑛 :     التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة     𝑎𝑛 ≡ 7  10   

𝑛من أجل   = 𝑎0:    لدٌنا 0 = 17 ≡ 7  10 .   

 .  صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة  

 . عبارة صحٌحة  𝑃0  و نفترض أن ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 

 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  ⟹   𝑎𝑛 ≡ 7  10  

⟹   𝑎𝑛 − 1 ≡ 6  10  

⟹    𝑎𝑛 − 1 2 ≡ 36  10  

⟹   1 +  𝑎𝑛 − 1 2 ≡ 37  10  
⟹   𝑎𝑛+1 ≡ 37 ≡ 7  10  

⟹   𝑎𝑛+1 ≡ 7  10  

⟹     𝑃𝑛+1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

 :   و نحصل بذلك على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 

   .𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝑎𝑛 ≡ 7  10 .   

  
 𝑃0   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                 
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

  

 

 (it’s a shame)سوؾ نستعمل من جدٌد البرهان بالترجع 

∶  𝑄𝑛 :   التالٌة  𝑄𝑛 نعتبر العبارة    𝑎𝑛 = 22𝑛+2
+ 1.   

𝑛من أجل   = 𝑎0  ، لدٌنا  0 = 222
+ 1 = 17.   

 .  صحٌحة  𝑄0 إذن العبارة  

 .  عبارة صحٌحة  𝑄𝑛  و نفترض أن  ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 

 𝑄𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  ⟹   𝑎𝑛 = 22𝑛+2
+ 1 

⟹   𝑎𝑛 − 1 = 22𝑛+2
 

⟹    𝑎𝑛 − 1 2 = 22𝑛+3
 

⟹   1 +  𝑎𝑛 − 1 2 = 22𝑛+3
+ 1 

⟹   𝑎𝑛+1 = 22 𝑛+1 +2
+ 1 

⟹    𝑄𝑛+1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒   

 :  و بذلك نحصل على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 

   .𝑄𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝑎𝑛 = 22𝑛+2
+ 1.   

  
 𝑄0   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                   
 𝑄𝑛  ⟹   𝑄𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

  

 

3616لقد حاولت أن أبٌن لكم أن   ≡   و ذلك باستعمال النتائج  100  36

3616السابقة فلم أفُلح فً ذلك، و ما توصلت إلٌه هو فقط أن   ≡ 36  10     
 :و لقد حصلت علٌها من خلال النتائج السابقة كما ٌلً 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  لدٌنا    𝑎𝑛 ≡ 7  10 .   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن     𝑎𝑛 − 1 ≡ 6  10 .   

;   𝑛𝜖ℕ∀      1 :  أي     𝑎𝑛 − 1 16 ≡ 616   10 .   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  من جهة أخرى لدٌنا    𝑎𝑛 ≡ 7  10 .   

𝑛  :  إذن  + 4    𝜖 ℕ     لأن     𝑎𝑛+4 ≡ 7  10 .   
;   𝑛𝜖ℕ∀ :  و منه     𝑎𝑛+4 − 1 ≡ 6  10 .   

;   𝑛𝜖ℕ∀      2 :  ٌعنً     𝑎𝑛 − 1 16 ≡ 6  10    

616:  نستنتج أن  (2)و  (1)من  ≡ 6  10 .   

2 616 :  التً تُصبح  ≡ 62   10 .   

16∙62:  ٌعنً  ≡ 36  10 .   

16 62 :  ٌعنً  ≡ 36  10 .   

3616     3 :  ٌعنً  ≡ 36  10 .   

3616إلى  (3)و المشكل الكبٌر هو أننً لم أتمكن من المرور من  ≡ 36  100    

 :    نستنتج أن ( ب (3و منه حسب 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑎𝑛+4 − 1 =  𝑎𝑛 − 1 16 ≡ 6  10  

فكروا فً ذلك و أرسلوا الجواب . و هذا لا ٌعنً أنه لا توجد طرٌقة للمرور 

        + 21260344136فً حالة ما وجدتموه فً رسالة قصٌرة إلى الرقم 
 .و اربحوا سٌارة فاخرة ها ها ها ها ها 

3616 فٌما ٌلً أقترح طرٌقة أخرى نبٌن من خلالها على أن   ≡ 36  100   
 .  دون استعمال نتائج الأسئلة السابقة 

3616                                             : لدٌنا  − 36 = 36 3615 − 1    

= 36 36 − 1  1 + 36 + 362 + ⋯ + 3614  

 
= 36 × 35 ×  1 + 36 + 362 + ⋯ + 3614  

 
= 9 × 4 × 5 × 7 ×  1 + 36 + 362 + ⋯ + 3614  

 

:  و نلاحظ أن 

 
 
 

 
 

 

1 ≡ 1  5           

36 ≡ 1  5         

362 ≡ 12   5     
⋮ ⋮

3614 ≡ 114   5 

    

15:  و بما أن  ≡ 0  5 .   

1 :  فإن  + 36 + 362 + ⋯ + 3614 ≡ 0  5 .   

1  حٌث  ℕ من 𝑘و ٌوجد بذلك عنصر  + 36 + ⋯ + 3614 = 5.   

 :  نجمع هذه المتوافقات طرفا بطرؾ فنحصل على 
 1 + 36 + 362 + ⋯ + 3614 ≡ 15  5  

 

3616 ٌقسم الفرق  100إذن العدد  − 36.   

3616:  ٌعنً  − 36 ≡ 0  100 .   

 :  و بالتالً نكتب 
3616 − 36 = 9 × 4 × 5 × 7 ×  1 + 36 + 362 + ⋯ + 3614  

 
= 9 × 4 × 5 × 7 × 5 × 𝑘 

 
=  4 × 5 × 5 ×  7 × 9 × 𝑘  

 
= 100 ×  63𝑘  

 
= 100𝑘′     ;   𝑘′ = 63𝑘 𝜖 ℕ 

 

3616     ∗ :  و بالتالً  ≡ . بإمكانك استعمال البرهان بالترجع مرة أخرى دون أن تخجل من ذلك    . 100  36

 (that’s enough, it’s too bad)أما أنا فلا 

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛لٌكن 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑎𝑛+4 =  𝑎𝑛 − 1 16 + 1    ∶  إذن   

𝑎𝑛                    :  لدٌنا  − 1 16 + 1 =  22𝑛+2
+ 1 − 1 

16
+ 1 

=  22𝑛+2
 

16
+ 1 = 216∙2𝑛+2

+ 1 

 
= 2 24 ∙2𝑛+2 + 1 = 22 𝑛+4 +2

+ 1 

 

= 𝑎𝑛+4 

 

  . ∗ سوؾ نستعمل البرهان بالترجع و سوؾ نستعٌن بالنتٌجة 
∶  𝑃𝑛 :   التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة    𝑎4𝑛+2 ≡ 37  100    

𝑛من أجل   = 𝑎2:    لدٌنا 0 = 224
+ 1 = 65537 ≡ 37  100 .   

 . صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة 
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𝑰 التمرين الرابع  1 أ 

𝑰 التمرين الرابع  1 ب 

𝑰 التمرين الرابع  2 أ 

𝑰 التمرين الرابع  2 ب 

𝑰  3  التمرين الرابع 

𝑰 التمرين الرابع  4 ب 

𝑰  5  التمرين الرابع 

,1  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝑓لدٌنا  +∞ .   

,1  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝑓إذن  𝑒 .   

,1 :  و ذلك لأن  𝑒  ⊂   1, +∞ .   

,0 على المجال   ,0  عبارة عن فرق دالتٌن متصلتٌن على  𝑓  لدٌنا  ∞+ +∞ .   

,0  دالة متصلة على المجال 𝑓إذن  +∞ .  

 . فً الصفر على الٌمٌن 𝑓لندرس الأن اتصال الدالة 

  .0 دالة متصلة على ٌمٌن 𝑓إذن 

,0  المعرفة على 𝑓و بذلك تكون الدالة   قابلة للتمدٌد بالإتصال  ∞+

= 𝑓 0 و   فً الصفر 0.   

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 𝑥 − 𝑥 ln 𝑥 = 0 − 0 = 0 = 𝑓(0)  ∶  لدٌنا  

 

𝑰 التمرين الرابع  4 أ 

𝑥∀ :  لدٌنا  ≥ 0   ;   𝑓 𝑥 = 𝑥 − 𝑥 ln 𝑥 = 𝑥 1 − ln 𝑥 .   

  .1 و 0 فً نقطتٌن 𝑓إذن تنعدم الدالة 

𝑓 𝑥  

+∞ 𝒙 

𝒙 

1 − ln 𝑥 

0 𝑒 

0 

0 

+ 

+ 

+ 

+ 

− 

− 

0 

0 

⟹    224𝑛+8
≡ 36  100     

⟹    22 4 𝑛+1 +2 +2
+ 1 ≡ 37  100     

⟹    𝑎4 𝑛+1 +2 ≡ 37  100     

⟹      𝑃𝑛+1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒    

 :    و نحصل بذلك على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 

   .𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع نستنتج أن 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝑎4𝑛+2 ≡ 37  100 .   

  
 𝑃0   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                 
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛𝜖ℕ

  

 

 . ؼٌر قابلة للاشتقاق على ٌمٌن الصفر 𝑓إذن 

lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+

𝑥 1 − ln 𝑥 

𝑥
                       ∶  لدٌنا  

= lim
𝑥→0+

 1 − ln 𝑥 = 1 −  −∞ = +∞ ∉  ℝ 

𝑥لدٌنا   ⟶ ln 𝑥  و  𝑥 ⟶ 𝑥 0   دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على, +∞ .   

,0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝑓إذن الدالة    لأنها عبارة عن فرق  ∞+
,0 دالة و جداء دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على المجال   +∞ .   

𝑥 ∀                           :  و لدٌنا  > 0   ;   𝑓 ′ 𝑥 =  𝑥 − 𝑥 ln 𝑥 ′ 

= 1 −  𝑥 ln 𝑥 ′ = 1 −  ln 𝑥 + 1  

= − ln 𝑥 

 : كما ٌلً     إذن نرسم جدول تؽٌرات الدالة 

0 𝑓 

+∞ 

𝑓′(𝑥) 

0 𝑒  𝑥 1 

−∞ 0 

1 

− − + 0 

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝑓 ′ 𝑥 = − ln 𝑥   ∶  لدٌنا   
𝑥إذا كان   = 𝑓  فإن  1 ′ 𝑥 = 0.   
𝑥إذا كان   > 𝑓  فإن  1 ′ 𝑥 < 0.   
𝑥إذا كان   < 𝑓  فإن  1 ′ 𝑥 > 0.   

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 − 𝑥 ln 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 1 − ln 𝑥          ∶  و لدٌنا   

=  +∞  1 −  +∞  =  +∞  −∞ =  −∞  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑢𝑛 =
𝑒 𝑛−1 

𝑛𝑛
= 𝑛−𝑛 ×  𝑒 𝑛−1                      ∶  لدٌنا   

= 𝑒−𝑛 ln 𝑛 ×  𝑒 𝑛−1 = 𝑒−𝑛 ln 𝑛+𝑛−1 

= 𝑒 𝑛−𝑛 ln 𝑛 −1 = 𝑒 𝑓 𝑛 −1  

 .  تناقصٌة قطعا ∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ و بالتالً  

lim
𝑛→+∞

 𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒 𝑓 𝑛 −1 = lim
𝑛→−∞

𝑚=𝑓 𝑛 −1

𝑓 𝑛 →−∞

𝑒𝑚 = 0  ∶  و لدٌنا   

,1  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝑓لدٌنا  +∞ .   
,𝑥 ∀  :  ٌعنً  𝑦 𝜖  1, +∞     ;   𝑥 > 𝑦  ⟹   𝑓 𝑥 < 𝑓(𝑦).   

   .∗ℕ عنصرا من  𝑛لٌكن 
𝑛  و 𝑛إذن  + ,1  عنصرٌن من المجال   1 +∞ .   

𝑛                           :  و منه  + 1 > 𝑛  ⟺   𝑓 𝑛 + 1 < 𝑓 𝑛  

⟺   𝑓 𝑛 + 1 − 1 < 𝑓 𝑛 − 1 

⟺   𝑒 𝑓 𝑛+1 −1 < 𝑒 𝑓 𝑛 −1  
⟺   𝑢𝑛+1 < 𝑢𝑛     ;    ∀𝑛𝜖ℕ∗ 

⟺     𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ∗   𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒 𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒 ↘ 

 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  ⟹   𝑎4𝑛+2 ≡ 37  100  

⟹    224𝑛+2+2
+ 1 ≡ 37  100  

⟹    224𝑛+4
≡ 36  100  

⟹     224𝑛 +4
 

16
≡ 3616   100  

⟹     224𝑛+4
 

16
≡ 36  100   ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  ∗  

⟹    2 16∙24𝑛+4 ≡ 36  100     

⟹    2 24 ∙24𝑛 +4 ≡ 36  100     

 . عبارة صحٌحة  𝑃𝑛  عددا صحٌحا طبٌعٌا و نفترض أن 𝑛لٌكن 

,1  تقابل من  𝑓و منه  𝑒   نحو صورته  𝑓   1, 𝑒   .   

,𝑓   1:  و لدٌنا  𝑒   =   𝑓 𝑒  ; 𝑓 1  =  0; 1 .   

,1  تقابل من المجال  𝑓إذن  𝑒   0,1   نحو المجال .   

,   𝑦 𝜖  0,1 ∀ :  أو بتعبٌر أوضح   ∃! 𝑥 𝜖  1, 𝑒     ;   𝑓 𝑥 = 𝑦   

  ٌقبل  0,1  من مجموعة الوصول  𝑦كل عنصر : أو بتعبٌر أجمل نقول 

,1  من مجموعة الانطلاق  𝑥سابقا وحٌدا  𝑒 .   

;   ∗𝒏𝝐ℕ∀ :  لنبين الآن أن    𝒖𝒏 𝝐  𝟎, 𝟏 .   

 .     1 أنها دالة تقبل مطرافا عند النقطة 𝑓نلاحظ من خلال جدول تؽٌرات 

𝑓لأن  . 1و هذا المطراؾ هو قٌمة قصوٌة  ′(𝑥) ًو تتؽٌر 1 تنعدم ف 

 .إشارتها بجوار تلك النقطة 

𝑥 ∀ :  إذن  ≥ 0   ;   𝑓 𝑥 ≤ 1.   

;   ∗𝑛 𝜖 ℕ ∀ :  ٌعنً    𝑓 𝑛 ≤ 1   

;   ∗𝑛 𝜖 ℕ ∀ :  أي    𝑓 𝑛 − 1 ≤ 0   

;   ∗𝑛 𝜖 ℕ ∀ :  ٌعنً    𝑒 𝑓 𝑛 −1 ≤ 1   

;   ∗𝑛 𝜖 ℕ ∀      2 :  أي    𝑢𝑛 ≤ 1   

𝑓 
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𝑰  6  التمرين الرابع 

𝐈𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈𝐈 التمرين الرابع  2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع  2 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 ب 

𝑛 ≥ 1  ⟹    𝑢𝑛+1 < 𝑢𝑛   ;   𝑐𝑎𝑟   𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ∗   𝑒𝑠𝑡  ↘ 

 ⟹   𝑓−1 𝑢𝑛+1 < 𝑓−1 𝑢𝑛    

𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑡  𝑓−1  𝑠𝑜𝑛𝑡  ↗   𝑠𝑢𝑟   0,1 

𝑒𝑡   ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑢𝑛  𝜖  0,1 
 

 ⟹   𝑓−1 𝑓 𝑣𝑛+1  < 𝑓−1 𝑓 𝑣𝑛     

𝑐𝑎𝑟   ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑓 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛  

 ⟹   𝑣𝑛+1 < 𝑣𝑛     ;    𝑛𝜖ℕ∗   

 ⟹     𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ∗   𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒  𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒   

𝑐𝑎𝑟 𝑒𝑙𝑙𝑒  𝑒𝑠𝑡  𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟é𝑒  𝑝𝑎𝑟  1  𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  1 ≤ 𝑣𝑛 ≤ 𝑒 

 ⟹     𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ∗   𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒   

𝑢𝑛 = 𝑓 𝑣𝑛   ⟹   𝑣𝑛 = 𝑓−1 𝑢𝑛   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑓−1 ∶   0,1 ⟶  1, 𝑒  

  ⟹    lim
𝑛∞

 𝑣𝑛 = lim
𝑛∞

𝑓−1 𝑢𝑛  

  ⟹    lim
𝑛∞

 𝑣𝑛 = 𝑓−1 0     𝑐𝑎𝑟  lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 0 

  ⟹    lim
𝑛∞

 𝑣𝑛 = 1    𝑐𝑎𝑟  𝑓−1 0 = 1 

  .𝑎 و التً تنعدم فً 𝐼 على المجال 𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة 

;0  متصلة على المجال  𝑓لدٌنا  ,𝜖  0 1  و لدٌنا   ∞+ +∞ .   

 :  إذن الدالة 

,0  على المجال  𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة    و التً تُحقق   ∞+

𝐹 1 = 𝑥∀   و  0 ≥ 0   ;   𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥).   

,0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐹إذن  +∞ .   

,𝑥 𝜖  0 ∀:  و كذلك  +∞   ;   𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥    

 :     فإن الدالة 𝐼 عنصر من 𝑎 و 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت  : تذكير

𝐹 ∶   𝐼 ⟶  ℝ                         

𝑥 ⟶   𝑓 𝑡 
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

𝐹 ∶    0, +∞  ⟶  ℝ                                   

𝑥 ⟶   𝑓 𝑡 
𝑥

1

𝑑𝑡
 

 . دالة متصلة فً الصفر على الٌمٌن 𝐹لدٌنا 

𝐹 0 = lim
𝑥→0+

𝐹 𝑥 = lim
𝑥→0+

 
3

4
 𝑥2 − 1 −

1

2
 𝑥2 ln 𝑥     

= lim
𝑥→0+

 
3

4
 𝑥2 − 1  − lim

𝑥→0+
 
𝑥

2
 ∙  𝑥 ln 𝑥    

=
3

4
 02 − 1 − 0 × 0 =

−3

4
 

   .∞+ عند  𝐹المعلومة التً سوؾ نحتاجها هً نهاٌة الدالة 

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥2  
3

4
−

3

4𝑥2
−

ln 𝑥

2
 = −∞ 

−3

4
 

+∞ 𝒙  

𝐹′(𝑥) 

𝐹 

0 

0 

𝐹 𝑒  

1 𝑒 

+ + − 

−∞ 

0 

0 

,𝑒  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝐹: لدٌنا حسب ما سبق  +∞   

,𝑒  تقابل من المجال  𝐹إذن  . ,𝐹   𝑒  نحو المجال   ∞+ +∞   .   

𝐹   𝑒, +∞   =  lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥  , 𝐹 𝑒    ∶  و لدٌنا  

=  −∞ ;  
𝑒2 − 3

4
  

≈  −∞  ;   1,1  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  من جهة أخرى لدٌنا    𝑒𝑥 > 0.   
  .0 إلى 𝑒𝑥 تؤول الكمٌة ∞− إلى 𝑥لكن عندما ٌؤول 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  نستطٌع إذن أن نكتب    𝑒𝑥 ≥ 0   

;   ∗𝑛 𝜖 ℕ ∀      2 :  إذن    𝑒 𝑓 𝑛 −1 ≥ 0   

− 𝑓 𝑛 لأن الكمٌة      .∞+ إلى  𝑛  عندما ٌؤول ∞−  تؤول إلى   1

;   ∗𝑛 𝜖 ℕ ∀ :  نستنتج أن  (2)و  (1)من     0 ≤ 𝑒 𝑓 𝑛 −1 ≤ 1  

;   ∗𝑛 𝜖 ℕ ∀ :  أي     0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1   

;   ∗𝑛 𝜖 ℕ ∀ :  أي      𝑢𝑛  𝜖  0,1    

,1  تقابل من المجال  𝑓رأٌنا أن  𝑒   0,1   نحو المجال .   

 𝑣𝑛  فإنه ٌمتلك سابقا وحٌدا  0,1   عنصر من المجال  𝑢𝑛بما أن  

,1 من المجال   𝑒  بالدالة  𝑓.  
!∃:  أو بتعبٌر آخر   𝑣𝑛  𝜖  1, 𝑒   ;   𝑓 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛.   

= 𝑥 أو بتعبٌر أخٌر نقول أن المعادلة   𝑢𝑛      حٌث ،𝑛𝜖ℕ∗ ،  

,1 تقبل حلا وحٌدا  فً المجال   𝑒 .   

,0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   𝐹 𝑥 =   𝑡 − 𝑡 ln 𝑡 
𝑥

1

𝑑𝑡 

=  𝑡
𝑥

1

𝑑𝑡 −   𝑡 ln 𝑡 
𝑥

1

𝑑𝑡 

=  
𝑡2

2
 

1

𝑥

−  𝑡 
𝑢 ′ (𝑡)

∙ ln 𝑡 
𝑣(𝑡)

𝑥

1

  𝑑𝑡 

=  
𝑥2

2
−

1

2
 −   

𝑡2 ln 𝑡

2
 

1

𝑥

−  
𝑡2

2𝑡

𝑥

1

𝑑𝑡  

=  
𝑥2

2
−

1

2
 −   

𝑥2 ln 𝑥

2
 −

1

2
 𝑡

𝑥

1

𝑑𝑡  

=  
𝑥2

2
−

1

2
 −   

𝑥2 ln 𝑥

2
 −

1

2
 
𝑡2

2
 

1

𝑥

  

=  
𝑥2

2
−

1

2
 −   

𝑥2 ln 𝑥

2
 −

1

2
 
𝑥2

2
−

1

2
   

=  1 +
1

2
  

𝑥2

2
−

1

2
 −   

𝑥2 ln 𝑥

2
   

=
3

2
 
𝑥2 − 1

2
 −   

𝑥2 ln 𝑥

2
   

=
3

4
 𝑥2 − 1 −

1

2
 𝑥2 ln 𝑥  

,𝑒  تقابل من  𝐹إذن  ; ∞−   نحو   ∞+   1,1 .   

; ∞− 𝑦𝜖∀ :  ٌعنً  1,1    ∃! 𝑥 𝜖  𝑒, +∞    ; 𝑓 𝑥 = 𝑦   

; ∞−  من  𝑦ٌعنً أن كل عنصر   من 𝑥  ٌقبل سابقا واحدا  1,1  

,𝑒 المجال      .𝐹  بالتقابل   ∞+

; ∞−  عنصر من المجال 0بما أن   من 𝛼 فإنه ٌمتلك سابقا واحدا  1,1  

,𝑒 المجال     .𝐹  بالتقابل  ∞+
; ∞−  𝜖 0:  ٌعنً    1,1   ⟹   ∃!  𝛼 > 𝑒  ;   𝐹 𝛼 = 0   

= 𝑥 ٌعنً أن المعادلة   ,𝑒  فً المجال  𝛼 تقبل حلا وحٌدا    0 +∞ .   

𝑓 

𝐹 
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2,11−:  ننطلق إذن من الملاحظة التالٌة  < 0 < 0,16.   
> 𝐹 5:  ٌعنً  𝐹 𝛼 < 𝐹 4    

; ∞−  على هذه الأعداد المنتمٌة إلى 1−نُدخل الدالة التناقصٌة    1,1  

>  𝐹−1 𝐹 5: نحصل على  𝐹−1 𝐹 𝛼  < 𝐹−1 𝐹 4   
𝐹−1:  و بما أن  ∘ 𝐹 ≡ 𝐼𝑑 𝑒 ,+∞    

5:  إذن نستنتج أن  > 𝛼 > 4.   

𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع  4 ب 

𝐈𝐈  5  التمرين الرابع 

 و تتؽٌر 1  تنعدم فً ′′𝐹  لأن   𝒞   نقطة انعطاؾ للمنحنى   1,0 لدٌنا  

  .1إشارتها بجوار هذه النقطة التً أفصولها 

′′𝐹  و نقط الانعطاؾ ندرس إشارة المشتقة الثانٌة   𝒞 لدراسة تقعر المنحنى   (𝑥)   

,0  عنصرا من  𝑥لٌكن  = 𝐹′ 𝑥:  لدٌنا   .  ∞+ 𝑓(𝑥).   

,0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝑓و رأٌنا أن  +∞ .   

𝑥∀ :  إذن  > 0   ;   𝐹′′ 𝑥 = 𝑓′ 𝑥 = − ln 𝑥   

𝑥:  إذا كان  = = 𝐹′′ 𝑥:  فإن   . 1 0.   

= 𝐹 1:  و لدٌنا  0   

 :   نستنتج إذن جدول تؽٌرات التقعر كما ٌلً 

𝑥:  إذا كان  > ′′𝐹:  فإن   . 1  𝑥 < 0.   

𝑥:  إذا كان  < ′′𝐹:  فإن   . 1  𝑥 > 0.   

+∞ 𝒙  

𝐹′′ (𝑥) 

𝐹 

0 

0 

1 

+ − 

  𝒞   مقعر  𝒞   محدب

 1,0 

نقطةانعطاؾ

  𝒞  لـ

 

 

 𝓒  

 

 𝓒  

1 𝛼 

−𝟑

𝟒
 

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
3

4
 𝑥2 − 1 −

𝑥2 ln 𝑥

2
               ∶  لدٌنا  

= lim
𝑥→+∞

𝑥2  
3

4
−

3

4𝑥2
−

ln 𝑥

2
  

=  +∞ 2  
3

4
−

3

4
 0 −

1

2
 +∞   

=  +∞  −∞ = −∞ 

 ٌقبل فرعا شلجمٌا اتجاهه محور الأراتٌب موجه نحو  𝒞 و نقول أن 

   .∞+الأسفل بجوار  

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 

3

4
 𝑥 −

1

𝑥
 −

𝑥 ln 𝑥

2
             ∶  و لدٌنا  

= lim
𝑥→+∞

𝑥  
3

4
−

3

4𝑥2
−

ln 𝑥

2
 = −∞ 

   :    نحن أمام الوضعٌة التالٌة 

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = −∞

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= −∞

  

4لنبٌن الآن أن   < 𝛼 < 5.   

  :  فً البداٌة لدٌنا 
𝐹 4 =

3

4
 42 − 1 −

42

2
ln 4 ≈ 0,16   

𝐹 5 =
3

4
 52 − 1 −

52

2
ln 5 ≈ −2,11

   

 :     دالتٌن تناقصٌتٌن معاً حٌث 1− و 𝐹و نعلم أن 

𝐹 ∶    𝑒, +∞  ⟶   −∞  ;   1,1 

𝐹−1  ∶    −∞ ;   1,1  ⟶   𝑒 , +∞ 
 

𝐹 

𝐹 
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 التمرين الأول  1  

 

 التمرين الأول  2  

𝑈:  نعتبر المجموعة  =   𝑧 𝜖 ℂ  ;    𝑧 = 1     
 𝑈 1 هً مجموعة الأعداد العقدٌة التً معٌارها ٌساوي.  

   .∗ℂ جزء ؼٌر فارغ من المجموعة  𝑈إذن 

 و لنبٌن أن 𝑈 عنصرٌن من ′𝑧 و 𝑧لٌكن 
𝑧′

  .𝑈 عنصر من 

 التمرين الأول  3 أ 

 التمرين الأول  3 ب 

   . ×,𝐺   نحو   ×,𝑈  تشاكل من  𝜑لدٌنا 
   . ×, 𝜑 𝑈   هً الزمرة التبادلٌة   ×,𝑈 إذن صورة الزمرة التبادلٌة  

= 𝑈  تقابل فإن  𝜑و بما أن  𝐺     .  

  زمرة تبادلٌة و نستنتج ممٌزاتها من خلال ممٌزات المجموعة   ×,𝐺 إذن  

 𝑈,×  ًعن طرٌق التشاكل التقابل  𝜑.  

𝑒𝑖0لدٌنا   =   .𝑈  هو العنصر المحاٌد للضرب فً 1

= 𝑒𝑖0 إذن   𝑀0      ًهو العنصر المحاٌد للضرب ف𝐺.  

  𝑒−𝑖𝜃 و هو العدد العقدي  𝑈 ٌقبل مماثلا فً     من   𝑒𝑖𝜃و لدٌنا كل عدد  

𝑒𝑖𝜃 إذن كل مصفوفة   .  = 𝑀𝜃     من𝐺 ًتقبل مماثلة ف  𝐺 

𝜑 𝑒−𝑖𝜃و هً المصفوفة    = 𝑀−𝜃.   

= 𝜑 𝑒𝑖0:  و لدٌنا  𝑀0 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = 𝐼   

𝑀𝜃:  و كذلك  × 𝑀−𝜃 = 𝑀𝜃−𝜃 = 𝑀0 = 𝐼   

 التمرين الأول  4  

𝐈 التمرين الثاني  1 أ 

𝐈 التمرين الثاني 1 ب 

  زمرة  ×,𝑈 نستنتج إذن حسب الخاصٌة الممٌزة للزمرة الجزئٌة أن  

   . ×,∗ℂ جزئٌة من الزمرة التبادلٌة  

 
𝑧

𝑧′
 =

 𝑧 

 𝑧′ 
=

1

1
= 1   ∶  لدٌنا    

∀  𝑧, 𝑧′  𝜖 𝑈2  ;    
𝑧

𝑧′
  𝜖 𝑈   ∶  لدٌنا    

   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐺إذن 

  ٌكفً أن ٌضم مصفوفات  ×, ℳ2 ℝ  جزءا مستقرا من  𝐺لكً ٌكون 

𝑀𝜃  ∀ و  3من الرتبة   , 𝑀𝜃′  𝜖 𝐺2   ;   𝑀𝜃 × 𝑀𝜃′  𝜖 𝐺.   

  .𝐺  مصفوفتٌن من ′𝑀𝜃  و  𝑀𝜃لتكن  

𝑀𝜃 × 𝑀𝜃′ =  
1 0 0
0 cos 𝜃 − sin 𝜃
0 sin 𝜃 cos 𝜃

  
1 0 0
0 cos 𝜃′ − sin 𝜃′
0 sin 𝜃′ cos 𝜃′

  

=  
1 0 0
0 cos 𝜃 cos 𝜃′ − sin 𝜃 sin 𝜃′ − sin 𝜃 cos 𝜃′ + cos 𝜃 sin 𝜃′ 

0 sin 𝜃 cos 𝜃′ + cos 𝜃 sin 𝜃′ cos 𝜃 cos 𝜃′ − sin 𝜃 sin 𝜃′

  

=  

1 0 0
0 cos 𝜃 + 𝜃′ −sin 𝜃 + 𝜃′ 

0 sin 𝜃 + 𝜃′ cos 𝜃 + 𝜃′ 
  

= 𝑀𝜃+𝜃′  𝜖 𝐺  ;   𝑐𝑎𝑟   𝜃 + 𝜃′  𝜖 ℝ 

 :    لقد حصلنا على ما ٌلً 

∀  𝑀𝜃 , 𝑀𝜃′  𝜖 𝐺2   ;   𝑀𝜃 × 𝑀𝜃′ = 𝑀𝜃+𝜃′   𝜖  𝐺  

𝑒𝑖𝜃  ∀:  إذن  , 𝑒𝑖𝜃 ′  𝜖 𝑈2  ;   𝜑 𝑒𝑖𝜃 × 𝑒𝑖𝜃 ′ = 𝜑 𝑒𝑖𝜃  × 𝜑 𝑒𝑖𝜃 ′    

   . ×,𝐺   نحو   ×,𝑈  تشاكل من  𝜑ٌعنً أن 

 . تقابل 𝜑لنبٌن الآن أن 
𝑒𝑖𝑥   التالٌة  𝑒𝑖𝑥المعادلة ذات المجهول   . 𝐺  مصفوفة من 𝑀𝜃لتكن    = 𝑀𝜃  

                                                . 𝑒𝑖𝜃 و هو العدد العقدي  𝑈تقبل حلا وحٌدا فً 
𝑒𝑖𝑥                                                                 لأن  = 𝑀𝜃   ⟺   𝑀𝑥 = 𝑀𝜃   

⟺      
1 0 0
0 cos 𝑥 − sin 𝑥
0 sin 𝑥 cos 𝑥

  =   
1 0 0
0 cos 𝜃 − sin 𝜃
0 sin 𝜃 cos 𝜃

   

⟺      
cos 𝑥 = cos 𝜃
sin 𝑥 = sin 𝜃

  

⟺    𝑥 ≡ 𝜃  2𝜋  

⟺    𝑒𝑖𝑥 = 𝑒𝑖𝜃  

  .𝑈  عنصرٌن من ′𝑒𝑖𝜃  و  𝑒𝑖𝜃لٌكن  

𝜑 𝑒𝑖𝜃                                          :  لدٌنا  × 𝑒𝑖𝜃′ = 𝜑 𝑒𝑖 𝜃+𝜃′   = 𝑀𝜃+𝜃′  

= 𝑀𝜃 × 𝑀𝜃′    ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 1  

= 𝜑 𝑒𝑖𝜃  × 𝜑 𝑒𝑖𝜃′  

   . ×,𝐺   نحو   ×,𝑈  تقابل من  𝜑و هذا ٌعنً أن التطبٌق 

   . ×,𝐺   نحو   ×,𝑈  تشاكل تقابلً من  𝜑و بالتالً 

 :    إذن نستنتج أن 

 ∀ 𝑀𝜃  𝜖 𝐺 ,   ∃!  𝑒𝑖𝑥 = 𝑒𝑖𝜃  𝜖 𝑈   ∶   𝜑 𝑒𝑖𝑥  = 𝑀𝜃  

 ( .ب (3و ذلك حسب نتٌجة السؤال .   زمرة تبادلٌة  ×,𝐺 رأٌنا أن  

𝑀𝜃:  أي  . 𝑀−𝜃  تقبل مماثلة 𝑀𝜃و كل مصفوفة   × 𝑀−𝜃 = 𝐼   

𝑀𝜃 −1 :  ٌعنً  = 𝑀−𝜃   

𝑀𝜃 −1 :  أو بتعبٌر آخر نكتب  = 𝑆𝑦𝑚 𝑀𝜃 = 𝑆𝑦𝑚  𝜑 𝑒𝑖𝜃      

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا ؼٌر منعدم 𝑛لٌكن 

= 𝜑  𝑆𝑦𝑚 𝑒𝑖𝜃   = 𝜑 𝑒−𝑖𝜃  = 𝑀−𝜃  

 𝑀𝜃 𝑛 = 𝑀𝜃 × ⋯ × 𝑀𝜃    ;   𝑛  𝑓𝑜𝑖𝑠 

= 𝜑 𝑒𝑖𝜃 × ⋯ × 𝜑 𝑒𝑖𝜃    ;    𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠 

= 𝜑  𝑒𝑖𝜃 × ⋯ × 𝑒𝑖𝜃         
𝑛   𝑓𝑜𝑖𝑠

  ;   𝑓 تشاكل    

= 𝜑  𝑒𝑖𝜃  
𝑛
  

= 𝜑 𝑒𝑖𝑛𝜃     ;   𝑛𝜃 𝜖 ℝ 

= 𝑀𝑛𝜃  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    𝑀𝜃 𝑛 = 𝑀𝑛𝜃   ∶   و بالتالً  

  .𝑖 عددا عقدٌا مخالفا للعدد 𝑧لٌكن 

 𝜑 𝑧  =  𝑖  
𝑧 − 2𝑖

𝑧 − 𝑖
  =  𝑖 ∙  

𝑧 − 2𝑖

𝑧 − 𝑖
 =  

𝑧𝑀 − 𝑧𝐴

𝑧𝑀 − 𝑧𝐵
  

=
 𝑧𝑀 − 𝑧𝐴 

 𝑧𝑀 − 𝑧𝐵 
=

𝐴𝑀

𝐵𝑀
 

  .2𝑖 و 𝑖 عددا عقدٌا مخالفا لكل من العددٌن 𝑧لٌكن 

arg 𝜑 𝑧  ≡ arg  𝑖  
𝑧 − 2𝑖

𝑧 − 𝑖
   2𝜋  

⟹  arg 𝜑 𝑧  ≡ arg 𝑖 + arg  
𝑧 − 2𝑖

𝑧 − 𝑖
  2𝜋  

⟹  arg 𝜑 𝑧  ≡
𝜋

2
+ arg  

𝑧𝑀 − 𝑧𝐴

𝑧𝑀 − 𝑧𝐵
  2𝜋  

⟹  arg 𝜑 𝑧  ≡
𝜋

2
+  𝐵𝑀       , 𝐴𝑀        

             
  2𝜋  

𝑧 

𝜑 

𝜑 

𝜑 

𝜑 

𝑈 
𝜑 
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𝐈  2 التمرين الثاني 

𝐈𝐈  1 التمرين الثاني 

𝐈𝐈  2 التمرين الثاني 

𝐈𝐈  3 التمرين الثاني 

   .′𝑀 انطلاقا من النقطة  𝑀طرٌقة إنشاء النقطة 

   2 ننطلق من معلم و نُمثل علٌه النقطتٌن𝑖       و  𝑖       . 

  نمثل بعد ذلك النقطة𝑀 المعرفة بلحقها 𝑧 المخالؾ لـ 𝑖 2 و𝑖.  

  نرسم المستقٌم 𝐷  المار من 𝐵ًو الموازي للمحور الحقٌق . 

   نرسم الدائرة 𝒞1  التً مركزها  𝐵 و تمر من 𝑀.  

  نرسم الدائرة 𝒞2  التً مركزها 𝐵  و شعاعها 
1

𝑀𝐵
.   

  نصؾ المستقٌم  𝐵𝑀   ٌقطع الدائرة  𝒞2  فً نقطة 𝐻.  

  المستقٌم المار من𝐻 ٌقطع الدائرة    و العمودي على  𝒞2  

  .′𝑀فً نقطة هً 

,    𝑒1 و هذا ٌعنً أن الزاوٌتٌن   𝐵𝑀                   
,    𝑒1   و   𝐵𝑀′          

            
  لهما قٌاسٌن 

,    𝑒1 و لتحقٌق ذلك نرسم مماثلة الزاوٌة  . متعاكسٌن جبرٌا 𝐵𝑀                   
  بالنسبة 

  .′𝑀 فنحصل على النقطة  𝐷 للمحور 

𝑩𝑴   الحالة :شكل توضيحي =
𝟏

𝟐
.   

𝒊ℝ 

ℝ 

𝑴 

𝑯 

𝑴′ 

𝑨 

𝑩  𝑫  

𝟑𝒊 

𝟐𝒊 

𝒊 

−𝒊 

𝟏 𝟐 −𝟏 −𝟐 𝓞 

𝐸 =   𝑀 𝑧   ;     𝜑 𝑧  = 1   

=   𝑀 𝑧   ;    
𝐴𝑀

𝐵𝑀
= 1   

=   𝑀 𝑧   ;    𝐴𝑀 = 𝐵𝑀   

= 𝑙𝑎 𝑚é𝑑𝑖𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒  𝑑𝑢  𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡   𝐴𝐵  

=    𝐴𝐵   واسط  القطعة 

𝐹 =   𝑀 𝑧   ;     𝜑 𝑧   𝜖 𝑖ℝ   

=   𝑀 𝑧   ;   arg 𝜑 𝑧  ≡
𝜋

2
  𝜋    

=   𝑀 𝑧   ;   
𝜋

2
+  𝐵𝑀       , 𝐴𝑀        

             
+ 2𝑘𝜋 =

𝜋

2
+ 𝑘′𝜋   

=   𝑀 𝑧   ;     𝐵𝑀       , 𝐴𝑀        
             

= 0 +  𝑘′ − 2𝑘 𝜋  ;    
𝑘, 𝑘′𝜖 ℤ         
 𝑘′ − 2𝑘  𝜖 ℤ

   

=   𝑀 𝑧   ;     𝐵𝑀       , 𝐴𝑀        
             

≡ 0  𝜋     

=   𝑀 𝑧   ;    𝑀 𝜖  𝐴𝐵  ;     
𝑀 ≠ 𝐴
𝑀 ≠ 𝐵

    

= 𝑙𝑎 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒   𝐴𝐵   𝑝𝑟𝑖𝑣é𝑒  𝑑𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠  𝐴  𝑒𝑡  𝐵 

= 𝐵  و  𝐴  المحروم  من   𝐴𝐵   المستقٌم 

  .𝑖 عددا عقدٌا مخالفا للعدد العقدي 𝑧لٌكن 

 𝜑 𝑧 − 𝑖 = 𝑖  
𝑧 − 2𝑖

𝑧 − 𝑖
 − 𝑖 =

𝑖 𝑧 − 2𝑖 − 𝑧 + 𝑖 

 𝑧 − 𝑖 
 

=
𝑖 −𝑖 

 𝑧 − 𝑖 
=

1

𝑧 − 𝑖
 

⟹   arg 𝜑 𝑧 − 𝑖 ≡ arg  
1

𝑧 − 𝑖
   2𝜋      

⟹   arg 𝜑 𝑧 − 𝑖 ≡ arg 1 − arg 𝑧 − 𝑖   2𝜋      

⟹   arg 𝜑 𝑧 − 𝑖 ≡ 0 − arg 𝑧 − 𝑖   2𝜋      

⟹   arg 𝜑 𝑧 − 𝑖 ≡ − arg 𝑧 − 𝑖   2𝜋      

𝜑 𝑧 − 𝑖 =
1

𝑧 − 𝑖
                                                               ∶  إذن  

𝜑 𝑧 − 𝑖 =
1

𝑧 − 𝑖
                                                   ∶  و لدٌنا  كذلك  

⟹    𝜑 𝑧 − 𝑖 ≡  
1

𝑧 − 𝑖
 =

 1 

 𝑧 − 𝑖 
=

1

 𝑧 − 𝑖 
     

𝑀 𝑧  𝜖  𝒞   ⟺   𝐵𝑀 =
1

2
 

⟺    𝑧𝑀 − 𝑧𝐵 =
1

2
 

⟺   
1

 𝑧 − 𝑖 
= 2 

⟺    𝜑 𝑧 − 𝑖 =
1

 𝑧 − 𝑖 
= 2 

⟺    𝑧𝑀′ − 𝑧𝐵 = 2 

⟺   𝐵𝑀′ = 2 

⟺   𝑀′  𝜖  𝒞′ 𝐵 , 2  

  .تعليل طريقة الإنشاء

 . لا تصلح لهما هذه الطرٌقة 𝐵 و 𝐴فً البداٌة نلاحظ أن النقطتٌن 

= 𝜑 2𝑖:  لأن 
𝑖 2𝑖−2𝑖 

2𝑖−𝑖
=    .𝜑 𝑖   𝑛′𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒  𝑝𝑎𝑠  و  0

 . بهذا التحوٌل هً أصل المعلم 𝐴إذن صورة 

 . لا صورة لها بهذا التحوٌل 𝐵و النقطة 

 التً مركزها  𝒞   تنتمً إلى الدائرة  𝑀 𝑧بعد ذلك ، رأٌنا أنه إذا كانت  

𝐵 و شعاعها 
1

2
𝒞   تنتمً إلى الدائرة    𝑀′ 𝜑 𝑧 فإن النقطة     التً  ′

  .2 و شعاعها 𝐵مركزها 

ٌُمكن تعمٌم هذه النتٌجة و نقول أنه إذا كانت    تنتمً إلى الدائرة        𝑧 و 

 𝒞  التً مركزها  𝐵  فإن النقطة      و شعاعها  𝑀′  𝑧   تنتمً إلى  

 و شعاعها  𝐵 التً مركزها  ′𝒞 الدائرة 
1

𝐵𝑀
.   

  .  𝒞2  على الدائرة  ′𝑀ٌكفً الآن تحدٌد الموقع الهندسً للنقطة 
 :    و من أجل ذلك نستعٌن بالعلاقة التالٌة 

  arg 𝜑 𝑧 − 𝑖 ≡ − arg 𝑧 − 𝑖   2𝜋      
⟺   arg 𝑧𝑀′ − 𝑧𝐵 + arg 𝑧𝑀 − 𝑧𝐵 ≡ 0  2𝜋      

⟺   arg  
𝑧𝑀′ − 𝑧𝐵

1 − 0
 + arg  

𝑧𝑀 − 𝑧𝐵

1 − 0
 ≡ 0  2𝜋      

⟺    𝑒1    , 𝐵𝑀′          
            

+  𝑒1    , 𝐵𝑀                   ≡ 0  2𝜋      

𝐷 

𝐴 𝐵 

 𝓒𝟐  

 𝓒𝟏  

𝑀 
𝐵𝑀 
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𝐈𝐈𝐈  1  التمرين الثاني 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الثاني  2 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الثاني  2 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الثاني  2 ج 

𝐈𝐈𝐈  3  التمرين الثاني 

 التمرين الثالث  1  

∶  𝐸 :   المعادلة التالٌة ℤ2لنحل فً    3𝑥 − 5𝑦 = 13   

  .ℤ2 قابلة للحل فً  𝐸 فً البدٌة نلاحظ أن المعادلة 

 13ٌقسم العدد  ( 1أي العدد  ) 5 و 3و ذلك لأن القاسم المشترك الأكبر لـ 
 . باستعمال خوارزمٌة أقلٌدس  𝐸 لنحدد أولا حلا خاصا للمعادلة 

𝑴′ 

𝑴 

𝑫 

𝑪 

𝜑 𝑧 = 𝑧  ⟺   𝑖  
𝑧 − 2𝑖

𝑧 − 𝑖
 = 𝑧 

⟺    𝑧 𝑧 − 𝑖 = 𝑖 𝑧 − 2𝑖  

⟺    𝑧2 − 𝑖 𝑧 = 𝑖 𝑧 + 2 

⟺    𝑧2 − 2𝑖 𝑧 − 2 = 0    ;    ∆ = 4  

⟺    𝑢 = 𝑖 + 1    𝑒𝑡    𝑣 = 𝑖 − 1 

𝜑 𝑧 − 𝑢

𝜑 𝑧 − 𝑣
= − 

𝑧 − 𝑢

𝑧 − 𝑣
   ⟺   

𝑢 − 𝜑 𝑧 

𝑣 − 𝜑 𝑧 
= − 

𝑢 − 𝑧

𝑣 − 𝑧
  

  ⟹   arg  
𝑢 − 𝜑 𝑧 

𝑣 − 𝜑 𝑧 
 ≡ arg  − 

𝑢 − 𝑧

𝑣 − 𝑧
    2𝜋  

  ⟹    arg  
𝑢 − 𝜑 𝑧 

𝑣 − 𝜑 𝑧 
 ≡ arg −1 + arg  

𝑢 − 𝑧

𝑣 − 𝑧
   2𝜋  

  ⟹    arg  
𝑧𝑐 − 𝑧𝑀′

𝑧𝐷 − 𝑧𝑀′
 ≡ 𝜋 + arg  

𝑧𝐶 − 𝑧𝑀

𝑧𝐷 − 𝑧𝑀
   2𝜋  

  ⟹     𝑀′𝐷         , 𝑀′𝐶         
               

≡ 𝜋 +  𝑀𝐷       , 𝑀𝐶        
             

 + 2𝑘𝜋 

  ⟹     𝑀′𝐷         , 𝑀′𝐶         
               

≡ 𝜋 + 0 + 2𝑘𝜋 

  ⟹     𝑀′𝐷         , 𝑀′𝐶         
               

≡  1 + 2𝑘 𝜋    ;    1 + 2𝑘  𝜖 ℤ 

  ⟹     𝑀′𝐷         , 𝑀′𝐶         
               

≡ 0 𝜋       ∗  

,       𝑀𝐷 :  فإن .  نقط مستقٌمٌة 𝐷 و 𝐶 و 𝑀إذا كانت  𝑀𝐶        
             

≡ 0  𝜋 .   

,         𝑀′𝐷 :    نستنتج أن  ∗ و منه حسب   𝑀′𝐶         
               

≡ 0  𝜋 .   

 . نقط مستقٌمٌة 𝐶 و 𝐷و ′𝑀 ٌعنً أن 

𝑀  و  C  و  D  مستقٌمٌة  :  و بذلك نحصل على النظمة التالٌة 

′𝑀  و  C  و  D  مستقٌمٌة
    

  𝑀′𝜖  𝐷𝐶و     . 𝑀 𝜖  𝐷𝐶:  ٌعنً 

 . نقط مستقٌمٌة 𝐷 و 𝐶 و ′𝑀 و 𝑀إذن 

 . ؼٌر مستقٌمٌة 𝐷 و 𝐶 و 𝑀إذا كانت 
𝜑 𝑧 − 𝑢

𝜑 𝑧 − 𝑣
= − 

𝑧 − 𝑢

𝑧 − 𝑣
   ⟺   

𝑢 − 𝜑 𝑧 

𝑣 − 𝜑 𝑧 
= − 

𝑢 − 𝑧

𝑣 − 𝑧
  

  ⟹    arg  
𝑧𝑐 − 𝑧𝑀′

𝑧𝐷 − 𝑧𝑀′
 ≡ 𝜋 + arg  

𝑧𝐶 − 𝑧𝑀

𝑧𝐷 − 𝑧𝑀
   2𝜋  

  ⟹     𝑀′𝐷         , 𝑀′𝐶         
               

≡ 𝜋 +  𝑀𝐷       , 𝑀𝐶        
             

 + 2𝑘𝜋 

  ⟹     𝑀′𝐷         , 𝑀′𝐶         
               

≡  𝑀𝐷       , 𝑀𝐶        
             

 +  1 + 2𝑘 𝜋 

  ⟹     𝑀′𝐷         , 𝑀′𝐶         
               

≡  𝑀𝐷       , 𝑀𝐶        
             

  𝜋  

 𝑀′ و 𝑀 و 𝐶 و 𝐷 نقط متداورة ⟹    

 :  سوؾ نستعمل فً هذا السؤال القاعدة المهمة التالٌة 

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  
𝑥 − 𝑦

2
  𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
 
 

𝜑 𝑧 =
𝑖 𝑧 − 2𝑖 

𝑧 − 𝑖
=

𝑖 𝑖 + 𝑒𝑖𝜃 − 2𝑖 

𝑖 + 𝑒𝑖𝜃 − 𝑖
                           ∶  لدٌنا   

=
𝑖 𝑒𝑖𝜃 − 𝑖 

𝑒𝑖𝜃
=

𝑒
𝑖𝜋
2  𝑒𝑖𝜃 + 𝑒

−𝑖𝜋
2  

𝑒𝑖𝜃
 

=
𝑒

𝑖 𝜃+
𝜋
2
 

+ 𝑒𝑖0

𝑒𝑖𝜃
 

=
2 cos 𝜃

2
+ 𝜋

4
  𝑒

𝑖 
𝜃
2

+
𝜋
4
 

𝑒𝑖𝜃
 

= 2 cos  
𝜃

2
+

𝜋

4
  𝑒

𝑖 
𝜃
2

+
𝜋
4
−𝜃 

 

= 2 cos  
𝜃

2
+

𝜋

4
  𝑒

𝑖 
𝜋
4
−

𝜃
2
 
 

⟹    
 𝜑 𝑧  = 2 cos  

𝜃

2
+

𝜋

4
         

arg 𝜑 𝑧  ≡   
𝜋

4
−

𝜃

2
   2𝜋 

  

5 3
2 1

    ⟹     2 = 5 − 3 × 1      1  

3 2
1 1

    ⟹     1 = 3 − 1 × 2      2  

2 1
0 2

    ⟹      𝑗𝑢𝑠𝑡  𝑠𝑡𝑜𝑝  𝑟𝑖𝑔𝑡  𝑒𝑟𝑒 

𝜑 𝑧 − 𝑢

𝜑 𝑧 − 𝑣
=

𝑖 𝑧 − 2𝑖 
 𝑧 − 𝑖 

−  𝑖 + 1 

𝑖 𝑧 − 2𝑖 
 𝑧 − 𝑖 

−  𝑖 − 1 
 

=
𝑖 𝑧 − 2𝑖 −  𝑧 − 𝑖  𝑖 + 1 

𝑖 𝑧 − 2𝑖 −  𝑧 − 𝑖  𝑖 − 1 
 

=
1 + 𝑖 − 𝑧

1 − 𝑖 + 𝑧
= − 

𝑧 −  1 + 𝑖 

𝑧 −  𝑖 − 1 
  = − 

𝑧 − 𝑢

𝑧 − 𝑣
  

 هو أخر باقً ؼٌر منعدم فً 5 و 3إذن القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 

5ٌعنً  . القسمات المتتالٌة  ∧ 3 = 1.   

فً الحقٌقة ، نحن لا نحتاج لاستدعاء خوارزمٌة أقلٌدس بضخامتها لتحدٌد 

 عددان 5 و 3ٌكفً أن نلاحظ أن  . 5 و 3القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 

5 )أولٌان موجبان إذن فهما أولٌان فٌما بٌنهما  ∧ 3 = 1 ). 

  𝐸 لقد تم استدعاء أقلٌدس و خوارزمٌته لتحدٌد الحل الخاص للمعادلة 
 : و هذا ما سوؾ أعرضه الآن 

1                                    :  لدٌنا  = 3 − 1 × 2     ;    𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  2  
= 3 − 1 ×  5 − 3 × 1   ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  1  
= 3 − 5 × 1 + 3 × 1 
= 2 × 3 − 5 × 1 
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′3𝑘 بـ    𝑦نُعوض  +  :     فنحصل على  ∗   فً الكتابة  13

𝑥:  أي  = 5𝑘′ + 26   

ٌُكتب على شكل  إذن كل حل من حلول المعادلة                    
 5𝑘′ + 26 ; 3𝑘′ +    .𝑘′𝜖 ℤ  حٌث   13

′5𝑘 نلاحظ أن جمٌع الأزواج   : عكسيا + 26 ; 3𝑘′ +  ℤ2  من  13
  . 𝐸 هً حلول للمعادلة 

′5𝑘 3:   لأن  + 26 − 5 3𝑘′ + 13 = 13  ;   ∀ 𝑘′𝜖 ℤ  

 التمرين الثالث  2  

نفترض أن  
𝑥

𝑦
𝑥         حٌثℤ من 𝑚إذن ٌوجد  .  عدد نسبً  =  

3𝑚𝑦:   نجد  𝐸  فً المعادلة 𝑚𝑦 بـ 𝑥نُعوض  . − 5𝑦 = 13   

𝑦 3𝑚:  ٌعنً  − 5 = 13.   

  .13 ٌقسم العدد 𝑦و منه نستنتج أن 

 . عدد أولً 13و نعلم أن 

, 13− :  إذن قواسمه هً الأعداد النسبٌة  −1 , 1 , 13 .   

, 𝑦  𝜖   −13:  إذن  −1 , 1 , 13    

𝑦:  ٌعنً أن  = 3𝑘 − 2  𝜖   −13 , −1 , 1 , 13    

 التمرين الثالث 3  

 التمرين الثالث 4  

 التمرين الرابع  1  

⟹    ∃𝑘′𝜖ℤ   ;   𝑦 − 13 = 3𝑘′ 
⟹    ∃𝑘′𝜖ℤ   ;   𝑦 = 3𝑘′ + 13 

3 𝑥 − 26 = 5 3𝑘′  

 . ؼٌر قابلة للاشتقاق على ٌمٌن الصفر 𝜑إذن الدالة 

 ٌقبل نصؾ مماس عمودي على الٌمٌن فً النقطة  𝜑منحنى الدالة : بقولنا 

 .  موجه نحو الأعلى  0,0 

lim :   و نفسر هندسٌا هذه النهاٌة 
𝑥→0+

 
𝜑 𝑥 − 𝜑 0 

𝑥 − 0
 = +∞ 

𝑦 5 ٌقسم الجداء  3إذن  − 13 .   
5و بما أن   ∧ 3 =  .( أولٌان فٌما بٌنهما 5 و 3 )  1

𝑦  ٌقسم العدد  3 نستنتج أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠فإنه حسب  − 13 .   

𝑥 3     ∗ :  ٌعنً  − 26 = 5 𝑦 − 13    

 :   هً  𝐸 و بالتالً مجموعة حلول المعادلة 

𝑆 =    5𝑘′ + 26  ;   3𝑘′ + 13   ;   𝑘′𝜖ℤ   

′𝑘عندما نضع   : ملاحظة = 𝑘 −    :    نجد أن 5
𝑥 = 5𝑘 + 1
𝑦 = 3𝑘 − 2

    

 :     تأخذ شكلا آخر و هو الآتً   إذن مجموعة حلول المعادلة 

𝑆 =    5𝑘 + 1  ;   3𝑘 − 2   ;   𝑘𝜖ℤ   

:    و لدٌنا 
 
 
 

 3𝑘 − 2 = −13  ⟹   𝑘 =
−11

3
 ∉  ℤ

 3𝑘 − 2 = −1  ⟹   𝑘 =
1

3
 ∉  ℤ      

 3𝑘 − 2 = 1  ⟹   𝑘 = 1  𝜖  ℤ          
 3𝑘 − 2 = 13  ⟹   𝑘 = 5  𝜖  ℤ        

  

; 𝑘 𝜖  1:  إذن  5    

𝑘:  و لدٌنا  = 1  ⟹     
𝑥 = 6
𝑦 = 1

    

𝑘:  و لدٌنا  = 5  ⟹     
𝑥 = 26
𝑦 = 13

    

 التً من أجلها ٌكون   إذن حلول المعادلة 
𝑦

 :  عددا صحٌحا نسبٌا هً 

   6 ;  1   𝑒𝑡   26 ; 13    

 : للإجابة على هذا السؤال نستعمل مبدأ خوارزمٌة أقلٌدس التالً 

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

   ⟹    𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑐 

5𝑘 ننجز القسمة الأقلٌدٌة للعدد   + 3𝑘   على العدد   1 − 2   

:    نحصل على 
5𝑘 + 1 3𝑘 − 2
2𝑘 + 3 1        

 

 :    إذن حسب مبدأ خوارزمٌة أقلٌدس نستنتج أن 

 1      5𝑘 + 1 ∧  3𝑘 − 2 =  3𝑘 − 2 ∧  2𝑘 + 3  

:    و لدٌنا 
3𝑘 − 2 2𝑘 + 3
𝑘 − 5  1         

 

 :    إذن حسب مبدأ خوارزمٌة أقلٌدس نستنتج أن 

 2      3𝑘 − 2 ∧  2𝑘 + 3 =  2𝑘 + 3 ∧  𝑘 − 5  

:    و لدٌنا 
3𝑘 + 3 𝑘 − 5

13  2         
 

 :    إذن حسب مبدأ خوارزمٌة أقلٌدس نستنتج أن 

 3      2𝑘 + 3 ∧  𝑘 − 5 =  𝑘 − 5 ∧ 13 

 :نستنتج أن  (3)و  (2)و  (1)من النتائج 

 5𝑘 + 1 ∧  3𝑘 − 2 =  𝑘 − 5 ∧ 13 

                                        : النظمة التالٌة ℤ2لنحل فً 
3𝑥 − 5𝑦 = 13
𝑥 ∧ 𝑦 = 13      

    

 :    نستنتج أن  (3إذن حسب نتٌجة السؤال 

⟺     

𝑥 = 5𝑘 + 1
𝑦 = 3𝑘 − 2

  ;   𝑘𝜖ℤ             

 5𝑘 + 1 ∧  3𝑘 − 2 = 13

  

⟺     

𝑥 = 5𝑘 + 1
𝑦 = 3𝑘 − 2

  ;   𝑘𝜖ℤ             

 𝑘 − 5 ∧ 13 = 13             

  

𝑘 من الكتابة   − 5 ∧ 13 =    .13 ٌقسم العدد  13  نستنتج أن 13

𝑘  بحٌث  ℤ من 𝑛إذن ٌوجد  − 5 = 13𝑛 .   ًٌعن  :𝑘 = 13𝑛 + 5  

13𝑛  بـ  𝑘نُعوض إذن  . +  :     فنحصل على 𝑦 و 𝑥  فً تعبٌري  5

𝑥 التً من أجلها    إذن حلول المعادلة  ∧ 𝑦 =   هً الأعداد 13
 :   الصحٌحة النسبٌة التً تكتب بصفة عامة على الشكل التالً 

  
𝑥 = 5 13𝑛 + 5 + 1 = 65𝑛 + 26
𝑦 = 3 13𝑛 + 5 − 2 = 39𝑛 + 13

  

𝑆 =    65𝑛 + 26  ;   39𝑛 + 13   ;   𝑛 𝜖 ℕ   

lim
𝑥→0+

 
𝜑 𝑥 − 𝜑 0 

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+
 
 𝑥 𝑒−𝑥

𝑥
                        ∶  لدٌنا  

= lim
𝑥→0+

 
1

 𝑥
  𝑒−𝑥 =  +∞  1  

= +∞ ∉  ℝ 

:     نحصل على 13نضرب طرفً هذه المتساوٌة فً العدد 

. 

, 26 إذن الزوج     . 𝐸   حل خاص للمعادلة  13

,𝑥 لٌكن   𝑦  الحل العام للمعادلة   𝐸  .  و ننطلق من النظمة التالٌة  : 

 :    ننجز عملٌة الطرح بٌن هاتٌن المعادلتٌن فنحصل على 

 
3𝑥 − 5𝑦 = 13               
3 × 26 − 5 × 13 = 13

  

3 𝑥 − 26 + 5 13 − 𝑦 = 0 

− 2 3:  إذن  5 1 = 1.   

3 × 26 − 5 × 13 = 13 

𝐸 

𝐸 

𝑦𝑚 

𝐸 
𝑥 

𝐸 
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,0  تقابل من المجال  𝜓إذن    .ℝ  نحو  ∞+

, 𝑦 𝜖 ℝ ∀ :  ٌعنً أن   ∃! 𝑥 𝜖  0, +∞     ;   𝜓 𝑥 = 𝑦   

,0  من 𝜓 ٌقبل سابقا وحٌدا بالتقابل ℝٌعنً أن كل عنصر من  +∞ .   

,0  من المجال  𝛼 ٌمتلك سابقا وحٌدا 0  فإن 𝜖 ℝ 0بما أن   +∞ .   
!∃ :  ٌعنً   𝛼 > 0   ;   𝜓 𝛼 = 0   

= 𝑥 ٌعنً أن المعادلة   +ℝ فً  𝛼تقبل حلا وحٌدا       0
∗.   

:  لنبٌن الآن أن 
2

5
< 𝛼 <

1

2
.   

𝜓:  لدٌنا   
2

5
 = 𝜓 0,4 = ln 0,4 + 2 0,4 ≈ −0,11.   

𝜓:  و لدٌنا كذلك   
1

2
 = 𝜓 0,5 = ln 0,5 + 2 0,5 ≈ 0,30   

0,11−:  نلاحظ أن  < 0 < 0,30.   

𝜓:  ٌعنً أن   
2

5
 < 𝜓 𝛼 < 𝜓  

1

2
 .   

 :   نجد ℝ على هذه الأعداد المنتمٌة إلى 𝜓−1نُدخل الدالة التزاٌدٌة قطعا 

𝜓−1: ٌعنً بكل بساطة أن   𝜓  
2

5
  < 𝜓−1 𝜓 𝛼  < 𝜓−1  𝜓  

1

2
     

𝜓−1و ذلك لأن التطبٌق   ∘ 𝜓 = 𝐼𝑑 0,+∞  ًمعرؾ بما ٌل  : 

 التمرين الرابع 3 ج 

 التمرين الرابع 2  

 : كما ٌلً 𝜑نستنتج إذن جدول تؽٌرات الدالة 

𝒙 
1

2
 

𝜑  
1

2
  

0 

𝜑 

+ 𝜑′(𝑥) 0 − 

+∞ 

0 0 

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 𝑒−𝑥  = lim
𝑥→+∞

 
1

 𝑥
  

1

 
𝑒𝑥

𝑥
 

 

= 0 × 0 = 0 
  .𝜑لندرس الأن تؽٌرات الدالة 

  لأنها عبارة عن +ℝ قابلة للاشتقاق على  𝜑فً البداٌة نلاحظ أن الدالة 
   .+ℝجداء دالتٌن اعتٌادٌتٌن قابلتٌن للاشتقاق على  

∗ℝ من  𝑥و لدٌنا من أجل كل عنصر 
+.   

1   متعلقة فقط بإشارة   𝜑′ 𝑥إذن إشارة   − 2𝑥 .   

𝜑′ 𝑥 =   𝑥 𝑒−𝑥 
′

=   𝑥 
′
𝑒−𝑥 +  𝑥 𝑒−𝑥 ′  

=
1

2 𝑥
 𝑒−𝑥 +  𝑥  −𝑒−𝑥  

=  
1

2 𝑥
− 1 𝑒−𝑥 =  1 − 2𝑥 

𝑒−𝑥

2 𝑥
 

 ∀ 𝑥 𝜖 ℝ+   ;   
𝑒−𝑥

2 𝑥
> 0  ∶  نلاحظ أن  

= 𝜑 𝑥                        : لدٌنا  𝑥  ⟺    𝑥 ∙ 𝑒−𝑥 = 𝑥    ;   𝑥 > 0 

⟺  ln  𝑥 𝑒−𝑥 = ln 𝑥    ;    𝑥 > 0 

⟺  ln  𝑥  + ln  𝑒−𝑥 = ln 𝑥    ;    𝑥 > 0 

⟺   
1

2
ln 𝑥  − 𝑥 = ln 𝑥     ;    𝑥 > 0 

⟺   ln 𝑥  − 2𝑥 = 2 ln 𝑥     ;    𝑥 > 0 
⟺   ln 𝑥  + 2𝑥 = 0     ;    𝑥 > 0 
⟺   𝜓 𝑥 = 0     ;    𝑥 > 0 

𝜓−1 ∘ 𝜓 ∶    0, +∞  ⟶   0, +∞                       
𝑥 ⟶ 𝑥

 

= 𝜓 𝑥المعادلة   : (خلاصة السؤال ب      l محصور 𝛼  لها حل وحٌد 0

قطعا بٌن                                 
1

2
  و  

2

5
.   

,0  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على  𝜑لدٌنا 
1

2
 .   

𝐼:  و لدٌنا  =  
2

5
 ;  

1

2
  ⊂   0 ;  

1

2
    

 إذن صورة المجال  
2

5
 ;  

1

2
𝜑  هو المجال  𝜑  بالدالة المتصلة    

2

5
  , 𝜑  

1

2
  .   

= 𝜑 𝐼                   :إذن نكتب  𝜑    
2

5
 ;  

1

2
   =  𝜑  

2

5
  ;  𝜑  

1

2
     

=  𝜑 0,4  ;  𝜑 0,5   

≈  0,423  ;   0,428  ⊂   0,4  ;   0,5  

⊃  𝜑 𝐼:  إذن  𝐼   

;   𝑥𝜖𝐼∀ :  لنبٌن الآن أن     𝜑′ 𝑥  ≤
1

8
   

⟹   𝑥 𝜖 𝐼                                       :فً البداٌة نلاحظ أن     𝑥 <
1

2
 

∗𝑥 𝜖 ℝ ∀ :  لدٌنا 
+   ;   𝜑′ 𝑥 =

 1−2𝑥 𝑒−𝑥

2 𝑥
.   

⟹   2𝑥 < 1 

⟹   1 − 2𝑥 > 0 

⟹   
 1 − 2𝑥 𝑒−𝑥

2 𝑥
> 0    ;   𝑐𝑎𝑟  

𝑒−𝑥

2 𝑥
> 0 

⟹    𝜑′ 𝑥 > 0      1  

 :  من جهة أخرى 

𝑥 >
2

5
   ⟹     1 − 2𝑥 <

1

5
   ∶  لدٌنا   

𝑥 >
2

5
   ⟹    

1

2 𝑥
<  

5

4
   ∶  و لدٌنا   

𝑥 >
2

5
   ⟹     𝑒−𝑥 < 𝑒

−2
5    ∶  و لدٌنا   

𝑥:  إذا كان  =
1

2
= 𝜑′ 𝑥:    فإن  0.   

𝑥:  إذا كان  >
1

2
> 𝜑′ 𝑥:    فإن  0.   

𝑥:  إذا كان  <
1

2
< 𝜑′ 𝑥:    فإن  0.   

=  −∞   ;    +∞  0 + 2   = ℝ 

+ℝ دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على  𝜓لدٌنا 
  لأنها مجموع دالتٌن ∗

+ℝاعتٌادٌتٌن قابلتٌن للاشتقاق على  
+ℝ من  𝑥و لدٌنا من أجل كل   . ∗

∗:   

𝑥 ∀ :  نلاحظ أن  > 0   ;   𝜓′ 𝑥 > 0   

,0  دالة تزاٌدٌة قطعا على  𝜓إذن  +∞ .   

,0  تقابل من  𝜓إذن  ,𝜓   0  نحو صورته   ∞+ +∞   .   

𝜓′ 𝑥 =
1

𝑥
+ 2 =

1 + 2𝑥

𝑥
 

𝜓   0, +∞   =  lim
𝑥→0+

𝜓 𝑥   ;   lim
𝑥→+∞

𝜓 𝑥            ∶  و لدٌنا  

=  lim
𝑥→0+

 ln 𝑥 + 2𝑥   ;   lim
𝑥→∞

 ln 𝑥 + 2𝑥   

=   −∞ + 0   ;   lim
𝑥→+∞

𝑥  
ln 𝑥

𝑥
+ 2   

𝜓 
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;   𝑥 𝜖 𝐼 ∀ :  نستنتج أن  (2)و  (1)من    0 < 𝜑′ 𝑥 <
1

8
 

;   𝑥 𝜖 𝐼 ∀ :  و بالتالً     𝜑′ 𝑥  <
1

8
   

 :نضرب هذه المتفاوتات طرفا بطرؾ نجد 

𝜑′ 𝑥 =
 1 − 2𝑥 𝑒−𝑥

2 𝑥
<

1

5
∙  

5

4
∙ 𝑒

−2
5  

1

5
∙  

5

4
∙ 𝑒

−2
5 ≈ 0,015 <

1

8
 

 2      ∀ 𝑥 >
2

5
   ;   𝜑′ 𝑥 <

1

8
   ∶  إذن  

 .سوؾ نستعمل بإذن الله البرهان بالترجع 
∶  𝑃𝑛 :    التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة     𝑢𝑛  𝜖 𝐼   

𝑛من أجل   =    .𝑢0 𝜖 𝐼  لدٌنا  0

 .  صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة  

 .  صحٌحة  𝑃𝑛  و نفترض أن  ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 
 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒  ⟹   𝑢𝑛  𝜖 𝐼 

⟹   𝜑 𝑢𝑛  𝜖 𝜑 𝐼  ⊂ 𝐼 

⟹   𝜑 𝑢𝑛   𝜖  𝐼 

⟹   𝑢𝑛+1  𝜖  𝐼 

⟹     𝑃𝑛+1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

   .𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :  إذن حسب مبدأ الترجع 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً    𝑢𝑛  𝜖 𝐼.   

  .𝐼 دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على المجال 𝜑لدٌنا 

 𝐼إذن نستطٌع تطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على أي مجال ٌوجد ضمن 

;𝛼 نختار المجال   . 𝑢𝑛 𝑢𝑛   أو    ; 𝛼  الذي ٌوجد ضمن  𝐼      
;   𝑛𝜖ℕ∀  و         𝜖 𝐼 لأن     𝑢𝑛      𝐼.  

; 𝛼  متصلة على المجال  𝜑لدٌنا   𝑢𝑛  .   

; 𝛼  قابلة للاشتقاق على المجال  𝜑و لدٌنا   𝑢𝑛  .   

 :   إذن حسب مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة نستنتج أن 

∃ 𝑐 𝜖  𝛼 ;  𝑢𝑛    ;   
𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝜑′ 𝑐  

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼 ;  𝑢𝑛    ;    
𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
 =  𝜑′ 𝑐   

 :نحصل إذن على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 

 
 𝑃0   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                      
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;   ∀ 𝑛 𝜖 ℕ

  

 ∀ 𝑥 𝜖 𝐼   ;    𝜑′ 𝑥  <
1

8
   ∶  نعلم أن    

>  𝜑′ 𝑐 :  إذن 
1

8
; 𝑐 𝜖  𝛼  لأن    𝑢𝑛   ⊂ 𝐼.   

 :    نستنتج إذن أن 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   إذن     𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼  <
1

8
 𝑢𝑛 − 𝛼   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً     𝑢𝑛+1 − 𝛼 <
1

8
 𝑢𝑛 − 𝛼    

  ∃ 𝑐 𝜖  𝛼 ;  𝑢𝑛    ;    
𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
 =  𝜑′ 𝑐  <

1

8
 

 (إذا أمكن ذلك  )سوؾ نستعمل البرهان بالترجع  : الطريقة الأولى

∶  𝑄𝑛 :    التالٌة  𝑄𝑛 نعتبر العبارة      𝑢𝑛+1 − 𝛼 <  
1

8
 

𝑛
 𝑢𝑛 − 𝛼    

𝑛من أجل   = 𝑢1   نرٌد أن نبٌن أن  0 − 𝛼 <  𝑢0 − 𝛼 .   

 :و من أجل ذلك سوؾ نحتاج إلى الأشٌاء التالٌة 

هذه الطرٌقة سوؾ تؤدي بنا إلى متاهة كبٌرة لذلك أقترح علٌكم طرٌقة 
 .أخرى ؼٌر هذا الترجع 

 :  الطريقة الثانية 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  لدٌنا     𝑢𝑛+1 − 𝛼 <
1

8
 𝑢𝑛 − 𝛼    

𝑛 إذن نطبق هذه النتٌجة من أجل   −  :      نجد  1

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن     𝑢𝑛 − 𝛼 <  
1

8
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 .   

 نلاحظ أن  
1

8
 

𝑛

  متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

8
  .1 و هو عدد موجب و أصؽر من 

  
 ∀ 𝑥 ≥ 𝛼   ;   𝜑 𝑥 ≤ 𝑥         
 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ  𝑒𝑠𝑡  𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒

  

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 <
1

8
 𝑢𝑛−1 − 𝛼  

<  
1

8
 

2

 𝑢𝑛−2 − 𝛼  

<  
1

8
 
𝑛

 𝑢𝑛−𝑛 − 𝛼  

lim
𝑛∞

 
1

8
 
𝑛

= 0  ∶ lim إذن   
𝑛∞

 
1

8
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 = 0  ∶  و منه   

⋮ ⋮ ⋮ 

𝛼  𝜖 

 باستعمال الآلة الحاسبة فوجدت القٌمة 𝛼لقد حددت القٌمة العددٌة لـ  : إضافة

𝛼:  التالٌة  = 0,4263027510068.   
   . how did I do it:و السؤال الذي ٌطرح نفسه هو 

  .2004الطرٌقة سهلة  هً من ابتكاري أٌام كنت تلمٌذا 

= 𝜑 𝛼 الذي ٌحقق  𝛼لتحدٌد  𝛼 باستعمال الألة الحاسبة  . 

   𝑢0     𝐼لأنه بجب أن ٌكون    . 0,45ننطلق من قٌمة بدئٌة مثلا نأخذ  

  ثم نضؽط على الزر 0,45نكتب فً الآلة الحاسبة العدد =.  

   نمسح ما كتب على الشاشة باستعمال𝐴𝐶   أو      .  

   نكتب على الشاشة التعبٌر  𝐴𝑛𝑠 ×  𝑒^ −𝐴𝑛𝑠  .   

   مرات عدٌدة =ثم نضؽط تباعا على الزر  . 

  مرات7و سوؾ نحصل على قٌم متؽٌرة و التً تصبح ثابثة بعد  .

0,426302751و تساوي   = 𝛼.   

lim :إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝑢𝑛 − 𝛼 = 0 

 :  و بذلك نحصل على الوضعٌة التالٌة 

0 <  𝑢𝑛 − 𝛼 <  
1

8
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 
         

 

𝟎 

𝒏∞ 𝒏∞ 

𝟎 

lim
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼  ∶  أي   

𝜖 

𝑂𝑛 
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𝑰  1  الخامس التمرين 

𝑡 ∀ :  لنبٌن أن  > 0   ;  ln 𝑡 ≤ 𝑡 − 1   

+ℝ المعرفة على  𝜓و من أجل ذلك نعتبر الدالة العددٌة 
        h:   بما ٌلً ∗

                                                                 𝜓 𝑡 = ln 𝑡 − 𝑡 + 1   

 نلاحظ أنها متصلة و قابلة للاشتقاق على  𝜓من خلال تعبٌر الدالة العددٌة 

ℝ+
+ℝ  لأنها عبارة عن مجموع دالتٌن متصلتٌن و قابلتٌن للاشتقاق على  ∗

∗  

. 

  .1 تقبل مطرافا عند النقطة 𝜓نلاحظ أن الدالة 
  .1 و تتؽٌر إشارتها بجوار 1  تنعدم عند  𝜓′ 𝑥لأن  

  .0 و هً 𝜓و هذا المطراق عبارة عن قٌمة قصوٌة للدالة 
,𝑡 𝜖  0 ∀:  إذن  +∞   ;   𝜓 𝑡 ≤ 0.   

𝑡 ∀ :  ٌعنً  > 0   ;  ln 𝑡 − 𝑡 + 1 ≤ 0   

𝑡 ∀ :  أي  > 0   ;  ln 𝑡 ≤  𝑡 − 1 . 

𝑰 الخامسالتمرين  2 أ 

𝑰 الخامسالتمرين  2 ب 

𝑰 الخامسالتمرين  2 ج 

𝑰  3  الخامسالتمرين 

+ℝ نلاحظ أنها دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على  𝑓من خلال تعبٌر الدالة 
∗   

+ℝلأنها عبارة عن خارج دالتٌن متصلتٌن و قابلتٌن للاشتقاق على  
∗.   

,𝑥 𝜖  0 ∀:  و لدٌنا  +∞   ;    𝑥 − ln 𝑥 ≥ 1 > 0   

𝑢𝑛  أصؽر عدد صحٌح طبٌعً حٌث  𝑛لٌكن  − 𝛼 < 10−4.   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  لدٌنا     𝑢𝑛 − 𝛼 <  
1

8
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼    

0,4و نعلم أن   < 𝛼 < 0,4  و أن  0,5 < 𝑢0 < 0,5.   

0,1−:  إذن  <  𝑢0 − 𝛼 < 0,1   

𝑢0 :  ٌعنً  − 𝛼 < 10−1    

 :  و منه 
1

8
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 <  
1

8
 
𝑛

∙ 10−1.   

ٌُحقق 𝑛إذن العدد   :    الذي نبحث عنه هو أكبر عدد صحٌح طبٌعً 

4−10و سوؾ نهتم فقط بالمتفاوتة   <  
1

8
 
𝑛

∙ 10−1.   

3−10:  التً تصبح  < 8−𝑛 ًٌعن    :ln 10−3 < ln 8−𝑛    

3−:  أي  ln 10 < −𝑛 ln 8   

 𝑢𝑛 − 𝛼 < 10−4 <  
1

8
 
𝑛

∙ 10−1 

𝑛:  ٌعنً  ln 8 < 3 ln 𝑛:  أي   . 10 <
3 ln 10

ln 8
≈ 3,32   

 

𝑛:  أي  < 3,32   

𝑛و أكبر عدد صحٌح طبٌعً ٌحقق هذه المتفاوتة هو   = 3.   

ٌُحقق 3و بالتالً  𝑢3 :   هو أصؽر عدد صحٌح طبٌعً  − 𝛼 < 10−4   

 :    و بالفعل بالاستعانة بالآلة الحاسبة سوؾ نجد 

 : للتعمق أضٌؾ ما ٌلً 
𝑢0نضع   =  :     إذن باستعمال الآلة الحاسبة نحصل على 0,45

   

 𝑢3 − 𝛼 < 10−4

 𝑢4 − 𝛼 < 10−4

 𝑢5 − 𝛼 < 10−4

⋮ ⋮ ⋮

و    

 𝑢0 − 𝛼 > 10−4

 𝑢1 − 𝛼 > 10−4

 𝑢2 − 𝛼 > 10−4

  

 

 

 

 

 

𝑢1 = 0,42 7733967

𝑢2 = 0,426 407041

𝑢3 = 0,4263 1043   

𝑢4 = 0,42630 3316

𝑢5 = 0,4263027 92

𝑢6 = 0,42630275 4

𝑢7 = 0,426302751

𝑢8 = 0,426302751

𝑢9 = 0,426302751

⋮ ⋮ ⋮

  

 . دالة متصلة على ٌمٌن الصفر 𝑓إذن 

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

 
𝑥

𝑥 − ln 𝑥
 = lim

𝑥→0+
 

1

1 −
ln 𝑥
𝑥

  ∶   لدٌنا   

= "  
1

1 −  −∞ 
 " = 0 = 𝑓 0  

𝑓𝑑و العدد المشتق هو  .  قابلة للاشتقاق على ٌمٌن الصفر 𝑓إذن 
′ 0 = 0  

 ٌقبل نصؾ مماس أفقً فً 𝑓منحنى الدالة : و نفسر ذلك هندسٌا بقولنا  .

 .  على الٌمٌن  0,0 النقطة  

lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+

1

𝑥
 

𝑥

𝑥 − ln 𝑥
                    ∶   لدٌنا   

= lim
𝑥→0+

 
1

1 −
ln 𝑥
𝑥

 = "  
1

0 −  −∞ 
 " 

= 0 = 𝑓𝑑
′ 0  

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑥 − ln 𝑥
    ∶   لدٌنا   

= lim
𝑥→+∞

 
1

1 −
ln 𝑥
𝑥

    

= "  
1

1 − 0+
 " = 1 

𝑡إذا كان   = = 𝜓′ 𝑡  فإن  1 0.   

 ∀ 𝑡 > 0   ;   𝜓′ 𝑡 =
1

𝑡
− 1 =

1 − 𝑡

𝑡
 ∶  و لدٌنا   

𝑡إذا كان   > > 𝜓′ 𝑡  فإن  1 0.   

𝑡إذا كان   < < 𝜓′ 𝑡  فإن  1 0.   

lim
𝑡→0+

𝜓 𝑡 = lim
𝑡→0+

 ln 𝑡 − 𝑡 + 1 = −∞   ∶  و لدٌنا 

lim
𝑡→+∞

𝜓 𝑡 = lim
𝑡→+∞

 ln 𝑡 − 𝑡 + 1                                 ∶  و لدٌنا 

= lim
𝑡→+∞

𝑡  
ln 𝑡

𝑡
− 1 +

1

𝑡
  

=  +∞  0 − 1 + 0  

= −∞ 
 : كما ٌلً    نستنتج إذن جدول تؽٌرات الدالة 

𝒕 1 

0 

0 

𝜓 

+ 𝜓′(𝑡) 0 − 

+∞ 

−∞ −∞ 

𝜓 
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𝑰 الخامسالتمرين  4 أ 

𝑰 الخامسالتمرين  4 ب 

𝑰  5  الخامسالتمرين 

𝐈𝐈  1  الخامسالتمرين 

 

 𝓒𝒇  

 𝑻  

 

 𝑻  

 𝓒𝒇  

ٌُخالؾ دائما الصفر على المجال   ,0 ٌعنً أن المقام  +∞ .   

𝑥    إذا كان  𝑓  فإن  = ′ 𝑥 = 0.   

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝑓 ′ 𝑥 =  
𝑥

𝑥 − ln 𝑥
 
′

                            ∶  و لدٌنا   

=
 𝑥 − ln 𝑥 − 𝑥 𝑥 − ln 𝑥 ′

 𝑥 − ln 𝑥 2
 

=
 𝑥 − ln 𝑥 − 𝑥  1 −

1
𝑥
 

 𝑥 − ln 𝑥 2
 

=
𝑥 − ln 𝑥 − 𝑥 + 1

 𝑥 − ln 𝑥 2
 

=
1 − ln 𝑥

 𝑥 − ln 𝑥 2
 

𝑥    إذا كان 𝑓  فإن  > ′ 𝑥 > 0.   

𝑥    إذا كان  𝑓  فإن  < ′ 𝑥 < 0.   

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 0 و lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1  و لدٌنا

 :     كما ٌلً 𝑓نستنتج إذن جدول تؽٌرات الدالة 

𝑒 

𝑒

𝑒−1
 

0 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

+∞ 

0 1 

𝒙 

𝑓 𝑥  + 

 :     تُكتب على شكل 1 عند النقطة التً أفصولها  𝒞𝑓  المماس لـ  𝑇 معادلة 

∶  𝑇 :  إذن    𝑦 = 1 𝑥 − 1 + ∶  𝑇 :  ٌعنً    .1   𝑦 = 𝑥   

 𝑇  ∶   𝑦 = 𝑓 ′ 1  𝑥 − 1 + 𝑓 1  

𝑓 1 =
1

1 − ln 1
= 1    ∶  و لدٌنا  

𝑓′ 1 =
1 − ln 1

 1 − ln 1 2
= 1    ∶  و لدٌنا  

  :    (1فً البداٌة لدٌنا حسب نتٌجة السؤال 

𝑥 ∀ :  إذن  ≥ 1   ;   0 < ln 𝑥 < 𝑥   

𝑥 ∀      ∗ :  ٌعنً  ≥ 1    ;    0 <
ln 𝑥

𝑥
< 1   

  نلاحظ أنها عبارة عن مجموع حدود 𝑣𝑛 𝑛≥1 من خلال تعبٌر المتتالٌة  

 متتابعة من المتتالٌة الهندسٌة  
ln 𝑥

 
𝑛

.   

 من جهة أخرى نلاحظ أن  
ln 𝑥

 
𝑛+1

   متتالٌة هندسٌة أساسها  
ln 𝑥

𝑥
   

  . ∗  حسب 1و هو عدد موجب و أصؽر من 

 ∀ 𝑥 > 0    ;   ln 𝑥 ≤ 𝑥 − 1 < 𝑥 

𝑣𝑛 =  
ln 𝑥

𝑥
 

0

+  
ln 𝑥

𝑥
 

1

+ ⋯ +  
ln 𝑥

𝑥
 
𝑛

  ∶  إذن   

=
1 −  

ln 𝑥
𝑥

 
𝑛+1

1 −  
ln 𝑥
𝑥

 
 

 ∀ 𝑥 ≥ 1    ;    lim
𝑛∞

 
ln 𝑥

𝑥
 
𝑛+1

= 0    ∶  إذن   

lim
𝑛∞

 𝑣𝑛 = lim
𝑛∞

 
1 −  

ln 𝑥
𝑥

 
𝑛+1

1 −
ln 𝑥
𝑥

                                     ∶   و منه   

=  
1 − 0

1 −
ln 𝑥
𝑥

 =
𝑥

𝑥 − ln 𝑥
= 𝑓(𝑥) 

𝑣𝑛 𝑥   𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒  𝑑𝑒  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑞𝑢𝑖
𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒  𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  𝑣𝑒𝑟𝑠  𝑙𝑎  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒  𝑓

 

 ∀ 𝑥 ≥ 1    ;    lim
𝑛∞

𝑣𝑛 𝑥 = 𝑓 𝑥    ∶   و بالتالً   

 : فإن الدالة  . 𝐼 عنصر من 𝑎 و 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت  : تذكير

,0  على المجال 𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة    1 و التً تنعدم فً  ∞+

  :  أو بتعبٌر آخر 
𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥    ;   ∀ 𝑥 > 0

𝐹 1 = 0                           
    

,0  قابلة للاشتقاق على المجال  𝐹ٌعنً أن الدالة    و مشتقتها على  ∞+
  .𝑓هذا المجال هً الدالة 

,0  أنها موجبة دائما على المجال  𝑓رأٌنا من خلال دراسة الدالة  +∞ .   

,0  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝐹إذن  +∞ .   

𝐹  ∶    0, +∞   ⟶   ℝ                                       

𝑥  ⟶    𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡
 

𝑥 

𝑒 

𝑒 

𝑒 

𝑥 
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𝐈𝐈  2  الخامسالتمرين 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  3 أ 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  3 ب 

𝐈𝐈  4  الخامسالتمرين 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  5 أ 

,0  تزاٌدٌة قطعا على المجال 𝐹لدٌنا   :    إذن  . 1 و تنعدم فً  ∞+

,1  دالة موجبة على المجال  𝐹إذن  +∞ .   

; 0  دالة سالبة على المجال  𝐹و  1 .   

𝑥 ≥ 1  ⟹   𝐹 𝑥 ≥ 𝐹 1   ;   𝑐𝑎𝑟  𝐹 𝑒𝑠𝑡  ↗ 
⟹   𝐹 𝑥 ≥ 0  ;   𝑐𝑎𝑟  𝐹 1 = 0 

0 < 𝑥 < 1  ⟹   𝐹 𝑥 ≤ 𝐹 1    ;   𝑐𝑎𝑟  𝐹 𝑒𝑠𝑡  ↗ 
⟹   𝐹 𝑥 ≤ 0   ;   𝑐𝑎𝑟  𝐹 1 = 0 

 :    من الجزء الأول  (1لدٌنا حسب متفاوتة السؤال 

; 𝑥 𝜖  0 ∀:  إذن  1    ;    𝑥 − ln 𝑥 ≥ 1   

 ∀ 𝑥 > 0    ;    ln 𝑥 ≤ 𝑥 − 1 

∀ 𝑥 𝜖  0 ; 1    ;    
1

𝑥 − ln 𝑥
≤ 1   ∶  ٌعنً    

 1     ∀ 𝑥 𝜖  0 ; 1    ;    
𝑥

𝑥 − ln 𝑥
≤ 𝑥    ∶  ٌعنً    

 دالة موجبة على 𝑓 : 𝑓من جهة أخرى لدٌنا حسب جدول تؽٌرات الدالة 

,0 المجال   𝑥 ∀ :  ٌعنً   .  ∞+ > 0    ;   𝑓 𝑥 > 0   

𝑥 ∀ :  فإنه نستطٌع أن نكتب  > 0    ;    𝑓 𝑥 ≥ 0.   

; 𝑥 𝜖  0 ∀:  و منه  1    ;    𝑓 𝑥 ≥ 0   

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = 0  ∶  بما أن   

 2     ∀ 𝑥 𝜖  0 ; 1     ;     
𝑥

𝑥 − ln 𝑥
≥ 0    ∶  أي   

 :  نستنتج أن  (2)و  (1)من 

; 𝑡 𝜖  0 ∀      ∎:   ٌعنً  1      ;    0 ≤ 𝑓 𝑡 ≤ 𝑡  

∀ 𝑥 𝜖  0 ; 1     ;     0 ≤
𝑥

𝑥 − ln 𝑥
≤ 𝑥     

 .و من هذا التأطٌر ننتقل مباشرة إلى نهاٌات جمٌع الأطراؾ 

   ⟹    lim
𝑥→0+

 
𝑥2 − 1

2
 ≤ lim

𝑥→0+
𝐹 𝑥 ≤ lim

𝑥→0+
0 

   ⟹    
−1

2
≤ lim

𝑥→0+
𝐹 𝑥 ≤ 0 

; 0  عنصرا من المجال  𝑡 و 𝑥لٌكن   :  و ننطلق من التأطٌر التالً   1

𝑡 𝜖  0 ; 1    ⟹    0 ≤ 𝑓 𝑡 ≤ 𝑡 

   ⟹     0
1

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑓 𝑡 
1

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑡
1

𝑥

𝑑𝑡 

𝑐𝑎𝑟  𝑐𝑒𝑠  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑡  𝑥 < 1 

   ⟹    0 ≤ − 𝑓 𝑡 
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤  
𝑡2

2
 
𝑥

1

 

   ⟹    0 ≤ −𝐹 𝑥 ≤
1 − 𝑥2

2
 

   ⟹    
𝑥2 − 1

2
≤ 𝐹 𝑥 ≤ 0 

  1 + ln 𝑡 
𝑥

1

𝑑𝑡 =  1
𝑥

1

𝑑𝑡 +  1 
𝑢 ′  𝑡 

∙ ln 𝑡 
𝑣 𝑡 

𝑥

1

𝑑𝑡 

=  𝑡 1
𝑥 +  𝑡 ln 𝑡 1

𝑥 −   𝑡 ∙
1

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

=  𝑡 1
𝑥 +  𝑡 ln 𝑡 1

𝑥 −  𝑡 1
𝑥  

=  𝑡 ln 𝑡 1
𝑥  

= 𝑥 ln 𝑥 − 1 ln 1 

= 𝑥 ln 𝑥 

  1 +
ln 𝑡

𝑡
 𝑑𝑡

𝑥

1

=  1
𝑥

1

𝑑𝑡 +   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 ∶  و لدٌنا  

=  𝑡 1
𝑥 +   

ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

= 𝑥 − 1 +   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

  
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =   
1

𝑡
 

 
𝑢 ′ (𝑡)

∙ ln 𝑡 
𝑣(𝑡)

𝑥

1

𝑑𝑡                 ∶  و لدٌنا    

=   ln 𝑡 2 1
𝑥 −   ln 𝑡 ∙  

1

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

=  ln 𝑥 2 −   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

 :بالرجوع إلى التكامل الأول نكتب : و بالتالً 

  
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =  ln 𝑥 2 −   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡    ∶  إذن   

2   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =  ln 𝑥 2   ∶  أي   

  
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =
 ln 𝑥 2

2
  ∶  أي   

  1 +
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =  𝑥 − 1 +
 ln 𝑥 2

2
    

; 𝑥 𝜖  1لدٌنا من أجل   𝑒  لدٌنا  𝑓 1  دالة تزاٌدٌة على هذا المجال ; 𝑒 .  

𝑥                 : إذن  ≥ 1    ⟹    𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 1   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑠𝑡  ↗  

,    𝜖   و من أجل   ,𝑒  تقابل من هذا المجال  𝑓نلاحظ أن      ∞+ +∞   

 ; 1 نحو صورته  
𝑒−1

𝑒
,𝑒   لأنها متصلة و تناقصٌة قطعا على   +∞ .   

,𝑥 𝜖  𝑒 ∀:  و بالتالً  +∞    ;   𝑓(𝑥) 𝜖  1 ;  
𝑒−1

𝑒
 .   

𝑥 ∀      2 :   ٌعنً  ≥ 𝑒    ;   𝑓 𝑥 ≥ 1  

, 𝑥  عنصرا من المجال  𝑡الآن لٌكن  𝑥  و   ∞+ > 1.   

≤ 𝑡   نستنتج أن   ⋆ إذن حسب   1.   

   ⟹    𝑓 𝑥 ≥ 1   ;    𝑐𝑎𝑟  𝑓 1 = 1 

   ⟹      𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡 ≥  1
𝑥

1

𝑑𝑡 

   ⟹     𝐹 𝑥 ≥  𝑡 1
𝑥  

   ⟹     𝐹 𝑥 ≥ 𝑥 − 1 

   ⟹     𝐹 𝑥 ≥  𝑥 − 1       

𝑥 ∀      ⋆ :  نستنتج أن  (2)و  (1)من  ≥ 1    ;   𝑓 𝑥 ≥ 1   

𝒙 → +∞ 

+∞ 

   ⟹     lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = +∞ 

𝑒 𝑥 

𝑓 
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𝐈𝐈 الخامسالتمرين  5 ج 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  5 و 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  5 د 

 .و ٌمكن إعطاء تأطٌر لهذه المساحة و ذلك باستعمال النتائج السابقة 

𝑒بما أن  > 𝑒 :   فإن 1 − 1 +
 ln 𝑒 2

2
≤ 𝐹 𝑒 ≤ 𝑒 ln 𝑒   

𝑒 :   ٌعنً  −
1

2
 ≤ 𝒜 ≤ 𝑒   ً2,22:  ٌعن ≤ 𝒜 ≤ 2,72   

 باستعمال الحاسوب نجد أن  𝒜و بالفعل عندما نحسب المساحة 

𝒜 = 2,46 𝑐𝑚2 مع افتراض أن    : 𝑖  =  𝑗  = 1 𝑐𝑚.   

 ∀ 𝑥 ≥ 1    ;     𝑥 − 1 +
 ln 𝑥 2

2
≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 ln 𝑥   ∶  لدٌنا   

 

 𝓒𝒇  

𝓐 

𝒆 𝟏 

𝑡 ∀ :    إذن  ≥ 1    ;      
1 − 𝑡 + ln 𝑡 ≤ 0
𝑡 − ln 𝑡 > 0      
ln 𝑡 > ln 1 = 0 

  

 ∀ 𝑡 ≥ 1   ;   
 ln 𝑡  1 − 𝑡 + ln 𝑡 

 𝑡 − ln 𝑡 
≤ 0  ∶  و منه   

 ∀ 𝑡 ≥ 1   ;     
𝑡

𝑡 − ln 𝑡
 −  1 + ln 𝑡 ≤ 0    ∶   ٌعنً   

 ∀ 𝑡 ≥ 1   ;     
𝑡

𝑡 − ln 𝑡
 ≤  1 + ln 𝑡     ∶   ٌعنً   

 ∀ 𝑡 ≥ 1   ;    𝑓 𝑡 ≤ 1 + ln 𝑡     ∶   ٌعنً   

 . من الجزء الأول  (1من جهة ثانٌة لدٌنا حسب نتٌجة السؤال 

 ∀ 𝑡 > 0    ;    ln 𝑡 ≤ 𝑡 − 1 < 𝑡   

,1  عنصرٌن من المجال  𝑡 و 𝑥لٌكن  +∞ .   

𝑡                                        : لدٌنا  ≥ 1    ⟹      𝑓 𝑡 ≤ 1 + ln 𝑡 

⟹     𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤   1 + ln 𝑡 
𝑥

1

𝑑𝑡 

𝑐𝑎𝑟  𝑐𝑒𝑠  𝑑𝑒𝑢𝑥  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑡  1 < 𝑥 

⟹   𝐹 𝑥 ≤ 𝑥 ln 𝑥    ;    𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  5   أ  

  و محور  𝒞𝑓 ٌقٌس مساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن المنحنى  

𝑥الأفاصٌل و المستقٌمٌن ذوا المعادلتٌن   = 𝑥  و  1 = 𝑒 .   و ٌقٌس هذه

×  𝑖 المساحة بالوحدة    𝑗   𝑐𝑚2.   

 :   فإن  . 𝒜إذا رمزنا لهذه المساحة بـ  : إضافة

 𝑓(𝑡)
𝑒

1

𝑑𝑡 =   
𝑡

𝑡 − ln 𝑡
 

𝑒

1

𝑑𝑡 ∶  التكامل  

𝒜 =  𝑓 𝑡 
𝑒

1

𝑑𝑡 = 𝐹 𝑒  

𝑡 عددا حقٌقٌا بحٌث 𝑡لٌكن  ≥ 1.  
 :من جهة أولى لدٌنا 

 
𝑡

𝑡 − ln 𝑡
 −  1 + ln 𝑡 =

𝑡 −  1 + ln 𝑡  𝑡 − ln 𝑡 

𝑡 − ln 𝑡
 

=
𝑡 −  𝑡 − ln 𝑡 + 𝑡 ln 𝑡 −  ln 𝑡 2 

 𝑡 − ln 𝑡 
 

=
ln 𝑡 − 𝑡 ln 𝑡 +  ln 𝑡 2

 𝑡 − ln 𝑡 
 

=
 ln 𝑡  1 − 𝑡 + ln 𝑡 

 𝑡 − ln 𝑡 
 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  5 ب 

⟹    1 +
ln 𝑡

𝑡
≤

𝑡

𝑡 − ln 𝑡
     

⟹    1 +
ln 𝑡

𝑡
≤ 𝑓(𝑡)     

⟹      1 +
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 ≤  𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡     

𝑐𝑎𝑟  𝑐𝑒𝑠  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑡  1 < 𝑥 

⟹      𝑥 − 1 +
 ln 𝑥 2

2
≤ 𝐹 𝑥    ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  5   أ      

𝑖𝑙  𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑟è𝑠  𝑓𝑎𝑐𝑖𝑙𝑒  𝑑𝑒  𝑚𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒  1 −
ln 𝑡

𝑡
> 0

𝑒𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑑𝑢  𝑓𝑎𝑖𝑡  𝑞𝑢𝑒  ln 𝑡 < 𝑡
 

⟹    1 −  
ln 𝑡

𝑡
 

2

≤ 1   

⟹     1 −
ln 𝑡

𝑡
  1 +

ln 𝑡

𝑡
 ≤ 1   

⟹     1 +
ln 𝑡

𝑡
 ≤  

1

1 −
ln 𝑡
𝑡

   ;    1 −
ln 𝑡

𝑡
 > 0   

𝑡 ≥ 1   ⟹     
ln 𝑡

𝑡
 

2

≥ 0                                                  ∶ ⟹ لدٌنا       − 
ln 𝑡

𝑡
 

2

≤ 0   
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𝐈    التمرين الأول 

 

𝐈𝐈 التمرين الأول  1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الأول  1 ب 

𝐈𝐈 التمرين الأول  2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الأول  2 ب 

𝑒:   إذن 
𝑖𝜋

4 × 𝑧2 = 𝑒
𝑖𝜋

3.   

𝑒:  و منه 
−𝑖𝜋

4 × 𝑒
𝑖𝜋

4 × 𝑧2 = 𝑒
𝑖𝜋

3 × 𝑒
−𝑖𝜋

𝑧2:  أي   . 4 = 𝑒
𝑖𝜋

12.   

= 𝑓 𝑧1:  إذن  𝑓  𝑒
𝑖𝜋

4  = 𝑒
𝑖𝜋

4 × 𝑒
−𝑖𝜋

6 = 𝑒
𝑖𝜋

12 = 𝑧2.   

= 𝑓 𝑧1:  نحصل إذن على  𝑧2 .   أي  :𝐹 𝑀1 = 𝑀2.   

𝐈𝐈 التمرين الأول  2 ج 

𝑧1إذن من أجل   = 𝑒𝑖𝜃  لدٌنا   𝑧1 = ≡ arg 𝑧1  و  1 𝜃  2𝜋 .   

    
 𝑧1 ×  𝑧2 = 1                        

arg 𝑧1 + arg 𝑧2 ≡
𝜋

3
  2𝜋 

   ∶  لدٌنا   

    
 𝑧2 = 1                          

arg 𝑧2 ≡  
𝜋

3
−𝜃    2𝜋 

   ∶  و منه   

  𝑧2 = 𝑒
𝑖 

𝜋
3
−𝜃 

=  1 ;   
𝜋

3
− 𝜃      ∶  و بالتالً   

𝑧1 =
 2

2
 1 + 𝑖 =

 2

2
+ 𝑖 

 2

2
= 𝑒

𝑖𝜋
4     ∶  لدٌنا   

𝑧1𝑧2 = 𝑎 =
1

2
+ 𝑖 

 3

2
= 𝑒

𝑖𝜋
3  ∶ 𝑎 𝑧2 هما حلا المعادلة  𝑧2 و 𝑧1إذا كان  : تذكير و نعلم أن    + 𝑏 𝑧 + 𝑐 = :    فإن 0

𝑧1 + 𝑧2 =
−𝑏

𝑎
𝑧1𝑧2  و   =

𝑐

𝑎
  

 𝐸  ∶   𝑧2 − 𝑎 𝑧 +  
1

2
+ 𝑖

 3

2
 =  :    المعادلة  التالٌة    نعتبر  0

  .ℂ حلٌها فً 𝑧2 و 𝑧1و لٌكن 

𝑧1 × 𝑧2 =  
1

2
+ 𝑖

 3

2
 = cos  

𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
 = 𝑒

𝑖𝜋
3  ∶  إذن  

⟹     
 𝑧1𝑧2 = 1                

arg 𝑧1𝑧2 ≡
𝜋

3
  2𝜋 

  

⟹     
 𝑧1 ×  𝑧2 = 1                        

arg 𝑧1 + arg 𝑧2 ≡
𝜋

3
  2𝜋 

  

 :سوؾ نستعمل أثناء الحساب القاعدة التالٌة 

𝑎:                                       لدٌنا  = 𝑧1 + 𝑧2 = 𝑒𝑖𝜃 + 𝑒
𝑖 

𝜋

3
−𝜃 

  

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑦 = 2 cos  
𝑥 − 𝑦

2
  𝑒

𝑖 
𝑥+𝑦

2
 
 

= 2 cos  
𝜃 −  𝜋

3
− 𝜃 

2
  𝑒

𝑖 
𝜃+ 𝜋

3
−𝜃 

2
 

 

= 2 cos  𝜃 −
𝜋

6
  𝑒

𝑖𝜋
6  

 و زاوٌته 𝑂 عبارة عن دوران مركزه 𝐹إذن 
−   

6
أو  ) 

11𝜋

6
 ) 

 𝐹  صورتها بالتحوٌل  ′𝑀′ 𝑧  نقطة من المستوى العقدي و   𝑀 𝑧لتكن  

= 𝐹 𝑀:                                        إذن  . 𝑀′   ⟺    𝑓 𝑧 = 𝑧′ 

⟺    
 3

2
− 𝑖 

1

2
 𝑧 = 𝑧′ 

⟺   𝑧′ =  cos  
𝜋

6
 − 𝑖 sin  

𝜋

6
  𝑧 

⟺   𝑧′ =  cos  
−𝜋

6
 + 𝑖 sin  

−𝜋

6
  𝑧 

⟺   𝑧′ =  𝑒
−𝑖𝜋

6  𝑧 

⟺    𝑧′ − 0 = 𝑒
−𝑖𝜋

6  𝑧 − 0  

 :     باستعمال العلاقة التالٌة 𝐴لقد تم إٌجاد موقع النقطة 

 .  معٌن 𝑂𝑀1𝐴𝑀2لنبٌن إذن أن الرباعً  

 .و من أجل ذلك ٌكفً أن نبٌن أن جمٌع أضلاعه متقاٌسة 

= 𝐹 𝑀1:  لدٌنا  𝑀2  حٌث  𝐹𝑂  
−𝜋

6
 .  دوران  

𝑎 = 𝑧1 + 𝑧2 = 𝑒
𝑖𝜋
4 + 𝑒

𝑖𝜋
12 = 2 cos  

𝜋

12
 𝑒

𝑖𝜋
6  

=   2 +  3  𝑒
𝑖𝜋
6 ≈ 1,93 𝑒

𝑖𝜋
6  

𝑧2 :  إذن  − 0 = 𝑒
−𝑖𝜋

6  𝑧1 −  :    و منه  0
𝑧2−0

𝑧1−0
 = 𝑒

−𝑖𝜋

6   

 ⟹    
𝑧2 − 0

𝑧1 − 0
 =  𝑒

−𝑖𝜋
6  = 1 

⟹    𝑧2 − 0 =  𝑧1 − 0  

⟹    𝑧𝑀2
− 𝑧𝑂 =  𝑧𝑀1

− 𝑧𝑂  

⟹   𝑂𝑀2 = 𝑂𝑀1     1  

ٌُستحب فً البداٌة رسم شكل توضٌحً فً ورقة مستقلة و ذلك من أجل 
معرفة طبٌعة الشكل أولا، هل هو مربع أو مستطٌل أو معٌن أو شبه منحرؾ 

 .أو متوازي الأضلاع

𝓞 

𝑴𝟏 

𝑴𝟐 

𝑨 

𝟏 

𝟏 

𝑧1:  من جهة أخرى لدٌنا  + 𝑧2 = 𝑎    إذن  : 𝑧1 − 𝑎 =  0 − 𝑧2    

𝑧𝑀1 :  ٌعنً 
− 𝑧𝐴 =  𝑧𝑂 − 𝑧𝑀2

    

𝑧𝑀1 :  ٌعنً 
− 𝑧𝐴 =  𝑧𝑂 − 𝑧𝑀2

    

𝐴𝑀1     2 :  ٌعنً  = 𝑂𝑀2   

𝜋 
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 التمرين الثاني  1  

2008:   لأن 2008 قاسم للعدد 251العدد  = 8 × 251.   
 عدد أولً لأن جمٌع الأعداد الأولٌة التً مربعاتها أصؽر من     251العدد 

 11 و 7 و 5 و 3 و 2: و تلك الأعداد هً  . 251 لا تقسم 251أو تساوي 

 . عدد أولً 251إذن  . 251و لا أحد من هذه الأعداد ٌقسم العدد  . 13و 

 التمرين الثاني  2 أ 

𝑎𝑥تكون المعادلة   : تذكير + 𝑏𝑦 = 𝑐  ًقابلة للحل ف  ℤ2 إذا و فقط إذا  
𝑎  ٌقسم  𝑐كان العدد  ∧ 𝑏  حٌث  𝑎 و 𝑏     عددان نسبٌان ؼٌر منعدمان 

𝑎و   ∧ 𝑏 هو القاسم المشترك الأكبر للعددٌن  𝑎 و 𝑏.  
2008  ٌجب أولا تحدٌد  ℤ2 قابلة للحل فً    إذن لمعرفة هل المعادلة  ∧

 :و من أجل ذلك أقترح طرٌقتٌن    120

23 :  نلاحظ أن  × 251 ∧  23 × 3 × 5 = 23   
2008:  ٌعنً  ∧ 120 = 8   

2008فً كلتا الطرٌقتٌن نحصل على   : خلاصة ∧ 120 = 8.   

∶  𝐸  فإن المعادلة  8 ٌقسم 8و بما أن    2008𝑥 + 120𝑦 =   قابلة 8

  .ℤ2أي أنها تقبل حلولا فً  . ℤ2للحل فً 

 التمرين الثاني  2 ب 

 : خوارزمٌة أقلٌدس  : الطريقة الأولى

2008     120
88 16  

    ⟹     2008 ∧ 120 = 120 ∧ 88 

120 88
32 1

    ⟹     120 ∧ 88 = 88 ∧ 32 

88 32
24 2

    ⟹     88 ∧ 32 = 32 ∧ 24 

32 24
8 1

    ⟹     32 ∧ 24 = 24 ∧ 8 

24 8
0 3

    ⟹     24 ∧ 8 = 8 ∧ 0 = 8    𝑆𝑡𝑜𝑝 

 :     التالٌة  𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  سوؾ ٌرتكز على مبرهنة  𝐸 حَل المعادلة 

لٌس بطرٌقة عشوائٌة  .  𝐸 فً البداٌة وجب علٌنا تحدٌد حل خاص للمعادلة 
 . من الأسفل إلى الأعلى  𝐸𝑢𝑐𝑙𝑖𝑑𝑒 و إنما باستعمال القسمات المتتالٌة لـ 

  
𝑎/𝑏𝑐          
𝑎 ∧ 𝑏 = 1 

     ⟹     𝑎/𝑐 

2008     120
88 16  

    ⟹     88 = 2008 − 120 × 16      1  

120 88
32 1

    ⟹     32 = 120 − 88      2  

88 32
24 2

    ⟹     24 = 88 − 32 × 2      3  

32 24
8 1

    ⟹     8 = 32 − 24      4  

 هو آخر باقً ؼٌر منعدم 2008 و 120إذن القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 

2008:  أي  .فً القسمات المتتالٌة لخوارزمٌة أقلٌدس  ∧ 120 = 8   

 .استعمال التفكٌك إلى جداء عوامل أولٌة : الطريقة الثانية

2008
1004
502
251

𝑆𝑡𝑜𝑝 1         

2
2
2

251

⇊

2008 = 23 × 251

        

120
60
30
15
5

𝑆𝑡𝑜𝑝  1           

2
2
2
3
5

⇊

120 = 23 × 3 × 5

 

  .(1)ثم  (2)ثم  (3)ثم نستعمل بعدها  (4)ننطلق إذن من المتساوٌة 

8 = 32 − 24   ;    𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  4  
=    32 −  88 − 32 × 2    ;    𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  3  

=    32 × 3 − 88   ;    𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 
=     3 ×  120 − 88 − 88    ;    𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  2  

=     3 × 120 − 4 × 88    ;    𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

=     3 × 120 − 4 ×  2008 − 120 × 16     ;    𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 1  

=     67 × 120 − 4 × 2008    ;    𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

+ 4− 2008:  إذن  120 67 = 8.   
; 4− و هذا ٌعنً أن الزوج     . 𝐸   حل خاص للمعادلة  67

,𝑥 لٌكن   𝑦  الحل العام للمعادلة   𝐸  .  و ننطلق من النظمة التالٌة   : 

  :    و التً تصبح 
2008𝑥 + 120𝑦 = 8              

2008 −4 + 120 67 = 8
  

  
 𝑥, 𝑦   𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒   𝐸 

 −4 , 67   𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒   𝐸 
  

𝑥 2008:  أي  + 4 = −120 𝑦 − 67    
8:  أي  × 251 ×  𝑥 + 4 = −15 × 8 ×  𝑦 − 67    

𝑥 251 ٌقسم الجداء  15إذن  + 4 .   
  .251 لا ٌقسم العدد 15إذن .  عدد أولً 251و نعلم أن 

15:  و منه  ∧ 251 = 1.   
𝑥  ٌقسم العامل  15نستنتج إذن حسب           أن  + 4 .   

𝑥:   حٌث ℤ من 𝑘و بذلك ٌوجد  + 4 = 15𝑘.   
𝑥:  أي  = 15𝑘 − 4.   

251𝑘:  ٌعنً  = − 𝑦 − 𝑦:  أي   .  67 = −251𝑘 + 67.   
,𝑥 نستنتج إذن أنه إذا كان الزوج   𝑦  حلا للمعادلة   𝐸   فهو ٌتخذ الشكل 

 15𝑘 − 4  ;  −251𝑘 +    .𝑘𝜖ℤ  حٌث   67

15𝑘 لنبٌن الآن أن جمٌع الأزواج   − 4  ;  −251𝑘 +   ℤ2  من   67

   . 𝐸 هً حلول المعادلة  

 :    ننجز عملٌة الطرح بٌن هاتٌن المتساوٌتٌن نجد 
2008 𝑥 + 4 + 120 𝑦 − 67 = 0 

𝑥 251     ∗ :  أي  + 4 = −15 𝑦 − 67    

15𝑘  بـ  𝑥نُعوض  −  :     نجد  ∗   فً الكتابة  4
251 15𝑘 = −15 𝑦 − 67  

15𝑘 2008:                       لدٌنا  − 4 + 120 −251𝑘 + 67  
= 30120𝑘 − 8032 − 30120𝑘 + 8040 
= 8040 − 8032 
= 8 

𝑧1:  و بنفس الطرٌقة لدٌنا  + 𝑧2 = 𝑎    إذن  :𝑧2 − 𝑎 = 0 − 𝑧1   

𝑧𝑀2 :  أي 
− 𝑧𝐴 =  𝑧𝑂 − 𝑧𝑀1

    

𝑧𝑀2 :  أي 
− 𝑧𝐴 =  𝑧𝑂 − 𝑧𝑀1

    

𝑂𝑀1:  نستنتج أن  (3)و  (2)و  (1)من  = 𝑀1𝐴 = 𝐴𝑀2 = 𝑀2𝑂  

 .إذن فهو معٌن .  متقاٌسة𝑂𝑀1𝐴𝑀2ٌعنً أن أضلاع الرباعً  

𝐴𝑀2     3 :  و منه  = 𝑀1𝑂   

𝐸 

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 
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 التمرين الثاني  3 أ 

 التمرين الثاني  3 ب 

   .∗ℕ عنصرا من  𝑛لٌكن 
10𝑛و ننطلق من الإفتراض   ≡ 1  251 .   

10𝑛  ٌقسم العدد  251إذن العدد  − 1 .   
10𝑛 8 ٌقسم العدد  251و منه فإن العدد  − 1 .   

   .𝑢𝑛 9 ٌقسم  251ٌعنً أن 
;   ∗𝑛𝜖ℕ∀  :  (لأنه حسب السؤال أ   9 𝑢𝑛 = 8 10𝑛 − 1 .   

 حٌث 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠و ذلك حسب مبرهنة  . 𝑢𝑛     1  ٌقسم 251إذن 

251 ∧ 9 =  . أولً  251 لأن 1

 التمرين الثاني  3 ج 

 التمرين الثاني  3 د 

10250:  لدٌنا  ≡ 1  251 .   
𝑢250:  نستنتج أن ( ب (3إذن حسب تكافؤ السؤال  ≡ 0  2008    

  .𝑢250 قاسم للعدد 2008ٌعنً أن 
  .2008  مضاعؾ للعدد 𝑢250أي أن العدد  

888أي أن العدد   ⋯ 8     
250 𝑓𝑜𝑖𝑠

  .2008  مضاعؾ للعدد 

ٌُكتب فً نظمة العد العشري بواسطة 2008إذن   250 ٌقبل مضاعفا 

 . فقط 8مرة الرقم 

 التمرين الثالث  1  

𝑎 لأن   − 𝑐   و   𝑏 − 𝑑  عددان حقٌقٌان  . 

,𝐸 و بالتالً   , ℳ2 ℝ   زمرة جزئٌة من الزمرة الأم   + + .   

, ℳ2 ℝ و بما أن   ,𝐸   تبادلٌة فإن   +  .  تبادلٌة كذلك  +

 .هذه الطرٌقة تعتبر الطرٌق المختصر للجواب  : (1 ملاحظة

 (الطرٌق المباشر و الاعتٌادي  )أما الطرٌق الؽٌر المختصر 
 :    هو أن نبٌن الأشٌاء التالٌة 

  𝐸 مجموعة ؼٌر فارؼة. 
  + ًقانون تركٌب داخلً ف𝐸 . 

  + ًتبادلً و تجمٌعً ف𝐸 . 

  + ًٌقبل عنصرا محاٌدا ف𝐸 . 

  كل عنصر𝑥 ٌقبل مماثلا 𝑥′ فً + بـ 𝐸 . 

,𝐸 تَمكنا من أن نبٌن أن   : (2 ملاحظة , ℳ2 ℝ   زمرة جزئٌة من   + + .   

ٌُمكن أن نعتبر أن   , ℳ2 ℝ إذن  ,𝐸   هً الزمرة الأم و أن   + +   

,𝐸 إذن الزمرة  . (ة)هً الزمرة الإبن  سوؾ تَرِثُ ممٌزات الزمرة الأم  +
 .من تبادلٌة و تجمٌعٌة و عنصر محاٌد و تماثل العناصر 

15𝑘 إذن جمٌع الأزواج   − 4  ;  −251𝑘 +   𝑘𝜖ℤ حٌث  ℤ2  من  67
  . 𝐸 هً حلول المعادلة 

 :     فهً معرفة بإدراك بما ٌلً    هً مجموعة حلول 𝑆إذا كانت 

𝑆 =    15𝑘 − 4  ;  −251𝑘 + 67   ;   𝑘 𝜖 ℤ   

𝑛 و هً مجموع  +    .𝑞𝑛 𝑛𝜖ℕ  حد متتابع من المتتالٌة الهندسٌة   1

𝑛 إذن    . ∗ℕ عنصرا من  𝑛لٌكن  −    .ℕ  عنصر من   1

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن    𝑢𝑛 =
8

9
 10𝑛 − 1    

 :   سوؾ نستعمل فً الجواب الخاصٌة التالٌة 

 ∀ 𝑞 ≠ 1
∀𝑛𝜖ℕ

    ;   1 + 𝑞 + 𝑞2 + ⋯ + 𝑞𝑛 =
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
 

𝑢𝑛:                                       لدٌنا  = 888 ⋯ 88    ;    𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠  
= 8 ×  1 + 10 + ⋯ + 10𝑛−1  

= 8  
10𝑛 − 1

10 − 1
  =

8

9
 10𝑛 − 1  

𝑢𝑛:                     من جهة ثانٌة ، لدٌنا  = 888 ⋯ 88    ;    𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠 

= 8  1 + 10 + 102 + +10𝑛−1                  
= 𝑘  𝜖  ℕ

 

= 8𝑘  ;    𝑘 𝜖 ℕ 

 .لنبٌن الآن الاستلزام العكسً 

𝑢𝑛 حٌث  ∗ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن  ≡ 0  2008 .   
  .𝑢𝑛 ٌقسم العدد 2008إذن 

𝑢𝑛 بحٌث  ℤ من 𝑘إذن ٌوجد  = 2008𝑘.   
;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  من جهة ثانٌة لدٌنا    9 𝑢𝑛 = 8 10𝑛 − 1 .   

 :      نجد 2008𝑘 بالعدد  𝑛نعوض فً هذه الكتابة العدد 

= 251𝑘 9:   نحصل على 8نقسم الطرفٌن على العدد  10𝑛 − 1.   
10𝑛 قاسم للعدد  251إذن  − 1.   
10𝑛 :  إي  − 1 ≡ 10𝑛:  أي   .  251  0 ≡ 1  251 .   

9 2008𝑘 = 8 10𝑛 − 1  

251إذن  نستنتج أن الجداء   ×    .𝑢𝑛  قاسم للعدد  8

𝑢𝑛:  أي   .𝑛 قاسم لـ 2008ٌعنً أن  ≡ 0  2008 .   

  .𝑢𝑛     2  ٌقسم العدد 8إذن العدد 

8     3 و لدٌنا   ∧ 251 = 1.   

   :   فً النظمة التالٌة   (3)و  (2)و  (1)نجمع النتائج 
251/𝑢𝑛            
8/𝑢𝑛                 
8 ∧ 251 = 1  

  

 :      على الاستلزام التالً ∗𝑛 𝜖 ℕو بذلك نحصل من أجل  

10𝑛 ≡ 1  251    ⟹    𝑢𝑛 ≡ 0  2008  

 :    على الإستلزام التالً ∗ℕ من 𝑛و بذلك نحصل من أجل كل 

𝑢𝑛 ≡ 0  2008    ⟹    10𝑛 ≡ 1  251  

  :    الخلاصة

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    𝑢𝑛 ≡ 0  2008    ⟺    10𝑛 ≡ 1  251  

,𝐸 ٌكفً أن نبٌن أن   , ℳ2 ℝ   زمرة جزئٌة من الزمرة   + + .   

  لأنها تضم مصفوفات مربعة ذات معاملات  ℳ2 ℝ جزء من  𝐸لدٌنا 
و هً مجموعة ؼٌر فارؼة لأنه نستطٌع تحدٌد على الأقل عنصرا . حقٌقٌة 

  .(و لٌس بإدراك  ) بتفصٌل 𝐸من 

𝐼:  مثلا  =  
1 0

−2 × 0 1 + 2 × 0
 = 𝑀 1,0  𝜖 𝐸   

,𝑀 𝑎  ∀:  لنبٌن أن  𝑏 , 𝑀 𝑐, 𝑑   𝜖  𝐸  ;   𝑀 𝑎, 𝑏 − 𝑀 𝑐, 𝑑   𝜖 𝐸   

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتٌن من  𝐸.  

𝑀 𝑎, 𝑏 − 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 𝑏

−2𝑏 𝑎 + 2𝑏
 −  

𝑐 𝑑
−2𝑑 𝑐 + 2𝑑

  

=  
 𝑎 − 𝑐  𝑏 − 𝑑 

−2 𝑏 − 𝑑  𝑎 − 𝑐 + 2 𝑏 − 𝑑 
  

= 𝑀 𝑎 − 𝑐  ;   𝑏 − 𝑑  𝜖 𝐸 

 :     التالٌة 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡سوؾ نستعمل فً هذا السؤال مبرهنة 
 عددان صحٌحان طبٌعٌان 𝑝 و 𝑎إذا كان  : 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡مبرهنة 

𝑎 و  +𝑝 𝜖 ℙحٌث  ∧ 𝑝 = 𝑎𝑝−1:    فإن 1 ≡ 1  𝑝 .   
 . عدد أولً 251: لدٌنا حسب ما سبق 

10:  و نلاحظ أن  ∧ 251 = 1.   
1−10251:   نكتب 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡إذن حسب  ≡ 1  251 .   
10𝑘 حٌث  250 و هو العدد ℕ من 𝑘ٌوجد إذن  ≡ 1  251 .   

𝐸 

𝑢 

𝑢 
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 التمرين الثالث  2  

,𝑀 𝑎 ∀:  نبٌن أن  𝑏 , 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸  ;   𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸 
,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتٌن من  𝐸.  

 التمرين الثالث  3  

,𝐸  : لقد حصلنا لحد الآن على ما ٌلً      زمرة +

 
   . ×, ℳ2 ℝ   جزء مستقر من   ×,𝐸 بما أن  

 
  .𝐸 قانون تركٌب داخلً فً ×فإن 

 
  .× و + مزودة بقانونً تركٌب داخلٌٌن 𝐸و تصبح بذلك 

 
   . ×, ℳ2 ℝ  تبادلً و تجمٌعً فً  ×نعلم أن الضرب 

 
  .𝐸 تبادلً و تجمٌعً كذلك فً ×إذن من خلال الإستقرار نستنتج أن الضرب 

 
 .و نعلم كذلك أن العنصر المحاٌد فً مجموعة إن وجد فإنه ٌكون وحٌداً 

 
𝐼إذن   =  1,0  𝜖 𝐸 فً  لأن المصفوفة ×  هو العنصر المحاٌد للضرب 

𝐼 فً  × هً العنصر المحاٌد للضرب ℳ2 ℝ  .   و𝐸  جزء مستقر من 

ℳ2 ℝ  بالنسبة للضرب  . 

 

 التمرين الثالث  4 أ 

,𝑀 𝑎إذن مهما تكن المصفوفات   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  من  𝐸.  
,𝑓 𝑀 𝑎:  لدٌنا  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  = 𝑓 𝑀 𝑎, 𝑏  × 𝑓 𝑀 𝑐, 𝑑    

   . ×,ℂ   نحو   ×,𝐸  تشاكل من  𝑓و هذا ٌعنً أن  .

  : تقابل𝒇لنبين أن 
𝛼لٌكن   + 𝑖𝛽 إذن ٌوجد عددان حقٌقٌان .   عددا عقدٌا𝑎 و 𝑏  حٌث 

𝑎 = 𝛼 𝑏  و  − = 𝛽  و  𝛼 + 𝑖𝛽 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑖𝑏.   

,𝑀 𝑥  المعادلة  ℂلنحل فً  𝑦  = 𝛼 + 𝑖𝛽  ذات المجهول  𝑀 𝑥, 𝑦   

. 

 التمرين الثالث  4 ب 

𝑎𝑑 لأن   + 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑   و   𝑎𝑐 − 2𝑏𝑑  عددان حقٌقٌان  . 
  .× مستقرة بالنسبة للقانون 𝐸و بالتالً نستنتج أن 

   . ×, ℳ2 ℝ   جزء مستقر من   ×,𝐸 أي  

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 𝑏

−2𝑏 𝑎 + 2𝑏
 ×  

𝑐 𝑑
−2𝑑 𝑐 + 2𝑑

  

=  
𝑎𝑐 − 2𝑏𝑑 𝑎𝑑 + 𝑏 𝑐 + 2𝑑 

−2𝑏𝑐 − 2𝑑 𝑎 + 2𝑏 −2𝑏𝑑 +  𝑎 + 2𝑏  𝑐 + 2𝑑 
  

=  
𝑎𝑐 − 2𝑏𝑑 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑

−2 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑  𝑎𝑐 − 2𝑏𝑑 + 2 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑 
  

= 𝑀 𝑎𝑐 − 2𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑  𝜖 𝐸 

,𝐸 لنبٌن أن       :واحدية   و   تبادلية   حلقة   ×,+

   𝑬,  زمرة +
  × تجميعي في𝑬  

  × في +توزيعي بالنسبة لـ 𝑬  

  × تبادلي في𝑬  

 

  × يقبل عنصرا محايدا في𝑬  

 

  .𝐸 فً + توزٌعً بالنسبة للقانون ×لنبٌن الآن أن 
,𝑀 𝑎و من أجل ذلك ، لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑   و  𝑀 𝑒, 𝑓  ثلاث  

 :   و سوؾ نستعمل القاعدتٌن التالٌتٌن  . 𝐸مصفوفات من 

,𝑀 𝑎:                                 لدٌنا  𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑒, 𝑓   

,𝑀 𝑎:    من جهة أخرى لدٌنا  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑒, 𝑓  

  
𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑀 𝑎 + 𝑐  ;   𝑏 + 𝑑                          
𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑀 𝑎𝑐 − 2𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑 

  

= 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐 + 𝑒  ;   𝑑 + 𝑓  

= 𝑀 𝑎 𝑐 + 𝑒 − 2𝑏 𝑑 + 𝑓   ;   𝑎 𝑑 + 𝑓 +

+ 𝑏 𝑐 + 𝑒 + 2𝑏 𝑑 + 𝑓   

= 𝑀 𝑎𝑐 + 𝑎𝑒 − 2𝑏𝑑 − 2𝑏𝑓  ;   𝑎𝑑 + 𝑎𝑓 +

+ 𝑏𝑐 + 𝑏𝑒 + 2𝑏𝑑 + 2𝑏𝑓  

= 𝑀 𝑎𝑐 − 2𝑏𝑑 ; 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑 +

+ 𝑀 𝑎𝑒 − 2𝑏𝑓 ; 𝑎𝑓 + 𝑏𝑒 + 2𝑏𝑓  
= 𝑀 𝑎𝑐 + 𝑎𝑒 − 2𝑏𝑑 − 2𝑏𝑓  ;   𝑎𝑑 + 𝑎𝑓 + 𝑏𝑐 +

+ 𝑏𝑒 + 2𝑏𝑑 + 2𝑏𝑓  

,𝑀 𝑎 ∀ :    و بالتالً  𝑏  , 𝑀 𝑐, 𝑑  , 𝑀 𝑒, 𝑓  𝜖 𝐸  ;   

𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑒, 𝑓   

= 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑒, 𝑓  

,𝐸 و بالتالً نستنتج أن       𝑀 1,0  حلقة تبادلٌة و واحدٌة وحدتها المصفوفة   ×,+

 . على الٌسار + توزٌعً بالنسبة لـ ×و هذا ٌعنً أن 
 . على الٌمٌن + توزٌعً بالنسبة لـ ×و بنفس الطرٌقة نبٌن أن 

 :    و بذلك نحصل على النتائج التالٌة 
   𝐸,  زمرة +
  × ًتجمٌعً ف𝐸  

  × فً +توزٌعً بالنسبة لـ 𝐸  
  × ًتبادلً ف𝐸  
  𝑀 1,0  ًعنصر محاٌد لـ ف𝐸.  

,𝑀 𝑎لتكن    . تشاكل𝒇لنبين أن  𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتٌن من  𝐸.  
,𝑓 𝑀 𝑎:                               من جهة أولى لدٌنا  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑   

,𝑓 𝑀 𝑎:                            من جهة ثانٌة لدٌنا  𝑏  × 𝑓 𝑀 𝑐, 𝑑    

= 𝑓 𝑀 𝑎𝑐 − 2𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑   
=  𝑎𝑐 − 2𝑏𝑑 +  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑 + 𝑖 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑  

=  𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑖 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑  

=  𝑎 + 𝑏 + 𝑖𝑏 ×  𝑐 + 𝑑 + 𝑖𝑑  
= 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑖 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑏𝑑 + 𝑖 𝑏𝑑 + 𝑖 𝑏𝑐 + 𝑖 𝑏𝑑 − 𝑏𝑑 
=  𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑖 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑  

,𝑓 𝑀 𝑥:                                          لدٌنا  𝑦  = 𝛼 + 𝑖𝛽.   

⟺   𝑥 + 𝑦 + 𝑖𝑦 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑖𝑏 

⟺     
𝑥 + 𝑦 = 𝑎 + 𝑏
𝑦 = 𝑏                

  

⟺     
𝑥 = 𝑎
𝑦 = 𝑏 

  

,𝑀 𝑥 نستنتج إذن أن المعادلة   𝑦  = 𝛼 + 𝑖𝛽 ًتقبل حلا وحٌدا ف  𝐸.  
 :    أو بتعبٌر آخر 

  .  ℂ نحو 𝐸 تقابل من 𝑓و هذا ٌعنً بكل بساطة أن التطبٌق 

 ∀ 𝛼 + 𝑖𝛽  𝜖 ℂ   ∃!  𝑀 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐸   ;   𝑓 𝑀 𝑥, 𝑦  = 𝛼 + 𝑖𝛽 

   . ×,ℂ   نحو   ×,𝐸  تشاكل تقابلً من  𝑓: الخلاصة 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   مصفوفة من  𝐸∗ = 𝐸\ 𝑀 0,0  .   

,𝑥 و لتكن المصفوفة   𝑦       مقلوب المصفوفة 𝑀 𝑎, 𝑏   ًف   𝐸∗,×   

,𝑀 𝑎:  إذن  . 𝑏 × 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 1,0   

 . تبادلً ×نحتفظ فقط بإحدى المتساوٌتٌن لأن  .

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀 1,0  

⟺     
𝑎𝑥 − 2𝑏𝑦 = 1          
𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 2𝑏𝑦 = 0

  ⇝    

𝑠𝑦𝑠𝑡è𝑚𝑒  𝑑𝑒  𝑑𝑒𝑢𝑥
𝐸𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  à  𝑑𝑒𝑢𝑥
𝑖𝑛𝑐𝑜𝑛𝑛𝑢𝑠  𝑥  𝑒𝑡  𝑦

   

⟺     
𝑎𝑥 = 1 + 2𝑏𝑦                       

𝑎2𝑦 + 𝑏 𝑎𝑥 + 2𝑎𝑏 𝑦 = 0
    

⟺     
𝑎𝑥 = 1 + 2𝑏𝑦                                

𝑎2𝑦 + 𝑏 1 + 2𝑏𝑦 + 2𝑎𝑏 𝑦 = 0
    

⟺     
𝑎𝑥 = 1 + 2𝑏𝑦                     

𝑦 𝑎2 + 2𝑏2 + 2𝑎𝑏 = −𝑏
    

𝑏 

𝑓 

𝑓 

𝑀 
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 التمرين الثالث  4 ج 

 التمرين الرابع  𝐈  2 التمرين الثالث  4 د 

= 2
 
𝑛
2
 
 2 sin  

𝜋−𝑛𝜋

4
 
 2

2
  

= 2
 
𝑛
2
 
∙ 2

 
−1
2

 
∙ 21 ∙ sin  

𝜋−𝑛𝜋

4
  

= 2
 
𝑛+1

2
 

sin  
𝜋−𝑛𝜋

4
  

= −2
 
𝑛+1

2
 

sin  
𝑛𝜋−𝜋

4
  

𝐈  1  التمرين الرابع 

  .⊺ و ∗ مجموعة مزودة بقانوني تركيب داخليين 𝒌لتكن  : تذكير بتعريف الجسم

 :      جسما إذا و فقط إذا كان  ⊺,∗,𝑲 تكون المجموعة  

   𝑲,∗,⊺  حلقة واحدية 

  و كل عنصر من𝑲 يقبل مماثلا بالنسبة لـ ∗ ما عدا العنصر المحايد لـ 

∗𝒌 في المجموعة  ⊺ = 𝒌\ 𝒆  .  

   𝐸,   . 𝑀 0,0زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد  ×,+
  كل مصفوفة من𝐸 ما عدا المصفوفة 𝑀 0,0  تقبل مقلوبا 

 .   𝐸\ 𝑀 0,0فً 
 

 : لقد حصلنا على ما ٌلً 

,𝐸 إذن حسب تعرٌؾ الجسم ،  نستنتج أن    .  جسم  ×,+
,𝐸 فإن الجسم   .𝐸 تبادلً فً ×و بما أن   .  تبادلً  ×,+

,𝐸 توجد طرٌقة نبٌن من خلالها أن  : ملاحظة   :    جسم و هً أن نبٌن أن  ×,+

  زمرة ٌكفً أن نبٌن أنها زمرة جزئٌة من الزمرة  ×,∗𝐸 لكً تكون  

 ℳ2 ℝ ,×      أي بٌن أنه مهما تكن المصفوفتان 𝑎, 𝑏          و𝑀 𝑐, 𝑑   من  𝐸∗     

,𝑀 𝑎:   فإن  𝑏 × 𝑀  
𝑐+2𝑑

𝑐2+2𝑑2+2𝑐𝑑
 ;  

−𝑑

𝑐2+2𝑑2+2𝑐𝑑
  𝜖 𝐸∗  

   𝑬, ,𝑴 𝟎زمرة تبادلية عنصرها المحايد  ×,+ 𝟎 .  

   𝑬∗,×  زمرة

  × في ∗توزيعي بالنسبة لـ 𝑬 . 

 :   و بالتالً نحصل على 

 𝑀 0,1  
𝑛

= 𝑓−1  −2
 
𝑛+1

2
 

sin  
𝜋 𝑛−1 

4
 +

+ 2
 
𝑛
2
 

sin  
𝑛𝜋

4
  + 𝑖 2

 
𝑛
2
 

sin  
𝑛𝜋

4
  

= 𝑀  −2
 
𝑛+1

2
 

sin  
 𝑛−1 𝜋

4
   ;   2

 
𝑛
2
 

sin  
𝑛𝜋

4
   

lim
𝑥→−∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 2 − 𝑥 𝑒𝑥 − 2 

= lim
𝑥→−∞

 2𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 + 2𝑥  

= 0 − 0 +  −∞ = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 2 − 𝑥 𝑒𝑥 − 2 

= lim
𝑥→+∞

𝑥   
2

𝑥
− 1 𝑒𝑥 −

2

𝑥
 = −∞ 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  نلاحظ أن    𝑒𝑥 > 0   
1   متعلقة فقط بإشارة   𝜑′ 𝑥إذن إشارة   − 𝑥 .   

𝑥إذا كان   = = 𝜑′ 𝑥:  فإن   . 1 0.   

= 𝜑 1:  و لدٌنا  𝑒 − 2.   

𝑥إذا كان   > > 𝜑′ 𝑥:  فإن   . 1 0.   
𝑥إذا كان   < < 𝜑′ 𝑥:  فإن   . 1 0.   

𝑥لدٌنا   ⟶  2 − 𝑥 𝑒𝑥 دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على  ℝ 

  .ℝلأنها عبارة عن جداء دالتٌن متصلتٌن و قابلتٌن للاشتقاق على 

  .ℝ دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على 𝜑إذن 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :                     و لدٌنا    𝜑′ 𝑥 =   2 − 𝑥 𝑒𝑥 − 2 
′

 

= −𝑒𝑥 +  2 − 𝑥 𝑒𝑥  

=  1 − 𝑥 𝑒𝑥  

,𝑀 𝑎إذن كل مصفوفة   𝑏   من  𝐸∗ = 𝐸\ 𝑀 0,0   ًقابلة للقلب ف  

𝐸∗ و مقلوبها هً المصفوفة   :𝑀  
𝑎+2𝑏

𝑎2+2𝑏2+2𝑎𝑏
 ;  

−𝑏

𝑎2+2𝑏2+2𝑎𝑏
  

⟺     
𝑥 =

1

𝑎
 1 + 2𝑏𝑦          

𝑦 =
−𝑏

𝑎2 + 2𝑏2 + 2𝑎𝑏

  ;     
𝑎 ≠ 0           
𝑏 ≠ 0           
𝑀 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐸∗

     

⟺   

 
 
 

 
 

 
𝑥 =

1

𝑎
 1 −

2𝑏2

𝑎2 + 2𝑏2 + 2𝑎𝑏
          

𝑦 =
−𝑏

𝑎2 + 2𝑏2 + 2𝑎𝑏
                          

      

⟺     
𝑥 =

𝑎 + 2𝑏

𝑎2 + 2𝑏2 + 2𝑎𝑏
  𝜖  ℝ∗  ;    𝑎, 𝑏 ≠  0,0 

𝑦 =
−𝑏

𝑎2 + 2𝑏2 + 2𝑎𝑏
 𝜖 ℝ∗   ;    𝑎, 𝑏 ≠  0,0 

      

⟺     
𝑥 =

1

𝑎
 1 + 2𝑏𝑦          

𝑦 =
−𝑏

𝑎2 + 2𝑏2 + 2𝑎𝑏

  ;     
𝑎 ≠ 0           
𝑏 ≠ 0           
𝑀 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐸∗

     

 𝑓−1 تشاكل تقابلً و تقابله العكسً 𝑓سوؾ نستعمل فً هذا السؤال كون 
 .إضافة إلى بعض صٌػ الحساب المثلثً . تشاكل تقابلً كذلك 

   .∗ℕ عنصرا من  𝑛لٌكن 

 𝑀 0,1  
𝑛

= 𝑀 0,1 × ⋯ × 𝑀 0,1    ;   𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠 

= 𝑓−1 1 + 𝑖 × ⋯ × 𝑓−1 1 + 𝑖    ;   𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠 

= 𝑓−1   2 𝑒
𝑖𝜋
4  × ⋯ × 𝑓−1   2 𝑒

𝑖𝜋
4     ;   𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠 

= 𝑓−1    2 𝑒
𝑖𝜋
4  × ⋯ ×   2 𝑒

𝑖𝜋
4      ;   𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠 

= 𝑓−1    2 𝑒
𝑖𝜋
4  

𝑛

    ;   𝑛𝜖ℕ∗ 

= 𝑓−1  2
𝑛
2  𝑒

𝑖𝑛𝜋
4     ;   𝑛𝜖ℕ∗ 

= 𝑓−1  2
 
𝑛
2
 

cos  
𝑛𝜋

4
 + 𝑖 2

 
𝑛
2
 

sin  
𝑛𝜋

4
     ;   𝑛𝜖ℕ∗ 

= 𝑓−1  2
 
𝑛
2
 

cos  
𝑛𝜋

4
 − 2

 
𝑛
2
 

sin  
𝑛𝜋

4
 +

+ 2
 
𝑛
2
 

sin  
𝑛𝜋

4
 + 𝑖 2

 
𝑛
2
 

sin  
𝑛𝜋

4
   

2:  سوؾ نبسط الآن التعبٌر 
 
𝑛

2
 

cos 𝑛𝜋

4
 − 2

 
𝑛

2
 

sin 𝑛𝜋

4
    

2
 
𝑛
2
 

cos  
𝑛𝜋

4
 − 2

 
𝑛
2
 

sin  
𝑛𝜋

4
  

= 2
 
𝑛
2
 
 cos  

𝑛𝜋

4
 − sin  

𝑛𝜋

4
   

= 2
 
𝑛
2
 
 sin  

𝜋

2
−

𝑛𝜋

4
 + sin  

−𝑛𝜋

4
   

= 2
 
𝑛
2
 
 2 sin  

𝜋
2
− 𝑛𝜋

4
− 𝑛𝜋

4

2
 cos  

𝜋
2
− 𝑛𝜋

4
+ 𝑛𝜋

4

2
   

= 2
 
𝑛
2
 
 2 sin  

𝜋−𝑛𝜋

4
 cos  

𝜋

4
   

𝑀 
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𝐈  3  التمرين الرابع 

;  ∞−  𝜖 0:  لدٌنا    0,72 .   

,1  من المجال  𝛼 ٌمتلك سابقا وحٌدا 0إذن  +∞ .   

!∃ :  أو بتعبٌر آخر   𝛼 ≥ 1   ;   𝜑 𝛼 = 0   
= 𝑥 و هذا ٌعنً أن المعادلة   ,1 تقبل حلا وحٌدا فً المجال     0 +∞   

  .𝛼و هو العدد 
1,59:  لنبٌن الآن أن  < 𝛼 < 1,60.   

   . 𝜑 1,60 و        1,59 و من أجل ذلك ٌجب أن نحدد كلا من  

= 𝜑 1,59:  لدٌنا   2 − 1,59 𝑒1,59 − 2 ≈ 0,01   

= 𝜑 1,60:  و كذلك   2 − 1,60 𝑒1,60 − 2 ≈ −0,01   
0,01−:  نلاحظ أن  < 0 < 0,01.   

> 𝜑 1,6:  ٌعنً  𝜑 𝛼 < 𝜑 1,59    

;  ∞−   على هذه الأعداد المنتمٌة إلى  𝜑−1نُدخل الدالة التناقصٌة    0,72   

<  𝜑−1 𝜑 1,6: نجد  𝜑−1 𝜑 𝛼  > 𝜑−1 𝜑 1,59   

1,6:  ٌعنً  > 𝛼 > 1,59.   

𝐈𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈𝐈  2  التمرين الرابع 

𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 ج 

 :     كما ٌلً 𝜑نستنتج إذن جدول تؽٌرات الدالة 

𝒙 

𝑒 − 2 

0 

−∞ 

𝜑 

0 𝜑′(𝑥) 

0 

− 

+∞ 

−∞ −∞ 

1 

+ + 

,1 إذن  تقابل من   ;  ∞−   نحو   ∞+  0,72 .   

;  ∞− و هذا ٌعنً أن كل عنصر من    𝜑  ٌقبل سابقا وحٌدا بالدالة  0,72 

,1 من المجال   +∞ .   

 و نلاحظ أنها دالة متصلة و تناقصٌة قطعا 𝜑من خلال جدول تؽٌرات الدالة 

,1 على المجال  +∞  .  

,1  تقابل من المجال  𝜑إذن  ,𝜑   1  نحو المجال   ∞+ +∞   .   

𝜑   1, +∞   =  lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥  ;  𝜑 1   ∶  و لدٌنا  

=  −∞ ;  𝑒 − 2  

≈   −∞ ; 0,72  

 . دالة متصلة فً الصفر 𝑓إذن 

lim
𝑥→0

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0

 
𝑥2

𝑒𝑥 − 1
 = lim

𝑥→+∞

𝑥

 
𝑒𝑥 − 𝑒0

𝑥 − 0
 

 ∶  لدٌنا  

=
0

1
  ;  𝑐𝑎𝑟  lim

𝑥→0
 
𝑒𝑥−𝑒0

𝑥−0
 =  𝑒𝑥 /𝑥=0

′ = 𝑒0 = 1 

= 0 = 𝑓 0  

𝑓و العدد المشتق هو  .  قابلة للاشتقاق فً الصفر 𝑓إذن  ′ 0 = 1.   

lim
𝑥→0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0
 

𝑥

𝑒𝑥 − 1
 = lim

𝑥→0

1

 𝑒𝑥−𝑒0

𝑥−0
 
 

=
1

 𝑒𝑥 /𝑥=0
′ =

1

𝑒0
= 1 𝜖 ℝ 

𝑥لدٌنا الدالة   ⟶ 𝑥2 قابلة للاشتقاق على  ℝ لأنها حدودٌة . 
   .∗ℝإذن فهً قابلة للاشتقاق على  

𝑥و لدٌنا   ⟶ 𝑒𝑥 −  لأنها فرق دالتٌن ℝ  دالة قابلة للإشتقاق على 1

 .( ∗ℝإذن  ) ℝقابلتٌن للاشتقاق على 

𝑥 ∀:   و لدٌنا  ≠ 0   ;   𝑒𝑥 − 1 ≠ 0  

  باعتبارها خارج دالتٌن قابلتٌن ∗ℝ قابلة للاشتقاق على  𝑓إذن الدالة 

 ∗ℝ  باعتبارها خارج دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على ∗ℝللاشتقاق على  
 .و المقام ؼٌر منعدم 

   .∗ℝ عنصرا من  𝑥لٌكن 

𝑓 ′ 𝑥 =  
𝑥2

𝑒𝑥 − 1
 

′

=
2𝑥 𝑒𝑥 − 1 − 𝑒𝑥 𝑥2 

 𝑒𝑥 − 1 2
 

=  
𝑥

 𝑒𝑥 − 1 2
  2 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥 𝑒𝑥  

=  
𝑥

 𝑒𝑥 − 1 2
   2 − 𝑥 𝑒𝑥 − 2   

=
𝑥 𝜑 𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 2
 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
𝑥2

𝑒𝑥 − 1
 = lim

𝑥→+∞

𝑥2

𝑥2  
𝑒𝑥

𝑥2 −
1
𝑥2 

 ∶  لدٌنا  

= lim
𝑥→+∞

1

 
𝑒𝑥

𝑥2 −
1
𝑥2 

= lim
𝑥→+∞

 

 
 
 1

 
𝑒

𝑥
2

𝑥2 

2

−
1
𝑥2

 

 
 
 

   

= lim
𝑥→+∞

 

 
 
 
 

1

1
4

 
𝑒

𝑥
2

𝑥
2

 

2

−
1

4  
𝑥
2
 

2

 

 
 
 
 

= lim
𝑡→+∞

𝑡=
𝑥
2  

 
1

1
4

 
𝑒𝑡

𝑡
 

2

−
1

4𝑡2 

    

= "  
1

1
4
 +∞ 2 − 0

 " = 0 

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
𝑥2

𝑒𝑥 − 1
 = 0   ∶  و لدٌنا  

𝑐𝑎𝑟   lim
𝑥→−∞

𝑥2 = +∞    𝑒𝑡    lim
𝑥→−∞

 𝑒𝑥 − 1 = −1 

𝜑 𝛼 = 0  ⟹    2 − 𝛼 𝑒𝛼 − 2 = 0 

⟹    2 − 𝛼 𝑒𝛼 = 2 

⟹   𝑒𝛼 =
2

2 − 𝛼
  ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝛼 ≠ 2 

⟹   𝑒𝛼 − 1 =
2

2 − 𝛼
− 1 

⟹    𝑒𝛼 − 1 =
𝛼

2 − 𝛼
     ∗  

⟹   𝑓 𝛼 =
𝛼2

𝑒𝛼 − 1
=

𝛼2

 
𝛼

2 − 𝛼
 

    ;     𝑠𝑒𝑙𝑜𝑛   ∗  

=
𝛼2 2 − 𝛼 

𝛼
   ;    𝑎𝑣𝑒𝑐  𝛼 ≠ 0 

= 𝛼 2 − 𝛼   

𝜑 

𝜑 
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𝐈𝐈  4  التمرين الرابع 

𝐈𝐈  5  التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈  1  التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈  2  التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  3 أ 

𝑒 − 2 

0 

−∞ 

𝜑 

0 𝜑′(𝑥) 

0 

− 

+∞ 

−∞ −∞ 

1 

+ + 

𝒙 

𝑥 

0 

0 

𝛼 

0 

− 

𝜑 𝑥  − + + − 0 

− + + + 

𝑓′(𝑥) + + + − 0 

𝑓 

−∞ 

𝑓 1  

𝛼 2 − 𝛼  

0 

0 

 

 𝓒𝒇  

 

 𝓒𝒇  

𝜶 

𝑦 )إذن محور الأفاصٌل  =   .∞+ بجوار  𝒞𝑓 مقارب أفقً للمنحنى  ( 0

   ∞−  ٌقبل فرعا شلجمٌا اتجاهه محور الأراتٌب بجوار   𝒞𝑓 إذن نستنتج أن  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0  ∶   فً  البداٌة  لدٌنا  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞   ∶   و  لدٌنا  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→−∞

𝑥

𝑒𝑥 − 1
= lim

𝑥→−∞
 

1
1
𝑥
 𝑒𝑥 − 1 

   ∶   و  لدٌنا  

= "  
1

0− 0 − 1 
 " = +∞ 

 .سوؾ نستعمل المكاملة بالأجزاء أثناء الحساب 

𝐺 𝑥 =  𝑡2 
𝑢

∙ 𝑒−𝑡 
𝑣′

𝑥

0

𝑑𝑡                                                         ∶  لدٌنا  

=  −𝑡2𝑒−𝑡 0
𝑥 + 2  𝑡 

𝛼

∙ 𝑒−𝑡 
𝛽′

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  −𝑡2𝑒−𝑡 0
𝑥 + 2   −𝑡 𝑒−𝑡 0

𝑥 +  𝑒−𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡  

=  −𝑡2𝑒−𝑡 0
𝑥 + 2 −𝑡 𝑒−𝑡 0

𝑥 + 2 −𝑒−𝑡 0
𝑥  

= −𝑥2𝑒−𝑥 − 2𝑥 𝑒−𝑥 − 2 𝑒−𝑥 + 2 

⟹   lim
𝑥→+∞

𝐺 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 −𝑥2𝑒−𝑥 − 2𝑥 𝑒−𝑥 − 2 𝑒−𝑥 + 2  

= lim
𝑥→+∞

 −𝑥2𝑒−𝑥 + lim
𝑥→+∞

 
−2

 𝑒𝑥

𝑥
 
− 2 𝑒−𝑥 + 2  

= lim
𝑥→+∞

 
−𝑥2

𝑒𝑥
 +  0 − 2 × 0 + 2  

= lim
𝑥→+∞

 

 
 
 
 

4

 
𝑒

𝑥
2

𝑥
2

 

2

 

 
 
 
 

+ 2 = lim
𝑢→+∞

𝑢=
𝑥
2

 
4

 
𝑒𝑢

𝑢
 

2 + 2 

= 0 + 2 = 2 

  lim
𝑥→+∞

𝐺 𝑥 = 2  ∶  و بالتالً  

 𝐼 عنصرا من 𝑎و كان  . 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت  : تذكير

 :   فإن الدالة 

  .𝑎 التً تنعدم فً 𝐼 على 𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة 

+ℝ دالة متصلة على المجال  𝑓فً هذا التمرٌن لدٌنا  =  0, +∞  .      

 إذن الدالة   

  .0 التً تنعدم فً 𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة 

= 𝐹 0:  ٌعنً أن  𝑥 ∀   و  0 ≥ 0   ;   𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥).   

𝑥:                                          و لدٌنا  ≥ 0   ⟹    𝑓 𝑥 ≥ 0 

⟹   𝐹′ 𝑥 ≥ 0 

⟹   𝐹  𝑒𝑠𝑡  ↗   𝑠𝑢𝑟   0, +∞ = ℝ+ 

𝐹 ∶   𝐼 ⟶   ℝ                        

𝑥  ⟶    𝑓 𝑡 
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

𝐹 ∶    0, +∞  ⟶   ℝ                        

𝑥  ⟶    𝑓 𝑡 
𝑥

0

𝑑𝑡
 

;   ∗𝑥 𝜖 ℝ ∀ :  و نلاحظ أن     𝑒𝑥 − 1 2 > 0   

   .∗ℝ على   𝜑 𝑥 و 𝑥  متعلقة بإشارتً 𝑓′(𝑥)إذن إشارة  

 .و ندرج فً الجدول التالً أهم النتائج المحصل علٌها 

 ∀ 𝑥 𝜖 ℝ∗   ;    𝑓 ′ 𝑥 =
𝑥 𝜑 𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 2
   ∶  لدٌنا   

=
𝑡2 − 2𝑡2  𝑒0 + 2𝑡2  𝑒−𝑡

𝑒𝑡 − 1
 

=
−𝑡2 + 2𝑡2  𝑒−𝑡

𝑒𝑡 − 1
 =

𝑡2 2 𝑒−𝑡 − 1 

𝑒𝑡 − 1
 

− 𝑓 𝑡 ٌكفً أن ندرس إشارة الفرق   2𝑡2  𝑒−𝑡 .   

ln  عنصرا من المجال  𝑡لٌكن  2 ;  +∞ .   

𝑓 𝑡 − 2𝑡2  𝑒−𝑡 =
𝑡2

𝑒𝑡 − 1
− 2𝑡2  𝑒−𝑡                            ∶  لدٌنا   

=
𝑡2 − 2𝑡2 𝑒−𝑡 𝑒𝑡 − 1 

𝑒𝑡 − 1
 



 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+ أجوبة امتحان مدينة  القنيطــــــــــــــرة  𝟑𝟎𝟗 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الأول  3 ب 𝐈𝐕 التمرين الرابع  1 ب 

ln  عنصرا من المجال  𝑡لٌكن  2 ;  عدد حقٌقً ؼٌر منعدم 𝑥  و  ∞+ 

𝑡 . موجب  ≥ ln 2    ⟹    𝑓 𝑡 ≤ 2𝑡2 𝑒−𝑡  

⟹     𝑓 𝑡 
𝑥

ln 2

𝑑𝑡 ≤  2𝑡2 𝑒−𝑡
𝑥

ln 2

𝑑𝑡 

𝑐𝑎𝑟  𝑐𝑒𝑠  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑡 ln 2 ≤ 𝑥 

⟹     𝑓 𝑡 
ln 2

0

𝑑𝑡 +  𝑓 𝑡 
𝑥

ln 2

𝑑𝑡 ≤  𝑓 𝑡 
ln 2

0

𝑑𝑡 +  2𝑡2 𝑒−𝑡
𝑥

ln 2

𝑑𝑡 

 ∀ 𝑡 𝜖 ℝ∗
+   ;   

𝑡2

𝑒𝑡 − 1
> 0   ∶  نلاحظ أن   

 ∀ 𝑡 ≥ ln 2    ;   
𝑡2

𝑒𝑡 − 1
> 0   ∶  إذن   

𝑡 ≥ ln 2    ⟹   −𝑡 ≤ − ln 2                          ∶  و لدٌنا   

   ⟹   𝑒−𝑡 ≤ 𝑒− ln 2    

   ⟹   𝑒−𝑡 ≤
1

2
    

   ⟹   2𝑒−𝑡 ≤ 1    

   ⟹   2𝑒−𝑡 − 1 ≤ 0    

   ⟹   
 2𝑒−𝑡 − 1 𝑡2

𝑒𝑡 − 1
≤ 0    

   ⟹   𝑓 𝑡 − 2𝑡2  𝑒−𝑡 ≤ 0    

   ⟹   𝑓 𝑡 ≤ 2𝑡2  𝑒−𝑡     

𝑡 ∀ :  و بالتالً  ≥ ln 2   ;   𝑓 𝑡 ≤ 2𝑡2  𝑒−𝑡   

⟹     𝑓 𝑡 
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  𝑓 𝑡 
ln 2

0

𝑑𝑡 +  2𝑡2 𝑒−𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 −  2𝑡2 𝑒−𝑡
ln 2

0

𝑑𝑡 

⟹    𝐹 𝑥 ≤   𝑓 𝑡 − 2𝑡2 𝑒−𝑡 
ln 2

0

𝑑𝑡
                 
𝑐𝑒𝑐𝑖   𝑒𝑠𝑡   𝑢𝑛   𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒   𝑟é𝑒𝑙   𝑎

𝑐−à−𝑑   𝑢𝑛𝑒   𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒   𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒

+  2𝑡2 𝑒−𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 

⟹    𝐹 𝑥 ≤ 𝑎 + 2 𝐺 𝑥  

⟹    𝐹 𝑥 ≤ lim
𝑥→+∞

 𝑎 + 2 𝐺 𝑥   

⟹    𝐹 𝑥 ≤  𝑎 + 4     ;     ∀ 𝑥 ≥ 0  

⟹    ℝ+ مكبورة  على   𝐹   

 
∀𝑛𝜖ℕ∗

∀𝑥𝜖ℝ+   ;   
1

𝑒𝑥 − 1
=

𝑒−𝑛𝑥

𝑒𝑥 − 1
+  𝑒−𝑝𝑥

𝑛

𝑝=1

   ∶  و بالتالً  

𝑓لدٌنا حسب ما سبق   ′(𝑥) تنعدم فً العدد  𝛼  على ℝ+ و تتؽٌر إشارتها  
 .بجوار تلك النقطة 

و هذا المطراؾ عبارة  . 𝛼 تقبل مطرافا فً النقطة ذات الأفصول 𝑓إذن 
= 𝑓 𝛼عن قٌمة قصوٌة و هً   𝛼 2 − 𝛼 .   

;   +𝑡𝜖ℝ∀ :  بتعبٌر آخر    𝑓 𝑡 ≤ 𝑓 𝛼    
;   +𝑡𝜖ℝ∀ :  أي    𝑓 𝑡 ≤ 𝛼 2 − 𝛼    

,0  دالة موجبة على المجال  𝑓و كذلك  +∞ .   
0:  إذن  ≤ 𝑓 𝑡 ≤ 𝛼 2 − 𝛼    

𝑡 ∀ :  و لدٌنا  ≥ 𝑥   ;   0 ≤ 𝑒−𝑛𝑡 ≤ 𝑒−𝑛𝑥   

∫نُدخل التكامل  𝑑𝑡
𝑥

0
,0  على هذه الدوال المتصلة على المجال  +∞  

0حٌث   ≤ 𝑥 نحصل على     : 

0 ≤ 𝑓 𝑡 ∙ 𝑒−𝑛𝑡 ≤ 𝛼 2 − 𝛼 𝑒−𝑛𝑥  

 :نضرب التأطٌرٌن طرفا طرفا نحصل على التأطٌر التالً 

 1     0 ≤   𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑥  
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 𝛼 2 − 𝛼  𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 

𝑒−𝑛𝑡  :    من جهة أخرى لدٌنا 
𝑥

0

𝑑𝑡 =  
−1

𝑛
𝑒−𝑛𝑡  

0

𝑥

=
−1

𝑛
𝑒−𝑛𝑥 +

1

𝑛
 

𝑛 𝜖 ℕ∗    ⟹    
−1

𝑛
𝑒−𝑛𝑥 < 0 

   ⟹    
−1

𝑛
𝑒−𝑛𝑥 +

1

𝑛
<

1

𝑛
 

   ⟹     𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 <
1

𝑛
 

   ⟹    𝛼 2 − 𝛼  𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 <
𝛼 2 − 𝛼 

𝑛
     2  

 :   نحصل على  (2)و  (1)من 

    
∀𝑛𝜖ℕ∗

∀𝑥𝜖ℝ+   ;   0 ≤  𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 <
𝛼 2 − 𝛼 

𝑛
  

𝐈𝐕 التمرين الرابع  1 أ 

⟹    𝑒−𝑝𝑥

𝑛

𝑝=1

=  
𝑒− 𝑛+1 𝑥 − 1

𝑒−𝑥 − 1
− 1  

 :    فإن 1  متتالٌة هندسٌة أساسها  ٌخالؾ 𝑞𝑛 𝑛𝜖ℕ إذا كانت   : تذكير

  ∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ  عددا حقٌقٌا موجبا و نعتبر المتتالٌة الهندسٌة  𝑥لٌكن 
;   ∗𝑛 𝜖 ℕ ∀ :  التً حدها العام هو    𝑢𝑛 =  𝑒−𝑥 𝑛   

  .1نلاحظ أن أساس هذه المتتالٌة هو عدد حقٌقً مخاؾ لـ 
𝑥:  لأن  ≠ 0  ⟹   𝑒−𝑥 ≠ 0.   

 𝑒−𝑥 0 +  𝑒−𝑥 1 +  𝑒−𝑥 2 + ⋯ +  𝑒−𝑥 𝑛 =
 𝑒−𝑥 𝑛+1 − 1

𝑒−𝑥 − 1
 

⟹   1 +  𝑒−𝑝𝑥

𝑛

𝑝=1

=
𝑒− 𝑛+1 𝑥 − 1

𝑒−𝑥 − 1
 

𝑞0 + 𝑞1 + 𝑞2 + ⋯ + 𝑞𝑛 =
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
 

=
𝑒𝑥𝑒−𝑛𝑥 𝑒−𝑥 − 𝑒𝑥

1 − 𝑒𝑥
−

𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 − 1
+

𝑒−𝑛𝑥

𝑒𝑥 − 1
 

=
𝑒−𝑛𝑥 − 𝑒𝑥

1 − 𝑒𝑥
−

𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 − 1
+

𝑒−𝑛𝑥

𝑒𝑥 − 1
 

=
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑛𝑥 − 𝑒𝑥 + 1 + 𝑒−𝑛𝑥

𝑒𝑥 − 1
 

=
1

𝑒𝑥 − 1
 

⟹    𝑒−𝑝𝑥

𝑛

𝑝=1

+  
𝑒−𝑛𝑥

𝑒𝑥 − 1
 =  

𝑒− 𝑛+1 𝑥 − 1

𝑒−𝑥 − 1
− 1 +

𝑒−𝑛𝑥

𝑒𝑥 − 1
  

=
𝑒−𝑛𝑥 𝑒−𝑥 − 1

 
1−𝑒𝑥

𝑒𝑥  
− 1 +

𝑒−𝑛𝑥

𝑒𝑥 − 1
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𝐈𝐕 التمرين الرابع  1 ج 

𝐈𝐕 التمرين الرابع  1 د 

𝐈𝐕 التمرين الرابع  2 أ 

𝐈𝐕 التمرين الرابع  2 ب 

𝐈𝐕 التمرين الرابع  2 ج 

𝐈𝐕 التمرين الرابع  2 د 

𝐼𝑛 𝑥 =  𝑡2 
𝑢

∙ 𝑒−𝑛𝑡 
𝑣′

𝑥

0

𝑑𝑡                                                      ∶   لدٌنا  

=  
−𝑡2  𝑒−𝑛𝑡

𝑛
 

0

𝑥

+
2

𝑛
 𝑡 

𝜑

∙ 𝑒−𝑛𝑡 
𝜓′

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  
−𝑡2 𝑒−𝑛𝑡

𝑛
 

0

𝑥

+
2

𝑛
  

−𝑡 𝑒−𝑛𝑡

𝑛
 

0

𝑥

+
1

𝑛
 𝑒−𝑛𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡  

=  
−𝑥2 𝑒−𝑛𝑥

𝑛
 +

2

𝑛
 
−𝑥 𝑒−𝑛𝑥

𝑛
 +

2

𝑛2
 
−𝑒−𝑛𝑡

𝑛
 

0

𝑥

 

=
−𝑥2 𝑒−𝑛𝑥

𝑛
−

2𝑥 𝑒−𝑛𝑥

𝑛2
−

2 𝑒−𝑛𝑥

𝑛3
+

2

𝑛3
 

lim
𝑥→+∞

 
−𝑥2  𝑒−𝑛𝑥

𝑛
 = lim

𝑥→+∞

 
−1
𝑛

  
4
𝑛2 

 
𝑒

𝑛𝑥
2

𝑛𝑥
2

 

2                         ∶  لدٌنا  

= lim
𝑢→+∞

𝑢=
𝑛𝑥
2

 
−1
𝑛

  
4
𝑛2 

 
𝑒𝑢

𝑢
 

2 = 0   ;   car  lim
u→+∞

 
𝑒𝑢

𝑢
 

2

= +∞ 

lim
𝑥→+∞

 
2𝑥 𝑒−𝑛𝑥

𝑛2
 = lim

𝑥→+∞

 
2
𝑛2  

1
𝑛
 

 
𝑒𝑛𝑥

𝑛𝑥
 

2                              ∶  و لدٌنا  

= lim
𝑥→+∞

 
2
𝑛3 

 
𝑒𝑢

𝑢
 

= 0  ;   car lim
u→+∞

 
𝑒𝑢

𝑢
 = +∞  

lim
𝑥→+∞

 
2 𝑒−𝑛𝑥

𝑛3
 = lim

𝑢→−∞
𝑢=−𝑛𝑥

 
2

𝑛3
 𝑒𝑢     ∶  و لدٌنا  

=  
2

𝑛3
 × 0 = 0 

 :نستنتج من هذه النهاٌالت الثلاث ما ٌلً 

lim
𝑥→+∞

𝐼𝑛 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
−𝑥2  𝑒−𝑛𝑥

𝑛
 − lim

𝑥→+∞
 

2𝑥 𝑒−𝑛𝑥

𝑛2
 −

− lim
𝑥→+∞

 
2 𝑒−𝑛𝑥

𝑛3
 +

2

𝑛3
 

= 0 − 0 − 0 +
2

𝑛3
=

2

𝑛3
 

   𝐿 −   
2

𝑝3
 

𝑛

𝑝=1

⟶ 𝑥  تقبل  النهاٌة       𝑓 𝑡  𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡  إذن  الدالة 

   عندما  ٌؤول  𝑥  إلى  ∞+

   . ∗𝑛 𝜖 ℕ   و   +𝑥 𝜖 ℝ  لٌكن  

 𝑓 𝑡  𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝐹 𝑥 −  𝐼𝑝 𝑥 

𝑛

𝑝=1

    ∶  لدٌنا  

lim
𝑥→+∞

  𝑓 𝑡  𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡                                          ∶  إذن  

= lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 − lim
𝑥→+∞

  𝐼𝑝 𝑥 

𝑛

𝑝=1

  

= 𝐿 −   lim
𝑥→+∞

𝐼𝑝 𝑥  

𝑛

𝑝=1

 

=  𝐿 −   
2

𝑝3
 

𝑛

𝑝=1

   𝜖  ℝ 

    
∀𝑛𝜖ℕ∗

∀𝑥𝜖ℝ+   ;   0 ≤  𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
𝛼 2 − 𝛼 

𝑛
 ∶   لدٌنا  

𝑂𝑛  𝑓𝑎𝑖𝑡  𝑡𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒  𝑥  𝑣𝑒𝑟𝑠  + ∞  𝑂𝑛  𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 

   lim
𝑥→+∞

 0 ≤ lim
𝑥→+∞

  𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ lim
𝑥→+∞

𝛼 2 − 𝛼 

𝑛
  

   ⟹    0 ≤ 𝐿𝑛 ≤
𝛼 2 − 𝛼 

𝑛
  

 . عددا حقٌقٌا موجبا 𝑥و .  عددا صحٌحا طبٌعٌا ؼٌر منعدم 𝑛لٌكن 
   :  أ   𝐼𝑉   1 سوؾ نستعمل فً الجواب نتٌجة السؤال  

 :     نجد 𝑡2نضرب طرفً هذه المتساوٌة فً العدد 

1

𝑒𝑡 − 1
=

𝑒−𝑛𝑡

𝑒𝑡 − 1
+  𝑒−𝑝𝑡

𝑛

𝑝=1

   ;   𝑡 ≥ 0 

𝑡2

𝑒𝑡 − 1
=

𝑡2𝑒−𝑛𝑡

𝑒𝑡 − 1
+ 𝑡2  𝑒−𝑝𝑡

𝑛

𝑝=1

   ;   𝑡 ≥ 0 

∫ثم نُدخل التكامل  𝑑𝑡
𝑥

0
0 على هاتٌن الدالتٌن المتصلتٌن حٌث  ≤ 𝑥.  

  
𝑡2

𝑒𝑡 − 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =   
𝑡2𝑒−𝑛𝑡

𝑒𝑡 − 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 +  𝑡2  𝑒−𝑝𝑡

𝑛

𝑝=1

𝑥

0

𝑑𝑡 

⟹   𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 +    𝑡2𝑒−𝑝𝑡  
𝑥

0

𝑑𝑡

𝑛

𝑝=1

 

⟹   𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 +  𝐼𝑝 𝑥 

𝑛

𝑝=1

 

⟹    𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝐹 𝑥 −  𝐼𝑝 𝑥 

𝑛

𝑝=1

 

 𝑓 𝑡  𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝐹 𝑥 −  𝐼𝑝 𝑥 

𝑛

𝑝=1

                             ∶  لدٌنا  

⟹   lim
𝑥→+∞

  𝑓 𝑡  𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡     

= lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 − lim
𝑥→+∞

  𝐼𝑝 𝑥 

𝑛

𝑝=1

  

⟹    𝐿𝑛 = 𝐿 −   
2

𝑝3
 

𝑛

𝑝=1

 ⟹    𝐿 − 𝐿𝑛 =   
2

𝑝3
 

𝑛

𝑝=1

 

⟹    𝐿 − 𝐿𝑛 = 2  1 +
1

23
+

1

33
+ ⋯ +

1

𝑛3
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𝐈𝐕 ه

 ـ
 التمرين الرابع  2

  .0  مصؽورة بالعدد ∗𝐿𝑛 𝑛𝜖ℕ نستنتج أن المتتالٌة  

 .  متتالٌة تناقصٌة ∗𝐿𝑛 𝑛𝜖ℕ لنبٌن الآن أن  

𝐿𝑛+1 − 𝐿𝑛 = lim
𝑥→+∞

  𝑓 𝑡 𝑒− 𝑛+1 𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 − lim
𝑥→+∞

  𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡  

= lim
𝑥→+∞

  𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑡  𝑒−𝑡 − 1 
𝑥

0

𝑑𝑡  

 .  تناقصٌة و مصؽورة فهً متقاربة ∗𝐿𝑛 𝑛𝜖ℕ بما أن  

𝑡 ≥ 0   ⟹   −𝑡 ≤ 0                                                         ∶  لدٌنا   
⟹   𝑒−𝑡 ≤ 1 
⟹   𝑒−𝑡 − 1 ≤ 0 

⟹   𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑡 𝑒−𝑡 − 1 ≤ 0  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓 𝑡 ≥ 0 

⟹    𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑡 𝑒−𝑡 − 1 
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 0  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑥 ≥ 0 

⟹   lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑡 𝑒−𝑡 − 1 
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 0  

⟹   𝐿𝑛+1 − 𝐿𝑛 ≤ 0  

⟹   𝐿𝑛+1 ≤ 𝐿𝑛   

⟹     𝐿𝑛 𝑛𝜖ℕ∗   𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒  ↘  

  متقاربة و سوؾ نحسب نهاٌتها ∗𝐿𝑛 𝑛𝜖ℕ فً البداٌة رأٌنا أن المتتالٌة  

 .(التعوٌض  )بالطرٌقة المباشرة 

lim
𝑛∞

 𝐿𝑛 = lim
𝑛∞

 lim
𝑥→+∞

  𝑓 𝑡 𝑒−𝑛𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡   

= lim
𝑛∞

   𝑓 𝑡 × 0 
𝑥

0

𝑑𝑡   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑒−𝑛𝑡 → 0 

 = lim
𝑛∞

  0

𝑥

0

𝑑𝑡 = lim
𝑛∞

0 = 0 

𝐿    :    و رأٌنا كذلك أن   − 𝐿𝑛 = 2  1 +
1

23
+

1

33
+ ⋯ +

1

𝑛3
  

  ⟹    𝐿 − 𝐿𝑛 = 2 𝑢𝑛  

  ⟹    𝑢𝑛 =
𝐿

2
−

𝐿𝑛

2
 

 .  متقاربة ∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ   متقاربة فإن  ∗𝐿𝑛 𝑛𝜖ℕ بما أن  

  lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = lim
𝑛∞

 
𝐿

2
−

𝐿𝑛

2
 =

𝐿

2
−

1

2
 lim

𝑛∞
𝐿𝑛  

=
𝐿

2
−

1

2
× 0 =

𝐿

2
= 𝐿′ 
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 التمرين الأول  1  

 

𝐴2 =  
2 0

−1 1
 ×  

2 0
−1 1

 =  
4 0

−3 1
    ∶  لدٌنا  

 التمرين الأول  2 أ 

𝐴2:  نستنتج إذن أن  − 3𝐴 + 2𝐼 = 𝒪   

:  ٌعنً 
−1

2
𝐴2 +

3

2
𝐴 − 𝐼 = 𝒪 .   ًٌعن  :𝐴 ×  

−1

2
𝐴 +

3

2
𝐼 = 𝐼   

 
 

 :  ٌعنً :  و كذلك 
−1

2
𝐴 +

3

2
𝐼 × 𝐴 = 𝐼   

   
     ×, ℳ2 ℝ  قابلة للقلب فً  𝐴و بالتالً المصفوفة 

 و مقلوبها هو المصفوفة  
−1

2
𝐴 +

3

2
𝐼 .   

 أو بتعبٌر آخر المصفوفة  
2 0

−1 1
   ×, ℳ2 ℝ   قابلة للقلب فً   

 و مقلوبها هو المصفوفة  

1

2
0

1

2
1
 .   

 التمرين الأول  2 ب 

 التمرين الأول  2 ج 

 التمرين الأول  3 أ 

  .𝑎  و هو العدد الحقٌقً ∗ℝإذن المعادلة تقبل حلا وحٌدا فً  
, 𝑀 𝑎  𝜖 𝐸 ∀ :  أو بتعبٌر آخر   ∃!  𝑥 𝜖 ℝ∗   ;   𝑓 𝑥 = 𝑀 𝑎   

   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تقابل من  𝑓و هذا ٌعنً أن  .
   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل تقابلً من  𝑓 : الخلاصة

 التمرين الأول  3 ب 

نعلم أن التشاكل التقابلً ٌحافظ على البنٌة الجبرٌة لمجموعة الإنطلاق 
ٌُحولها إلى مجموعة الوصول   .و 

   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل من  𝑓بما أن 

 هً الزمرة التبادلٌة  𝑓  بالتشاكل  ×,∗ℝ فإن صورة الزمرة التبادلٌة  

 𝑓 ℝ∗ ,×     و بما أن𝑓  تقابل من ℝ∗  فإن   .       نحو  :𝑓 ℝ∗ = 𝐸.   
    ×,𝐸  هً الزمرة التبادلٌة  𝑓  بالتشاكل التقابلً  ×,∗ℝ إذن صورة الزمرة التبادلٌة  

   . ×,∗ℝ   نستنتجها من خلال ممٌزات الزمرة  ×,𝐸 ممٌزات الزمرة التبادلٌة  

 هو العدد ×  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالقانون  ×,∗ℝ   بما أن

 و هو  ∗ℝ فً × ٌقبل مماثلا بالقانون ∗ℝ من 𝑥و كل عنصر  . 1الحقٌقً 
1

𝑥
   

 هً المصفوفة  ×  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالقانون  ×,𝐸   فإن

𝑓 1  .    و لكل مصفوفة 𝑥        من 𝐸 فً × تقبل مماثلا بالقانون 𝐸  

 و هً المصفوفة     
1

𝑥
       . 

 

 

 

𝐽2 = 𝐽 × 𝐽 =  
1 1
1 1

  
1 1
1 1

 =  
2 2
2 2

 = 2𝐽                         

𝐾2 = 𝐾 × 𝐾 =  
1 −1

−1 1
  

1 −1
−1 1

 =  
2 −2

−2 2
 = 2𝐾

𝐽 × 𝐾 =  
1 1
1 1

  
1 −1

−1 1
 =  

0 0
0 0

 = 𝒪                            

𝐾 × 𝐽 =  
1 −1

−1 1
  

1 1
1 1

 =  
0 0
0 0

 = 𝒪                             

  

, 𝑀 𝑎 ∀:  إذن  𝑀 𝑏  𝜖 𝐸  ;   𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏  𝜖 𝐸   
   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐸و هذا ٌعنً أن 

 2  لأنه ٌضم مصفوفات مربعة من الرتبة  ℳ2 ℝ جزء من  𝐸فً البداٌة نلاحظ أن 
  .𝐸  مصفوفتٌن من  𝑀 𝑏  و   𝑀 𝑎لتكن   .

𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏 =  
𝑎

2
 𝐽 +

1

2𝑎
 𝐾 ×  

𝑏

2
 𝐽 +

1

2𝑏
 𝐾  ∶  لدٌنا  

=  
𝑎𝑏

4
 𝐽2 +  

𝑎

4𝑏
 ∙ 𝐽 × 𝐾 +  

𝑏

4𝑎
 ∙ 𝐾 × 𝐽 +  

1

4𝑎𝑏
 𝐾2 

=  
𝑎𝑏

4
  2𝐽 +  

𝑎

4𝑏
 ∙ 𝒪 +  

𝑏

4𝑎
 ∙ 𝒪 +  

1

4𝑎𝑏
  2𝐾  

=  
𝑎𝑏

2
  𝐽 +  

1

2𝑎𝑏
  𝐾 

= 𝑀 𝑎𝑏  𝜖 𝐸   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑎𝑏 𝜖 ℝ∗ 

−3𝐴 + 2𝐼 = −3  
2 0

−1 1
 +  

2 0
0 2

   ∶  و لدٌنا   

=  
−6 0
3 −3

 +  
2 0
0 2

  

=  
−4 0
3 −1

  

𝐴2 − 3𝐴 + 2𝐼 =  
4 0

−3 1
 +  

−4 0
3 −1

  ∶  إذن  

=  
0 0
0 0

 = 𝒪 

 . عددا حقٌقٌا ؼٌر منعدم 𝑎لتكن 

𝑀 𝑎 =
1

2
 

𝑎 +
1

𝑎
𝑎 −

1

𝑎

𝑎 −
1

𝑎
𝑎 +

1

𝑎

                             ∶  لدٌنا   

=
1

2
 
𝑎 𝑎
𝑎 𝑎

 +
1

2
 

1

𝑎

−1

𝑎
−1

𝑎

1

𝑎

  

=
1

2
𝑎  

1 1
1 1

 +
1

2𝑎
 

1 −1
−1 1

  

=  
𝑎

2
  𝐽 +  

1

2𝑎
  𝐾 

 . عددان حقٌقٌان ؼٌر منعدمان 𝑏 و 𝑎لٌكن 
× 𝑀 𝑎:  لدٌنا حسب ما سبق  𝑀 𝑏 = 𝑀 𝑎𝑏    

× 𝑓 𝑎:  ٌعنً  𝑓 𝑏 = 𝑓 𝑎𝑏    
   . ×,𝐸   نحو   ×,∗ℝ  تشاكل من  𝑓و هذا ٌعنً أن 

        ∗ℝ و لنحل فً  𝐸مصفوفة معلومة من          𝑎 لتكن  
= 𝑥 المعادلة   𝑀 𝑎      ذات المجهول 𝑥.  

𝑓 𝑥 = 𝑀 𝑎    ⟺    𝑀 𝑥 = 𝑀 𝑎  

⟺    
1

2
 

𝑥 +
1

𝑥
𝑥 −

1

𝑥

𝑥 −
1

𝑥
𝑥 +

1

𝑥

 =
1

2
 

𝑎 +
1

𝑎
𝑎 −

1

𝑎

𝑎 −
1

𝑎
𝑎 +

1

𝑎

  

⟺     𝑥 = 𝑎 𝜖 ℝ∗  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑀 𝑎  𝜖 𝐸 

= 𝑓 1:  و لدٌنا  𝑀 1 =  
1 0
0 1

 = 𝐼   

𝑓:  و كذلك   
1

𝑥
 = 𝑀  

1

𝑥
 =

1

2
 

𝑥 +
1

𝑥
−𝑥 +

1

𝑥

−𝑥 +
1

𝑥
𝑥 +

1

𝑥

    

=  𝑆𝑦𝑚𝐸 𝑀 𝑎                            : أو بتعبٌر آخر  𝑆𝑦𝑚𝐸 𝑓 𝑎     

= 𝑓 𝑆𝑦𝑚ℝ+ 𝑎   

= 𝑓  
1

𝑎
  = 𝑀  

1

𝑎
  =

1

2
 

𝑎 +
1

𝑎
−𝑎 +

1

𝑎

−𝑎 +
1

𝑎
𝑎 +

1

𝑎

  

𝑀 
𝑓 

𝐸 

𝑀 

𝑀 
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 التمرين الثاني  1  

 .إذن ما افترضناه كان خاطئا 

 التمرين الثاني  2 أ 

,    لٌكن  𝑦   حلا للمعادلة 𝐸  حٌث  𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑑 𝜖 ℕ∗.   
𝑥 بحٌث  ∗ℤ من 𝑏 و 𝑎ٌوجد : إذن حسب الخاصٌة المذكورة  = 𝑎𝑑  

𝑦و   = 𝑏𝑑  و  𝑎 ∧ 𝑏 = 1.   

𝑏2𝑑:  أي  + 𝑎𝑏𝑑 = 31𝑎 − 𝑎2𝑑   

𝑏𝑑 𝑎     ∗ :  أي  + 𝑏 = 𝑎 31 − 𝑎𝑑    

 التمرين الثاني  2 ب 

𝑏𝑑 𝑎:  لدٌنا  + 𝑏 = 𝑎 31 − 𝑎𝑑   و  𝑎 ∧ 𝑏 𝑎 + 𝑏 = 1.   
𝑑 𝑏 𝑎 ٌقسم الجداء  𝑎إذن  + 𝑏    و  𝑎  و  𝑏 𝑎 + 𝑏  أولٌان فٌما بٌنهما  . 

  .𝑑 ٌقسم العدد 𝑎   نستنتج أن العدد           إذن حسب 

 التمرين الثاني  3 أ 

 التمرين الثاني  3 ب 

≤𝑏∆ هو  𝑎شرط وجود العدد  0.   

2 :  ٌعنً  −  3𝑏  2 +  3𝑏 ≥ 0.   
:  ٌعنً 

−2

 3
≤ 𝑏 ≤

2

 3
.   

1,15−:  ٌعنً  ≤ 𝑏 ≤    𝑏 𝜖 ℤ  و  1,15

; 𝜖  −1  موجودا ٌجب أن ٌكون  𝑎إذن لكً ٌكون  0 ; 1      .  
𝑏بما أن   ≠ ٌُصبح 0 ; 𝑏 𝜖  −1:    فإن الشرط السابق  1    

𝑏إذا كان   = 𝑎 𝑎  فإن  1 + 1 = 0.   
𝑎:  و منه  = 𝑎  لأن  1− ≠ 0.   

,𝑎 :  و نحصل بذلك على  𝑏 =  −1 ,1 .   

1𝑑 −1:   نجد  ∗ نُعوض فً الكتابة  + 1 = −1 31 + 𝑑    
31:  أي  + 𝑑 = 𝑑:  أي   . 0 = −31.   

  .    𝜖 ℕ و هذا تناقض لأن  
𝑏إذا كان   = 𝑎 𝑎  فإن  1− − 1 = 0.   

𝑎:  و منه  = 𝑎 لأن   1 ≠ 0.   
,𝑎 :  و نحصل بذلك على  𝑏 =  1, −1 .   
𝑑:   نجد  ∗ نُعوض فً النتٌجة  = 31   

,𝑥 :  و منه  𝑦 =  𝑎𝑑 ; 𝑏𝑑 =  1 × 31 ; −1 × 31 =  31, −31    
𝑐إذن فً حالة   =   و هو الزوج   𝐸   وجدنا حلا واحدا للمعادلة  31

 31 ; 312:  و للتأكد لدٌنا     31−  +  −31 2 − 31 × 31 − 31 × 31 = 0   

 .استعمال البرهان بالخلؾ  : الطريقة الثالثة
𝑎 عددان صحٌحان نسبٌان حٌث  𝑏 و 𝑎لٌكن  ∧ 𝑏 = 1.   

𝑎:  و لٌكن  ∧ 𝑏 𝑎 + 𝑏 = 𝑑 𝜖 ℕ∗.    نفترض أن  :𝑑 ≠ 1.   

𝑎 ∧ 𝑏 𝑎 + 𝑏 = 𝑑   ⟹    𝑑 𝑎    𝑒𝑡   𝑑 𝑏 𝑎 + 𝑏   

⟹    𝑑 𝑎    𝑒𝑡   𝑑  𝑎𝑏 + 𝑏2   

⟹    𝑑 −𝑎𝑏     𝑒𝑡   𝑑 𝑎    𝑒𝑡   𝑑  𝑎𝑏 + 𝑏2   

⟹    𝑑 −𝑎𝑏     𝑒𝑡   𝑑  𝑎𝑏 + 𝑏2     𝑒𝑡  𝑑 𝑎   

⟹    𝑑  −𝑎𝑏 + 𝑎𝑏 + 𝑏2      𝑒𝑡    𝑑 𝑎   
⟹    𝑑 𝑏2     𝑒𝑡    𝑑 𝑎   

⟹    𝑑 𝑏     𝑒𝑡    𝑑 𝑎   
⟹    𝑑  𝑎 ∧ 𝑏    

⟹    𝑑 1    ;   𝑐𝑎𝑟  𝑎 ∧ 𝑏 = 1  
⟹    𝒞𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑑 ≠ 1  𝑝𝑎𝑟  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 

 :      نجد 𝐸  فً  𝑏𝑑  و  𝑎𝑑 على التوالً بـ  𝑦 و 𝑥نعوض 
 𝑎𝑑 2 +  𝑏𝑑 2 +  𝑎𝑑  𝑏𝑑 − 31 𝑎𝑑 = 0 

 :     نحصل على 𝑑و نختزل بالعدد الؽٌر المنعدم 
𝑎2𝑑 + 𝑏2𝑑 − 𝑎𝑏𝑑 − 31𝑎 = 0 

𝑥لدٌنا   ∧ 𝑦 = 𝑑 𝜖 ℕ∗ و  𝑎 ٌقسم 𝑑.  
𝑑  بحٌث  ∗ℕ من  𝑐إذن ٌوجد  = 𝑎𝑐.   

31:  أي  = 𝑎2𝑐 + 𝑎𝑏𝑐 + 𝑐𝑏2   

31:  أي  = 𝑐 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2    

 :     نحصل على  ∗   فً المتساوٌة  𝑎𝑐  بـ  𝑑نُعوض 
𝑎 31 − 𝑎2𝑐 = 𝑏𝑎𝑐 𝑎 + 𝑏  

31  :     نحصل على 𝑎نختزل بالعدد الؽٌر المنعدم  − 𝑎2𝑐 = 𝑏𝑐 𝑎 + 𝑏  

𝒄إذا كان  : الحالة الثانية  = 𝒅 فإن      𝟏 = 𝒂𝒄 = 𝒂.   

   
𝑎2 1:  و لدٌنا  + 𝑏2 + 𝑎𝑏 = 31   

𝑎2    ∎:  أي  + 𝑎𝑏 +  𝑏2 − 31 = 0   
و هذه الكتابة الأخٌرة عبارة عن معادلة من الدرجة الثانٌة بمجهول واحد 

 . إفترضناه معلوما 𝑏 علما أن 𝑎و هو 
=𝑏∆:  لدٌنا  𝑏2 − 4 𝑏2 − 31 = −3𝑏2 + 124   

=   124 −  3𝑏   124 +  3𝑏  

 .من أجل ذلك أقترح ثلاث طرق محتلفة 
 :    استعمال مبدأ خوارزمٌة أقلٌدس التالً  : الطريقة الأولى

𝑎 𝑏
𝑑 𝑐

   ⟹    𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑑 

,𝑚  ∀:  و كذاك الخاصٌة  𝑛  𝜖 ℕ2∗  ;   𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎𝑚 ∧ 𝑏𝑛   

:    لدٌنا 
𝑎𝑏 + 𝑏2 𝑎
𝑎𝑏         𝑏

𝑏2

 

𝑏 𝑎:  إذن  + 𝑏 ∧ 𝑎 = 𝑎 ∧ 𝑏2 = 𝑎 ∧ 𝑏 = 1   

𝑎:  نفترض أن  ∧ 𝑏 = 1   
𝑎:  نستنتج أن  (1)إذن حسب الخاصٌة  ∧  𝑎 + 𝑏 = 1.   
1:  نكتب  (2)و منه حسب الخاصٌة  = 𝑎 ∧  𝑎 + 𝑏 = 𝑎 ∧ 𝑏 𝑎 + 𝑏    

 2     𝑎 ∧ 𝑐 = 1   ⟹    𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 ∧ 𝑏𝑐   ;    ∀𝑏𝜖ℤ∗  

   .ℤاستعمال الخاصٌتٌن التالٌتٌن فً   : الطريقة الثانية

 1    ∀𝑛𝜖ℤ   ;   𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 ∧  𝑏 + 𝑛𝑎  

𝑎:  و بالتالً  ∧ 𝑏 𝑎 + 𝑏 = 𝑑 = 1.   

 .تذكٌر بالخاصٌة التً سوؾ نستعملها فً هذا السؤال 

𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑑   ⟹    ∃  𝑘, 𝑘′  𝜖 ℤ2∗   ;      
𝑎 = 𝑘𝑑      
𝑏 = 𝑘′𝑑    
𝑘 ∧ 𝑘′ = 1

  

𝑘:  نضع  = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎𝑏.   
 أعداد نسبٌة     و   𝑏2  و  𝑎2 عددان صحٌحان نسبٌان فإن  𝑏 و 𝑎بما أن 
 . عدد نسبً 𝑘و منه . كذلك 

𝑐 𝑎2:  و لدٌنا  + 𝑏2 + 𝑎𝑏 = 31:  إذن   . 31 = 𝑘𝑐.   
  .      𝜖 ℕ  و  31 ٌقسم العدد الأولً 𝑐أي أن 
𝑐إذن   = 𝑐  أو  31 = 1.   

𝒄إذا كان  : الحالة الأولى  = 𝟑𝟏.   
𝑑:  فإن  = 𝑎𝑐 = 31𝑎.   
𝑎2 31:  إذن  + 𝑏2 + 𝑎𝑏 = 31   
𝑎2:  أي  + 𝑏2 + 𝑎𝑏 = 1   

,𝑎 هل فِعلا ٌوجد  : ثم نطرح السؤال  𝑏  من  ℤ2∗  حٌث 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎𝑏 = 1   
   .∗ℤ فً  𝑎 عددا معلوما و نبحث عن 𝑏لٌكن 

𝑎2الكتابة   + 𝑎𝑏 + 𝑏2 − 1 =   عبارة عن معادلة من الدرجة الثانٌة 0

𝑏∆:  و لدٌنا  . 𝑎بمُعاملات حقٌقٌة و بمجهول واحد   =  𝑏2 − 4 𝑏2 − 1    
= −3𝑏2 + 4 
= 4 − 3𝑏2 

=  2 −  3𝑏  2 +  3𝑏  

𝑏∆ هو أن ٌكون  𝑎شرط وجود العدد   ≥ 0.   

124  :  ٌعنً  −  3 𝑏   124 +  3 𝑏 ≥ 0.   

 −:  ٌعنً 
124

3
≤ 𝑏 ≤  

124

3
6,42−:  ٌعنً   .  ≤ 𝑏 ≤ 6,42.   

  
; 𝑏 𝜖   −6:  ٌعنً   −5 ;  −3 ;  −2 ;  −1 ; 0 ;  1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6    

. 

𝑥 

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 

𝑐 

𝑎𝑏 

𝑑 

𝑏 
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 التمرين الثالث  1 أ 

 التمرين الثالث  2 أ 

 التمرين الثالث  2 ب 

𝑥:  و نعلم أن  = 𝑎𝑑  و  𝑦 = 𝑏𝑑.   

𝑥:  ٌعنً  = 𝑎2  و  𝑦 = 𝑎𝑏.   

𝑐:  و ذلك لأن  = 1  ⟹   𝑑 = 𝑎𝑐 = 𝑎.   

𝑐نستنتج إذن أنه فً حالة   =  :      فإن 1

 𝑎, 𝑏  𝜖  

 5, −6  ;   1, −6  ;   6, −5  ;   −1, −5  ;   6, −1  
 −5, −1  ;   5, 1  ;   −6, 1  ;   1, 5  ;   −6, 5 

 −5, 6   ;    −1 ,6 
  

 :    نستنج إذن أن 

 :    إذن . نلاحظ أن هناك نسختٌن من كل حل 

  𝐸 نلاحظ أن تعوٌض أي زوج من هذه الأزواج فً المعادلة  : عكسيا
أي أن كل زوج من هذه الأزواج حل . نحصل فً النتٌجة على الصفر 

   . 𝐸 للمعادلة  
 :     أزواج و هً 7  تتكون من ∗ℤ2  فً   𝐸 و بالتالً مجموعة حلول المعادلة  

 𝑥, 𝑦  𝜖  

 25, −30  ;   1, −6  ;   36, −30  ;   1, 5  
 36, −6  ;   25, 5  ;   25, 5  ;   36, −6  

 1, 5   ;    36 , −30   ;  25, −30   ;   1, −6 
  

 𝑥, 𝑦  𝜖  
 25, −30  ;   1, −6  ;   36, −30  ;   1, 5  

 36, −6  ;   25, 5   
  

 𝑆 =   
 25, −30  ;   1, −6  ;   36, −30  ;   1, 5  

 36, −6  ;   25, 5  ;    31, −31  
  

 :    و بالتالً مجموعة حلول المعادلة  هً 

𝑧2:  إذن المعادلة  تُصبح  +  3 + 𝑖 𝑧 + 4 = 𝑧   أو  0 + 2 = 0  

= ∆                         :  لدٌنا  .   3 + 𝑖 2 − 16 = 9 − 1 + 6𝑖 − 16 
= −8 + 6𝑖 = −9 + 6𝑖 + 1 
=  3𝑖 2 + 2 3𝑖  1 + 12 
=  3𝑖 + 1 2 

𝑧3 :    إذن  +  5 + 𝑖 𝑧2 +  10 + 2𝑖 𝑧 + 8 
=  𝑧 + 2  𝑧2 +  3 + 𝑖 𝑧 + 4  

  
𝑧1 =

− 3 + 𝑖 −  3𝑖 + 1 

2
= −2 1 + 𝑖 

𝑧2 =
− 3 + 𝑖 +  3𝑖 + 1 

2
=  1 + 𝑖      

   ∶  إذن  

𝑆 =  −2  ;  −2 1 + 𝑖   ;    𝑖 − 1    

  صورتها بالدوران  𝑀1 𝑧1  نقطة من المستوى العقدي و   𝑀 𝑧لتكن  

  و 𝑀′ 𝑧′   هً صورة  𝑀1 𝑧1  ًبالتحاك  .  

= 𝐹 𝑀                                :   لدٌنا  𝑀′   ⟺     ∘ 𝑟 𝑀 = 𝑀′ 

⟺    𝑟 𝑀  = 𝑀′ 
⟺    𝑀1 = 𝑀′     𝑒𝑡     𝑧1 =  𝑒

𝑖𝜋
4   𝑧 

⟺   𝑧′ =  2 ∙ 𝑧1 =  2 ∙ 𝑒
𝑖𝜋
4 ∙ 𝑧 

=  2 ∙  
 2

2
+ 𝑖 

 2

2
 𝑧 

=  1 + 𝑖 𝑧 

 𝑀′ 𝑀1 𝑀 𝑟  

𝐹 =  ∘ 𝑟 

= 𝐹 𝑀:    إذن  𝑀′   ⟺    𝑧′ =  1 + 𝑖 𝑧 

𝑏بما أن   ≠ 0                                                                                    

; 𝑏 𝜖   −6فإن   −5 ; −3 ; −2 ; −1 ;  1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6  .   

 :     ثم نحلها نجد ∎ فً المعادلة 𝑏نُعوض كل قٌمة لـ 
𝑏إذا كان   = 𝑎  فإن  6− = 𝑎  أو  5 = 1.   

𝑏إذا كان   = 𝑎  فإن  5− = 𝑎  أو  6 = −1.   
𝑏إذا كان   = ∌ 𝑎  فإن  4−  ℤ   
𝑏إذا كان   = ∌ 𝑎  فإن  3−  ℤ   

 
𝑏إذا كان   = ∌ 𝑎  فإن  2−  ℤ   

 
𝑏إذا كان   = 𝑎  فإن  1− = 𝑎  أو  6 = −5.   

𝑏إذا كان   = 𝑎  فإن  1 = 𝑎  أو  5 = −6.   
𝑏إذا كان   = ∌ 𝑎  فإن  2  ℤ   

 
𝑏إذا كان   = ∌ 𝑎  فإن  3  ℤ   

 
𝑏إذا كان   = ∌ 𝑎  فإن  4  ℤ   

 
𝑏إذا كان   = 𝑎  فإن  5 = 𝑎  أو  1 = −6.   
𝑏إذا كان   = 𝑎  فإن  6 = 𝑎  أو  5− = −1.   

𝑎3:   عددا حقٌقٌا بحٌث 𝑎لٌكن  +  5 + 𝑖 𝑎2 +  10 + 2𝑖 𝑎 + 8 = 0   

⟺    𝑎3 + 5𝑎2 + 10𝑎 + 8 + 𝑖 𝑎2 + 2𝑎 = 0 + 𝑖0 

⟺     𝑎
2 + 2𝑎 = 0                      

𝑎3 + 5𝑎2 + 10𝑎 + 8 = 0
  

⟺     
𝑎 𝑎 + 2 = 0                      

𝑎3 + 5𝑎2 + 10𝑎 + 8 = 0
  

⟺     
𝑎 = 0    𝑜𝑢 𝑏𝑖𝑒𝑛    𝑎 = −2 
𝑎3 + 5𝑎2 + 10𝑎 + 8 = 0  

  

⟺     
𝑎 = −2                                          
03 + 5 0 2 + 10 0 + 8 ≠ 0  

  

⟺    𝑎 = −2 

𝑧3:  ننجز القسمة الأقلٌدٌة للحدودٌة  +  5 + 𝑖 𝑧2 +  10 + 2𝑖 𝑧 +   على 8

𝑧 الحدودٌة   +  :     نجد  2

𝑧3 +  5 + 𝑖 𝑧2 +  10 + 2𝑖 𝑧 + 8

𝑧3 + 2𝑧2                                           
 3 + 𝑖 𝑧2 +  10 + 2𝑖 𝑧 + 8

 3 + 𝑖 𝑧2 + 2 3 + 𝑖 𝑧        
4𝑧 + 8
4𝑧 + 8

0

𝑧 + 2                       
𝑧2 +  3 + 𝑖 𝑧 + 4

 

 التمرين الثالث  1 ب 

 𝑟  صورتها بالتحوٌل  𝑀1 𝑧1  نقطة من المستوى العقدي و   𝑀 𝑧لتكن  

. 

 و قٌاس زاوٌته 𝑂 دوران مركزه 𝑟إذن 
𝜋

4
.  

  .  بالتحوٌل  𝑀 𝑧  صورة   𝑀2 𝑧2لتكن  

=  𝑀                                        :   لدٌنا  𝑀2    ⟺    𝑧2 =  2 𝑧 

  .2  و نسبته 𝑂 تحاكً مركزه إذن 

𝑟 𝑀 = 𝑀1    ⟺    𝑧1 =  
 2

2
+ 𝑖 

 2

2
 𝑧    ∶  لدٌنا   

⟺   𝑧1 =  𝑒
𝑖𝜋
4   𝑧 

⟺    𝑧1 − 0 =  𝑒
𝑖𝜋
4    𝑧 − 0  

⟺    𝑧2 − 0 =  2  𝑧 − 0  
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 التمرين الثالث  3 أ 

 التمرين الثالث  3 ب 

 التمرين الثالث  4 أ 

 التمرين الثالث  4 ب 

=  1 + 𝑖 2 𝑧𝐴𝑛−2
 

=  1 + 𝑖 3 𝑧𝐴𝑛−3
 

⋮ ⋮ ⋮ 

=  1 + 𝑖 𝑛  𝑧𝐴0
 

𝓞 

𝓲 

−𝟏 

𝑨𝟎 

𝒊ℝ 

ℝ 
𝑨𝟏 

𝑨𝟐 

𝑨𝟑 𝑨𝟒 

= 𝐹 𝑀                                   : لدٌنا  𝑀′   ⟺     𝑧′ =  1 + 𝑖 𝑧 
⟺    𝑧′ = 𝑧 + 𝑖𝑧 
⟺    𝑧′ − 𝑧 = 𝑖𝑧 

⟺    
𝑧′ − 𝑧

−𝑧
= −𝑖 

⟺    
𝑧′ − 𝑧

0 − 𝑧
= −𝑖  𝜖  𝑖ℝ 

⟺    

 
 
 

 
 

 

 
𝑧′ − 𝑧

0 − 𝑧
 = 1                       

arg  
𝑧′ − 𝑧

0 − 𝑧
 ≡

−𝜋

2
  2𝜋 

  

⟺      

 𝑧𝑀′ − 𝑧𝑀 =  𝑧𝑂 − 𝑧𝑀        

arg  
𝑧𝑀′ − 𝑧𝑀

𝑧𝑂 − 𝑧𝑀
 ≡

−𝜋

2
  2𝜋 

  

⟺      
𝑀𝑀′ = 𝑀𝑂                    

 𝑀𝑂       , 𝑀𝑀′           
               

≡
−𝜋

2
  2𝜋 

  

⟺    
𝑀  ًمثلث  قائم  الزاوٌة  ف  𝑂𝑀𝑀′

𝑀  و  متساوي  الساقٌن  رأسه
 

 .تعليل طريقة الإنشاء 

 :   ٌرتكز تعلٌل هذه الطرٌقة على التكافؤ التالً 

,       𝑀𝑂 :  و كذلك على النتٌجة  𝑀𝑀′           
               

.   

𝐹 𝑀 = 𝑀′   ⟺ 
 𝑂𝑀𝑀′ ًقائم الزاوٌة ف 𝑀    

  .𝑀و متساوي الساقٌن رأسه 

= 𝐹 𝑀:  فً البداٌة نلاحظ أن  𝑀′  ⟺   𝑧′ =  1 + 𝑖 𝑧   
= 𝐹 𝐴𝑛−1                       : إذن  𝐴𝑛   ⟺   𝑧𝐴𝑛

=  1 + 𝑖  𝑧𝐴𝑛−1
  

  مستقٌمٌة إذا وفقط إذا كان العدد  𝐴𝑛 و 𝐴0 و 𝑂تكون النقط 
𝑧𝐴𝑛−𝑧𝑂

𝑧𝐴0
−𝑧𝑂

   عددا حقٌقٌا  

𝐴n  مستقٌمٌة ⟺  𝑂  و  A0  و      
𝑧𝐴𝑛

− 𝑧𝑂

𝑧𝐴0
− 𝑧𝑂

  𝜖 ℝ 

⟺    
𝑧𝐴𝑛

𝑧𝐴0

  𝜖 ℝ 

⟺   
 1 + 𝑖 𝑛   𝑧𝐴0

𝑧𝐴0

 𝜖 ℝ 

⟺    1 + 𝑖 𝑛   𝜖  ℝ   ;    𝑧𝐴0
≠ 0 

⟺     2 𝑒
𝑖𝜋
4  

𝑛

 𝜖 ℝ 

⟺     2
𝑛
2 ∙ 𝑒

𝑖𝑛𝜋
4    𝜖 ℝ 

⟺     
𝑛𝜋

4
 ≡ 0  𝜋  

⟺     
𝑛𝜋

4
= 𝑘𝜋   ;    𝑘𝜖ℕ 

⟺     𝑛 = 4𝑘   ;    𝑘𝜖ℕ 

⟺     𝑛  𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛  𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑒  𝑑𝑒  4  𝑑𝑎𝑛𝑠  ℕ 

  ℕ فً 4 مضاعفا لـ 𝑛 مستقٌمٌة إذا وفقط إذا كان 𝐴𝑛 و 𝐴0 و 𝑂و بالتالً تكون النقط 

   .𝑀 انطلاقا من  ′𝑀طرٌقة هندسٌة لإنشاء 

 :    شكل توضيحي 

𝓞 

 𝓒  

ℝ 

𝒊ℝ 

𝑴 

𝑴′ 

 ∆  

  فً البداٌة نتوفر على النقطتٌن𝑂 و 𝑀.  
  المار من  ∆ نرسم المستقٌم 𝑀  و العمودي على  𝑂𝑀  .  

  التً مركزها   نرسم الدائرة 𝑀     و شعاعها 

   الدائرة 𝒞  فً نقطتٌن  ∆   تقطع المستقٌم  .

  النقطة𝑀′ هً النقطة التً تكون فٌها الزاوٌة  𝑀𝑂       , 𝑀𝑀′           
               

 

. ؼٌر مباشرة 

𝒞 𝒪𝑀 
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 التمرين الرابع  1 أ 

 التمرين الرابع  1 ب 

 التمرين الرابع  2  

 التمرين الرابع  3 أ 

∶  𝑃𝑛 :    التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة     
2𝑛−1

𝑛 !
≤ 1   

𝑛من أجل   = :    لدٌنا 1
21−1

1!
= 1 ≤  .  صحٌحة  𝑃1 إذن العبارة     1

 .  صحٌحة  𝑃𝑛   و نفترض أن  ∗ℕ عنصرا من  𝑛لٌكن 

 التمرين الرابع  3 ب 

  
𝑛 𝜖 ℕ∗               
 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒

   ⟹      
𝑛 > 0     
2𝑛−1

𝑛!
≤ 1

   ∶ لدٌنا     

⟹      

𝑛 ≥ 1     
2𝑛−1

𝑛!
≤ 1

  

⟹      

𝑛 + 1 ≥ 2     
2𝑛−1

𝑛!
≤ 1

  

⟹      

1

𝑛 + 1
≤

1

2
     

2𝑛−1

𝑛!
≤ 1      

  

⟹      

2

𝑛 + 1
≤ 1     

2𝑛−1

𝑛!
≤ 1      

  

⟹     
2

𝑛 + 1
  

2𝑛−1

𝑛!
 ≤ 1 

⟹     
2 𝑛+1 −1

 𝑛 + 1 !
 ≤ 1 

⟹      𝑃𝑛+1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 

 :    و بذلك نحصل على الوضعٌة الترجعٌة التالٌة 

  
 𝑃1   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                        
 𝑃𝑛  ⟹   𝑃𝑛+1   ;    ∀𝑛𝜖ℕ∗ 

  

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن حسب مبدأ الترجع     𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒   

𝑐 − à − 𝑑 ∶    ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    
2𝑛−1

𝑛!
≤ 1 

⟹    𝑥 𝜖  0,1                                              :  لدٌنا     0 ≤ 𝑥 ≤ 1 
⟹   0 ≤  1 − 𝑥 ≤ 1 
⟹   0 ≤  1 − 𝑥 𝑛+1 ≤ 1   ;    ∀𝑛𝜖ℕ∗ 

⟹   0 ≤  1 − 𝑥 𝑛+1 𝑒2𝑥 ≤ 𝑒2𝑥    ;    𝑐𝑎𝑟  𝑒2𝑥 > 0 

⟹    0
1

0

𝑑𝑥 ≤   1 − 𝑥 𝑛+1 𝑒2𝑥
1

0

𝑑𝑥 ≤  𝑒2𝑥
1

0

𝑑𝑥 

   ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    
1

𝑛 + 1
 ≤ 𝐼𝑛 ≤  

𝑒2

𝑛 + 1
      ∗∗  

𝒞𝑜𝑛𝑐𝑙𝑢𝑠𝑖𝑜𝑛 ∶   

𝑐𝑎𝑟  𝑐𝑒𝑠  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑡  0 < 1 

⟹     0 ≤ 𝐼𝑛+1 ≤  
𝑒2𝑥

2
 

0

1

 

⟹     0 ≤ 𝐼𝑛+1 ≤  
𝑒2

2
−

1

2
  

⟹     0 ≤  
𝑛 + 1

2
 𝐼𝑛 −

1

2
≤  

𝑒2

2
−

1

2
     𝑠𝑒𝑙𝑜𝑛   ∗  

⟹     
1

2
≤  

𝑛 + 1

2
 𝐼𝑛 ≤

𝑒2

2
  ;   𝐴𝑗𝑜𝑢𝑡  𝑑𝑒  

1

2
 

⟹      
1

𝑛 + 1
 ≤ 𝐼𝑛 ≤  

𝑒2

𝑛 + 1
     

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  و لدٌنا    2 𝐼𝑛+1 =  𝑛 + 1  𝐼𝑛 − 1   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  إذن    2 𝐼𝑛+1 = 𝑛 𝐼𝑛 + 𝐼𝑛 − 1.   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  أي    𝑛 𝐼𝑛 = 2 𝐼𝑛+1 −  𝐼𝑛 + 1   

lim
𝑛∞

 
1

𝑛 + 1
 = 0 و lim

𝑛∞
 

𝑒2

𝑛 + 1
 = 0  لدٌنا

lim
𝑛∞

 𝑛 𝐼𝑛 = 2 lim
𝑚∞

𝑚=𝑛+1

 𝐼𝑚  − lim
𝑛∞

 𝐼𝑛 + 1 

= 2 × 0 − 0 + 1 = 1 

ٌُصبح  ∗∗ إذن التأطٌر         :   
1

𝑛 + 1
 

     
≤ 𝐼𝑛 ≤  

𝑒2

𝑛 + 1
 

     
    

𝟎 

𝒏∞ 𝒏∞ 

𝟎 

lim :    إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نكتب 
𝑛∞

 𝐼𝑛 = 0 

⟹    ∗ℕ∗.    𝑛𝜖ℕ عنصرا من  𝑛لٌكن     
2𝑛−1

𝑛!
≤ 1 

⟹    2  
2𝑛−1

𝑛!
 𝐼𝑛 ≤ 2 𝐼𝑛  

⟹     
2𝑛

𝑛!
 𝐼𝑛 ≤ 2 𝐼𝑛  

⟹    𝑢𝑛 ≤ 2 𝐼𝑛 ≤ 2  
𝑒2

𝑛 + 1
  

⟹    𝑢𝑛 ≤  
2 𝑒2

𝑛 + 1
   ;    𝑐𝑎𝑟   𝐼𝑛 ≤

𝑒2

𝑛 + 1
 

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    𝑢𝑛 ≤  
2 𝑒2

𝑛 + 1
    ∶  إذن   

 .سوؾ نستعمل فً هذا السؤال تقنٌة المكاملة بالأجزاء   . ∗ℕ عنصرا من  𝑛لٌكن 

𝑛 نضرب الطرفٌن فً   + 𝑛 :    نجد  1 + 1  𝐼𝑛 = 1 + 2 𝐼𝑛+1   

𝐼𝑛+1 2     ∗ :  أي  =  𝑛 + 1  𝐼𝑛 − 1   

𝐼𝑛 =   1 − 𝑥 𝑛     
𝑢′

∙ 𝑒2𝑥 
𝑣

1

0

𝑑𝑥 

=  
− 1 − 𝑥 𝑛+1

𝑛 + 1
𝑒2𝑥 

0

1

+
2

𝑛 + 1
  1 − 𝑥 𝑛+1 ∙ 𝑒2𝑥

1

0

𝑑𝑥 

=
1

𝑛 + 1
+  

2

𝑛 + 1
  𝐼𝑛+1 

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝐼𝑛 =
1

𝑛 + 1
+  

2

𝑛 + 1
  𝐼𝑛+1    ∶  إذن   
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 التمرين الرابع  3 ج 

 التمرين الرابع  4 أ 

 التمرين الرابع  4 ب 

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    𝐼𝑛 ≥
1

𝑛 + 1
> 0   ∶  لدٌنا   

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;     𝑢𝑛 =  
2𝑛

𝑛!
  𝐼𝑛 > 0    ∶  إذن   

 1      ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;     𝑢𝑛 > 0    ∶  أي   

 2      ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;     𝑢𝑛 >
2 𝑒2

𝑛 + 1
    ∶  و نعلم  أن   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀  : نستنتج أن  (2)و  (1)من      0 < 𝑢𝑛 ≤
2 𝑒2

𝑛 + 1
   

lim
𝑛∞

 
2 𝑒2

𝑛 + 1
 = 0  ∶   و لدٌنا  

> 0 :    إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة  𝑢𝑛 ≤  
2 𝑒2

𝑛 + 1
 

     
   

𝟎 

𝒏∞ 𝒏∞ 

𝟎 

lim :    إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 0 

ℕ∗.   𝑢𝑛+1 عنصرا من  𝑛لٌكن  =  
2𝑛+1

 𝑛 + 1 !
  𝐼𝑛+1     ∶  لدٌنا   

=  
2𝑛+1

 𝑛 + 1 !
    

𝑛 + 1

2
 𝐼𝑛 −

1

2
   

=  
2𝑛

𝑛!
  𝐼𝑛 −

2𝑛

 𝑛 + 1 !
 

= 𝑢𝑛 −
2𝑛

 𝑛 + 1 !
 

𝑢1 =  
21

1!
  𝐼1 = 2  

𝑒2

4
−

3

4
 =  

𝑒2

2
−

6

4
  ∶  و منه  

   .𝑢1  ثم  𝐼1لنحسب الآن  
𝐼𝑛 =   1 − 𝑥  𝑒2𝑥

1

0

𝑑𝑥                                                    ∶  لدٌنا   

=  𝑒2𝑥
1

0

𝑑𝑥 −  𝑥 
𝑢

∙ 𝑒2𝑥 
𝑣′

1

0

𝑑𝑥 

=  
𝑒2𝑥

2
 

0

1

−   
𝑥 𝑒2𝑥

2
 

0

1

−
1

2
 𝑒2𝑥

1

0

𝑑𝑥  

=  
𝑒2𝑥

2
 

0

1

−  
𝑥 𝑒2𝑥

2
 

0

1

+
1

2
 
𝑒2𝑥

2
 

0

1

 

=
3

2
 
𝑒2𝑥

2
 

0

1

−  
𝑥 𝑒2𝑥

2
 

0

1

 

=
3

2
 
𝑒2

2
−

1

2
 −

𝑒2

2
 

=
3 𝑒2

4
−

3

4
−

𝑒2

2
 =  

𝑒2

4
−

3

4
  

𝑢𝑛 =
𝑒2

2
−

6

4
−

1

2
  

2𝑘

𝑘!
 

𝑘=𝑛

𝑘=2

                                          ∶  و بالتالً   

=
1

2
 𝑒2 − 3 −   

2𝑘

𝑘!
 

𝑘=𝑛

𝑘=2

  

=
1

2
 𝑒2 − 1 − 2 −   

2𝑘

𝑘!
 

𝑘=𝑛

𝑘=2

  

=
1

2
 𝑒2 −

20

0!
−

21

1!
−   

2𝑘

𝑘!
 

𝑘=𝑛

𝑘=2

  

=
1

2
 𝑒2 −   

2𝑘

𝑘!
 

𝑘=𝑛

𝑘=0

  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗     ;    𝑢𝑛 =
1

2
 𝑒2 −   

2𝑘

𝑘!
 

𝑘=𝑛

𝑘=0

                   ∶  و بالتالً   

⟹       
2𝑘

𝑘!
 

𝑘=𝑛

𝑘=0

=  𝑒2 − 2 𝑢𝑛     

⟹    lim
𝑛∞

   
2𝑘

𝑘!
 

𝑘=𝑛

𝑘=0

  = lim
𝑛∞

 𝑒2 − 2 𝑢𝑛     

⟹    lim
𝑛∞

   
2𝑘

𝑘!
 

𝑘=𝑛

𝑘=0

  = 𝑒2    

 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛 = 𝑢1 +  𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛−1 −  
2𝑝

 𝑝 + 1 !

𝑛−1

𝑝=1

 

⟺    𝑢𝑛 = 𝑢1 −  
2𝑝

 𝑝 + 1 !

𝑛−1

𝑝=1

 

⟺    𝑢𝑛 = 𝑢1 −  
2𝑝+1

2 𝑝 + 1 !

𝑛−1

𝑝=1

 

⟺    𝑢𝑛 = 𝑢1 −
1

2
  

2𝑘

𝑘!
 

𝑛

𝑘=2

   ;     𝑝 + 1 = 𝑘 

 : نجمع هذه المتساوٌات طرفا طرفا نجد 

 ∀𝑚𝜖ℕ∗   ;   𝑢𝑚+1 = 𝑢𝑚 −
2𝑚

 𝑚 + 1 !
  ∶  لدٌنا   

𝑚  :إذن  = 1    ⟹      𝑢2 = 𝑢1 −
21

2!
إذن                 

 𝑚 = 2    ⟹      𝑢3 = 𝑢2 −
22

3!
                        

 𝑚 = 3    ⟹      𝑢4 = 𝑢3 −
23

4!
                       

⋮ ⋮ ⋮

 𝑚 = 𝑛 − 1    ⟹      𝑢𝑛 = 𝑢𝑛−1 −
2𝑛−1

𝑛!
      

 

𝒩𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  𝑜𝑛  é𝑐𝑟𝑖𝑡    
2𝑘

𝑘!
 

∞

𝑘=0

= 𝑒2

𝑒𝑡  𝑣𝑜𝑢𝑠  𝑎𝑢𝑟𝑒𝑧  𝑙′𝑜𝑐𝑐𝑎𝑠𝑖𝑜𝑛  𝑑′é𝑡𝑢𝑑𝑖𝑒𝑟 𝑐𝑒  
𝑔𝑒𝑛𝑟𝑒  𝑑′𝑜𝑏𝑗𝑒𝑡𝑠  𝑚𝑎𝑡é𝑚𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠  𝑞𝑢′𝑜𝑛  𝑎𝑝𝑝𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎 

𝑆é𝑟𝑖𝑒𝑠  𝑛𝑢𝑚é𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠  à  𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒  𝑔é𝑛é𝑟𝑎𝑙  𝑢𝑛

𝑒𝑡  𝑞𝑢′𝑜𝑛  𝑣𝑎  𝑛𝑜𝑡𝑒𝑟   𝑢𝑛

 

lim
𝑛∞

   
2𝑘

𝑘!
 

𝑘=𝑛

𝑘=0

  = 𝑒2                                  ∶     و بالتالً  
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𝑰 الخامسالتمرين  1 ب 

𝑰 الخامس التمرين  1 أ 

𝑰 الخامسالتمرين  1 ج 

𝑰 الخامسالتمرين  2 أ 

𝑰 الخامسالتمرين  2 ب 

,0  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على المجال  𝑔لدٌنا  +∞ .   
,0  تقابل من المجال  𝑔إذن  ,𝑔   0  نحو   ∞+ +∞   .   

𝑔   0, +∞   =  lim
𝑥→+∞

𝑔 𝑥  ;  lim
𝑥→0+

𝑔 𝑥   ∶  و لدٌنا  

lim
𝑥→+∞

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
1

𝑥2
+ 1 − 4 ln 𝑥 = −∞  ∶  و لدٌنا  كذلك  

lim
𝑥→0+

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→0+

 
1

𝑥2
+ 1 − 4 ln 𝑥 = +∞  ∶  و لدٌنا  كذلك  

 متصلة و قابلة للاشتقاق على المجال  𝑔فً البداٌة نلاحظ أن الدالة 
 0,   لأنها عبارة عن مجموع دوال متصلة و قابلة للاشتقاق  ∞+

,0 على   +∞ .   
,0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

𝑥 ∀ :  نلاحظ أن  > 0   ;   𝑔′ 𝑥 < 0   
,0  دالة تناقصٌة قطعا على المجال  𝑔إذن  +∞ .   

𝑔′ 𝑥 =  𝑥−2 ′ −
4

𝑥
= −2 𝑥−3 −

4

𝑥
    ∶  لدٌنا   

=
−2

𝑥3
−

4

𝑥
=

− 4𝑥2 + 2 

𝑥3
 

=
−2

𝑥3
 2𝑥2 + 1 < 0 

,0  تقابل من  𝑔إذن  ℝ  نحو   ∞+ =  −∞ ;  +∞ .   
,0  ٌقبل سابقا وحٌدا من  ℝأي أن كل عنصر من    .𝑔  بالدالة  ∞+

, 𝑦𝜖ℝ∀ :  أي   ∃! 𝑥 𝜖  0, +∞    ∶   𝑔 𝑥 = 𝑦.   

,0  فً المجال  𝛼  فإن الصفر ٌمتلك سابقا وحٌدا 𝜖 ℝ 0بما أن     بالتقابل  ∞+

𝑔   ًٌعن  :  ∃!  𝛼 > 0    ;   𝑔 𝛼 = 0   

= 𝑥 أو بتعبٌر آخر المعادلة   ,0  فً المجال  𝛼 تقبل حلا وحٌدا      0 +∞ .   

1:  لنبٌن الآن أن  < 𝛼 < 2.   
   . 𝑔 2  و   𝑔 1من أجل ذلك نحسب أولا  

1,5−:  نلاحظ أن  < 0 < > 𝑔 2:    أي 2 𝑔 𝛼 < 𝑔 1    

 
 :      نجد ℝ على هذه الأعداد المنتمٌة إلى  𝑔−1نُدخل الدالة التناقصٌة قطعا 

  
𝑔 1 =

1

12
+ 1 − 4 ln 1 = 1 + 1 − 0 = 2

𝑔 2 =
1

22
+ 1 − 4 ln 2 ≈ −1,5                 

  

𝑔−1 𝑔 2  > 𝑔−1 𝑔 𝛼  > 𝑔−1 𝑔 1   

2:  أي  > 𝛼 > 1   

+ℝ عنصرا من المجال  𝑥لٌكن 
∗ =  0,  :      و نَفصل بٌن حالتٌن  ∞+

𝑥 𝜖  0, 𝛼    ⟹    𝑥 ≤ 𝛼 

   ⟹    𝑔 𝑥 ≥ 𝑔 𝛼   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑔  𝑒𝑠𝑡  ↘ 

   ⟹    𝑔 𝑥 ≥ 0    ;   𝑐𝑎𝑟  𝑔 𝛼 = 0 

𝑥 𝜖  𝛼, +∞    ⟹    𝑥 ≥ 𝛼 
⟹    𝑔 𝑥 ≤ 𝑔 𝛼   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑔  𝑒𝑠𝑡  ↘ 

⟹    𝑔 𝑥 ≤ 0    ;   𝑐𝑎𝑟  𝑔 𝛼 = 0 

,𝑥 𝜖  𝛼 ∀:  إذن  +∞    ;    𝑔 𝑥 ≤ 0   

,𝑥 𝜖  0 ∀:   إذن  𝛼    ;   𝑔 𝑥 ≥ 0  

+ℝ دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على  𝑙𝑛و لدٌنا 
∗.   

𝑥و كذلك الدالة   ⟶  1 + 𝑥2 2  قابلة للاشتقاق على  ℝ+
∗  

  .4لأنها حدودٌة من الدرجة 

𝑥 ∀ :  و كذلك  > 0   ;    1 + 𝑥2 2 ≠ 0   

,0  قابلة للاشتقاق على  𝑓إذن الدالة    لأنها عبارة عن خارج  ∞+

,0 دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على    .  و المقام لا ٌنعدم  ∞+

,0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

 ∀ 𝑥 > 0    ;    𝑓 𝑥 =
ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
    ∶  لدٌنا   

𝑓 ′ 𝑥 =

1
𝑥

 1 + 𝑥2 2 −  2 1 + 𝑥2  2𝑥  ln 𝑥

 1 + 𝑥2 4
 

=

1
𝑥

 1 + 𝑥2 − 4𝑥 ln 𝑥

 1 + 𝑥2 3
 

=

1
𝑥

+ 𝑥 − 4𝑥 ln 𝑥

 1 + 𝑥2 3
 

=
𝑥  

1
𝑥2 + 1 − 4 ln 𝑥 

 1 + 𝑥2 3
 

=
𝑥 𝑔 𝑥 

 1 + 𝑥2 3
 

 ∀ 𝑥 > 0    ;    𝑓 ′ 𝑥 =
𝑥 𝑔 𝑥 

 1 + 𝑥2 3
    ∶  إذن    

,0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

𝑓إذن إشارة   ′(𝑥)  متعلقة فقط بإشارة  𝑔 𝑥   0   على المجال, +∞ .   

   .∞+  و  +0 عند  𝑓لنحسب الأن نهاٌتً 

 ∀ 𝑥 > 0    ;    𝑓′ 𝑥 =
𝑥 𝑔 𝑥 

 1 + 𝑥2 3
    ∶  لدٌنا   

 ∀ 𝑥 > 0    ;     
𝑥 

 1 + 𝑥2 3
> 0     ∶  نلاحظ أن   

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
    ∶  لدٌنا    

= lim
𝑥→+∞

 
ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
 ×

𝑥

𝑥
 

= lim
𝑥→+∞

 
ln 𝑥

𝑥
 ×  

𝑥

 1 + 𝑥2 2
  

= 0 × 0 = 0 

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
    ∶  و لدٌنا    

= lim
𝑥→0+

 
1

 1 + 𝑥2 2
 × ln 𝑥 

= 1 ×  −∞ = −∞ 

𝑓 𝛼 =
1

4𝛼2 1 + 𝛼2 
    ∶  لنبٌن  الآن  أن   

𝑔 𝛼 = 0    ⟺     
1

𝛼2
+ 1 − 4 ln 𝑥 = 0    ∶  لدٌنا   

⟺    
1 + 𝛼2

𝛼2
= 4 ln 𝛼 

⟺    
1 + 𝛼2

4 𝛼2
= ln 𝛼 

𝑔 
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𝑰 الخامسالتمرين  3 أ 

𝑰 الخامسالتمرين  3 ب 

𝑥 ∀ :  لنبٌن أن  > 0    ;   ln 𝑥 ≤ 𝑥 − 1   

,0 من أجل ذلك نعتبر الدالة العددٌة  المعرفة على         d:   بما ٌلً  ∞+

                                                                  𝜑 𝑥 = ln 𝑥 − 𝑥 + 1   

 𝜑  0  دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على المجال,   لأنها مجموع  ∞+

,0 دوال متصلة و قابلة للاشتقاق على المجال   +∞ .   

𝑰 الخامسالتمرين  3 ج 

𝑰 الخامسالتمرين  3 د 

𝑰  4  الخامسالتمرين 

⟺    𝑓 𝑥 −
1

4
 𝑥 − 1 ≤  𝑥 − 1  

4 −  1 + 𝑥2 2

 1 + 𝑥2 2
  

 :     كما ٌلً 𝜑إذن جدول تؽٌرات الدالة 

 1 تقبل مطرافا عند النقطة ذات الأفصول 𝜑من خلال هذا الجدول نلاحظ أن 
  تنعدم فً  𝜑′ 𝑥و ذلك لأن   . 0و هذا المطراؾ عبارة عن قٌمة قصوٌة 

 . و تتؽٌر إشارتها بجوار تلك النقطة 1
,𝑥 𝜖  0 ∀  :  إذن  +∞     ;   𝜑 𝑥 ≤ 0   
,𝑥 𝜖  0 ∀  :  أي  +∞     ;  ln 𝑥 − 𝑥 + 1 ≤ 0   
𝑥 ∀  :  أي  > 0    ;    ln 𝑥 ≤ 𝑥 − 1   

𝒙 1 

0 

0 

𝜑 

+ 𝜑′(𝑥) 0 − 

+∞ 

−∞ −∞  

 𝓒  

 𝑻  

𝟏 

 :من هذه النتائج نستنتج جدول تؽٌرات الدالة  كما ٌلً 

𝛼 

𝑓 𝛼  

0 

𝑓 

+ 

𝑓′(𝑥) 

0 

− 

+∞ 

−∞ 

0 

𝒙 

𝑔(𝑥) 

+ − 0 

𝑓 𝛼 =
ln 𝛼

 1 + 𝛼2 2
=  ln 𝛼  

1

 1 + 𝛼2 2
     ∶  إذن    

=  
1 + 𝛼2

4 𝛼2
  

1

 1 + 𝛼2 2
 =

1

4 𝛼2 1 + 𝛼2 
 

  .1  فً النقطة ذات الأفصول  𝒞  المماس للمنحنى   𝑇 لٌكن 
∶  𝑇 :  إذن    𝑦 = 𝑓 ′ 1  𝑥 − 1 + 𝑓 1    

∶  𝑦 :  إذن    𝑦 =
1

4
 𝑥 − 1    

𝑓 ′ 1 =
1 𝑔 1 

 1 + 12 3
=

2

8
=

1

4
 ∶  و لدٌنا  

𝑓 1 =
ln 1

 1 + 12 2
= 0    ∶  و كذلك  

ln:  لدٌنا .  عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑥لٌكن  𝑥 ≤ 𝑥 − 1   

   
نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد الموجب  

1

 1+𝑥2 2   

ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
≤

𝑥 − 1

 1 + 𝑥2 2
                                         ∶  نحصل  على  

⟺    
ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
−

1

4
 𝑥 − 1 ≤

𝑥 − 1

 1 + 𝑥2 2
−

1

4
 𝑥 − 1  

⟺    
ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
−

1

4
 𝑥 − 1 ≤  𝑥 − 1  

1

 1 + 𝑥2 2
−

1

4
  

𝑥:  إذا كان  = = 𝜑′ 𝑥:  فإن   . 1 0.   

= 𝜑 1:  و لدٌنا  0   

 ∀ 𝑥 > 0   ;   𝜑′ 𝑥 =
1

𝑥
− 1 =

1 − 𝑥

𝑥
  ∶  و لدٌنا   

𝑥:  إذا كان  > > 𝜑′ 𝑥:  فإن   . 1 0.   

𝑥:  إذا كان  < < 𝜑′ 𝑥:  فإن   . 1 0.   

lim
𝑥→0+

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→0+

 ln 𝑥 − 𝑥 + 1 = −∞   ∶  و كذلك   

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 ln 𝑥 − 𝑥 + 1    ∶  و كذلك   

= lim
𝑥→+∞

𝑥  
ln 𝑥

𝑥
− 1 +

1

𝑥
  

=  +∞  0 − 1 + 0 = −∞ 

           𝑇   و المماس   𝒞 لدراسة الوضع النسبً للمنحنى  

− 𝑓 𝑥ندرس إشارة الفرق  
1

4
 𝑥 − 1 .   

 𝑓 𝑥 −
1

4
 𝑥 − 1 =  𝑥 − 1  

4 −  1 + 𝑥2 2

 1 + 𝑥2 2
  

=
 𝑥 − 1  2 − 1 − 𝑥2  2 + 1 + 𝑥2 

4 1 + 𝑥2 2
 

=
 𝑥 − 1  1 − 𝑥2  3 + 𝑥2 

4 1 + 𝑥2 2
 

=
− 𝑥 − 1  𝑥 − 1  1 + 𝑥  3 + 𝑥2 

4 1 + 𝑥2 2
 

=
− 𝑥 − 1 2 1 + 𝑥  3 + 𝑥2 

4 1 + 𝑥2 2
< 0 

𝑥∀  :    لأنه نلاحظ أن  > 0   ;   

 
 

 
 𝑥 − 1 2 > 0
 1 + 𝑥 > 0

 3 + 𝑥2 > 0

4 1 + 𝑥2 2 > 0

  

 .و هذا ٌعنً أنه على المجال    المنحنى    ٌوجد دائما أسفل المماس  

𝑥∀  :    إذن  > 0   ;   𝑓 𝑥 −
1

4
 𝑥 − 1 < 0 

𝑥∀  :    أي  > 0   ;   𝑓 𝑥 <
1

4
 𝑥 − 1  
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𝐈𝐈  1  الخامسالتمرين 

𝐈𝐈  2  الخامسالتمرين 

أسهل طرٌقة للإجابة على هذا السؤال هً أن نشتق الطرؾ الأٌمن 
   .𝐹′(𝑥)و نبٌن أنه ٌساوي بالضبط  

,0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  3 أ 

𝐈𝐈 الخامسالتمرين  3 ب 

1

2
 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

𝑥
 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  

′

+  
𝑥 ln 𝑥

1 + 𝑥2
 
′

 

=
1

2
 

−1
𝑥2

1 +  1
𝑥
 

2 −
1

1 + 𝑥2
 +

 𝑥 ln 𝑥 ′ 1 + 𝑥2 − 2𝑥 𝑥 ln 𝑥 

 1 + 𝑥2 2
 

=
1

2
 

−𝑥2

𝑥2 𝑥2 + 1 
−

1

1 + 𝑥2
 +

 1 + ln 𝑥  1 + 𝑥2 − 2𝑥2 ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
 

=
1

2
 

−1

𝑥2 + 1
−

1

1 + 𝑥2
 +

ln 𝑥 − 𝑥2 ln 𝑥 + 𝑥2 + 1

 1 + 𝑥2 2
 

=
1

2
 

−1

𝑥2 + 1
−

1

1 + 𝑥2
 +

 1 − 𝑥2 ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
+

1

1 + 𝑥2
 

=
−1

1 + 𝑥2
+

 1 − 𝑥2 ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
+

1

1 + 𝑥2
 

=
 1 − 𝑥2 ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
= 𝐹′ (𝑥) 

𝐹′ 𝑥 =  
1

2
 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

𝑥
 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  +

𝑥 ln 𝑥

1 + 𝑥2
 

′

 ∶  نستنتج أن  

 ∀ 𝑥 > 0    ;    𝐹′ 𝑥 =
 1 − 𝑥  1 + 𝑥 ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
   ∶  لدٌنا  

 :    كما ٌلً 𝐹نستنتج إذن جدول تؽٌرات الدالة 

𝝅

𝟒
 

𝑭′(𝒙) 

𝐥𝐧 𝒙 

0 +∞ 𝒙 

𝟏 − 𝒙 

𝑭 

1 

−𝝅

𝟒
 

− + 

+ − 

− − 

0 

0 

0 

0 

 𝐼 عنصرا من 𝑎 و كان 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت  : تذكير

 فإن الدالة    

  .𝑎و التً تنعدم فً  . 𝐼 على المجال 𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة 

,0  متصلة على المجال  𝑓لدٌنا  ,0  عنصرا من  𝑎  و لٌكن  ∞+ +∞    

إذن الدالة  
𝜓 ∶    0, +∞ ⟶ ℝ                                       

𝑥 ⟶  ∫ 𝑓 𝑡 
𝑥

𝑎
𝑑𝑡

  هً الدالة 

,0  على المجال  𝑓الأصلٌة الوحٌدة للدالة    .𝑎  و التً تنعدم فً  ∞+

= 𝜓 𝑎:  ٌعنً  ,𝑥 𝜖  0 ∀  و  0 +∞   ;   𝜓′ 𝑥 = 𝑓(𝑥)   

𝐹 ∶   𝐼  ⟶   ℝ                         

𝑥  ⟶    𝑓 𝑡 
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

 ∀ 𝑥 > 0   ;     𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑡 
𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡                                   ∶  لدٌنا   

=  𝑓 𝑡 
𝑎

1
𝑥

𝑑𝑡 +  𝑓 𝑥 
𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

= − 𝑓 𝑡 

1
𝑥

𝑎

𝑑𝑡 +  𝑓 𝑥 
𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

= −𝜓  
1

𝑥
 + 𝜓 𝑥  

𝑥لدٌنا   ⟶
1

𝑥
∗ℝ  قابلة للاشتقاق على  

∗ℝ قابلة للاشتقاق على  𝜓  و +
+  

∗𝜓 ℝو  
+ ⊆ ℝ∗

𝑥إذن الدالة    . + ⟶ 𝜓  
1

𝑥
∗ℝ  قابلة للاشتقاق على  

+ 

= 𝑥 و منه الدالة   . −𝜓  
1

𝑥
 + 𝜓 𝑥   قابلة للاشتقاق على  ℝ∗

+ .  

∗ℝلأنها عبارة عن مجموع دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على  
+.   

,0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

= 𝐹′ 𝑥:  لدٌنا   𝜓 𝑥 − 𝜓  
1

𝑥
  

′

= 𝜓′ 𝑥 −  𝜓  
1

𝑥
  

′

    

= 𝜓′ 𝑥 −  
1

𝑥
 
′

𝜓′  
1

𝑥
  

= 𝑓 𝑥 +
1

𝑥2
 𝑓  

1

𝑥
  

=
ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
+

1

𝑥2
 

ln 1
𝑥
 

 1 +  1
𝑥
 

2
 

2  

=
ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
+

1

𝑥2
 − ln 𝑥  

 𝑥2 2

 1 + 𝑥2 2
  

=
ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
−

𝑥2 ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
 

=
 1 − 𝑥2 ln 𝑥

 1 + 𝑥2 2
 

𝐹 𝑥 =
1

2
 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

𝑥
 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  +

𝑥 ln 𝑥

1 + 𝑥2
   ∶   إذن  

 تذكٌر بنهاٌات الدالة    

 
 
 

 
 

 

lim
𝑥→0

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 0     

lim
𝑥→+∞

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 =
𝜋

2
  

lim
𝑥→−∞

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 =
−𝜋

2

  

lim
𝑥→0+

𝐹 𝑥 = lim
𝑥→0+

1

2
 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

𝑥
 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  +

+ lim
𝑥→0+

 
𝑥 ln 𝑥

1 + 𝑥2
  =

1

2
 
𝜋

2
− 0 +  

0

1 + 0
  

=
𝜋

4
 

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = lim
𝑥→+∞

1

2
 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

𝑥
 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  +

+ lim
𝑥→+∞

 
𝑥 ln 𝑥

1 + 𝑥2
  

=
1

2
 0 −

𝜋

2
 + lim

𝑥→+∞
 

ln 𝑥
𝑥

1
𝑥2 + 1

  

=
1

2
 0 −

𝜋

2
 +

0

0 + 1
=

−𝜋

4
 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 
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 التمرين الأول  1  

 

 التمرين الأول  2 أ 

 .الخاصٌة التً سوؾ نستعملها فً الجواب هً الآتٌة 
 فإنه ٌوجد عدد أولً 2 عددا صحٌحا طبٌعٌا ؼٌر أولً و أكبر من 𝑛إذا كان 

2و حٌث  . 𝑛 ٌقسم 𝑝موجب  ≤ 𝑛  

إذا كانت جمٌع الأعداد الأولٌة التً مربعاتها أصؽر من أو : أو بتعبٌر آخر 

 . عدد أولً 𝑛 فإن 𝑛 لا تقسم 𝑛تساوي 

لدٌنا جمٌع الأعداد التً مربعاتها أصؽر من أو تساوي : فً هذا السؤال 

    37 و 31 و 29 و 23 و 17 و 13 و 11 و 7 و 5 و 3 و 2 هً 2003

 و نلاحظ باستعمال الآلة الحاسبة أنه لا أحد من هذه الأعداد 43 و 41و 

 . عدد أولً 2003 إذن العدد 2003ٌقسم 

 التمرين الأول  2 ب 

 التمرين الأول  2 ج 

∶   𝐸 :   المعادلة ℤ2لنحل فً    123𝑥 + 2003𝑦 = 1.   
2003فً البداٌة ٌجب تحدٌد   ∧ 123.   

  .123 عدد أولً و أكبر من 2003و هذا سهل فً هذه الحالة لأن 
2003:  إذن  ∧ 123 = 1   

  .ℤ2 قابلة للحل فً  𝐸 و منه نستنتج أن المعادلة 
   . 𝐸 نحتاج الآن إلى إٌجاد حل خاص للمعادلة  

 .و ذلك بالإستعانة بالقسمات المتتالٌة فً خوارزمٌة أقلٌدس

2003 123
35 16

    ⟹     35 = 2003 − 16 × 123       1  

123 35
18 3

    ⟹     18 = 123 − 3 × 35      2  

35 18
17 1

    ⟹     17 = 35 − 18      3  

18 17
1 1

    ⟹     1 = 18 − 17      4  

17 1
0 17

    ⟹     𝑦𝑜𝑢′𝑟𝑒 𝑔𝑜𝑛𝑛𝑎  𝑠𝑡𝑜𝑝  𝑟𝑖𝑔𝑡  𝑛𝑜𝑤 

1                                         :  لدٌنا  = 18 − 17  ;    𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  4  
= 18 −  35 − 18    ;    𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  3  
= 2 × 18 − 35  ;   𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 
= 2 123 − 3 × 35 − 35  ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  2  
= 2 × 123 − 7 × 35  ;   𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 
= 2 × 123 − 7 2003 − 16 × 123   ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  1  
= 114 × 123 − 7 × 2003   ;   𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 
= 123 114 + 2003 −7 = 1   ;    𝐵𝑖𝑛𝑔𝑜‼! 

 :    ننجز عملٌة الطرح بٌن هاتٌن المتساوٌتٌن فنحصل على 

𝑦 2003 ٌقسم الجداء  123و نستنتج من هذه الكتابة أن  + 7 .   

2003:  و بما أن  ∧ 123 = 1   

𝑦  ٌقسم العامل  123  نستنتج أن العدد          فإنه حسب   + 7 .   

𝑦 حٌث  ℤ من 𝑘و ٌوجد بذلك  + 7 = 123.   

123 𝑥 − 114 + 2003 𝑦 + 7 = 0 

 :    التً تُصبح 
  

123𝑥 + 2003𝑦 = 1              

123 114 + 2003 −7 = 1
  

𝑦 2003     ∗ :  أي  + 7 = 123 114 − 𝑥    

;   𝑘𝜖ℤ∃ :  أي    𝑦 = 123𝑘 − 7   
123𝑘  بـ  𝑦نعوض  −  :     نجد  ∗   فً النتٌجة  7

𝑥:  أي  = −2003𝑘 + 114   
,𝑥 و بذلك نستنتج أنه إذا كان   𝑦  حلا للمعادلة   𝐸 .  

 :فإنه بالضرورة سوؾ ٌكون مكتوبا على الشكل 

,𝑥 لنبٌن الآن أن جمٌع الأزواج   𝑦   من  ℤ2 المكتوبة على شكل    :
 −2003𝑘 + 114  ;  123𝑘 −    . 𝐸   هً حلول للمعادلة   7

2003𝑘− 123                  :  لدٌنا  + 114 + 2003 123𝑘 − 7  

2003 123𝑘 = 123 114 − 𝑥  

 −2003𝑘 + 114  ;   123𝑘 − 7   ;   𝑘𝜖ℤ 

= −246369𝑘 + 14022 + 24636𝑘 − 14021 
= 14022 − 14021 

= 1 

𝑥 عددا نسبٌا حٌث  𝑥لٌكن  ≡ 456𝑘0  2003 .   

456:  نلاحظ أن  = 4 × 114 = 4𝑘0.   

𝑥:  إذن  ≡ 4 𝑘0
2  2003 .   

 :     نجد 123نضرب طرفً هذه المتوافقة فً العدد 

123𝑘0:  من جهة أخرى لدٌنا  ≡ 1  2003 .   

 :     نحصل على 4𝑘0نضرب طرفً هذه المتوافقة فً 

 (لأنها علاقة تكافؤ )مُتعدٌة " ٌوفق بتردٌد " و نعلم أن علاقة 
123𝑥:  نستنتج أن  (2)و  (1)إذن من  ≡ 4𝑘0  2003    

4𝑘0:  و بما أن  = 4 × 114 = 456   
123𝑥:  فإن  ≡ 456  2003    

   𝑥 𝜖 ℤ :  و بذلك نكون قد بٌنا الإستلزام التالً 

 1     123𝑥 ≡ 123 ∙ 4 ∙ 𝑘0
2  2003  

𝑥 ≡ 456𝑘0  2003   ⟹   123𝑥 ≡ 456  2003      ∗  

 2     123 ∙ 4 ∙ 𝑘0
2 ≡ 4𝑘0  2003  

,114 و هذا ٌعنً أن الزوج     . 𝐸   حل خاص للمعادلة  7−
,𝑥 لٌكن  𝑦  الحل العام للمعادلة  𝐸 .  

   .و ننطلق من النظمة التالٌة 
 𝑥, 𝑦   𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒   𝐸         
 114, −7   𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒   𝐸 

  

123𝑥     3  حٌث   𝑥 𝜖 ℤمن أجل الإستلزام الآخر نعتبر  ≡ 456  2003    

123𝑘0:  لدٌنا  ≡ 1  2003    
456نضرب طرفً هذه المتوافقة فً   = 4𝑘0 نجد      : 

 (لأنها علاقة تكافؤ  ).متعدٌة " ٌوافق بتردٌد " و نعلم أن علاقة 

 2003 لأنه أولً مع 123و فً هذه المتوافقة نستطٌع أن نختزل بالعدد 

 ( 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠مبرهنة  ): و ذلك حسب 

 4      4 ∙ 123 ∙ 𝑘0
2 ≡ 456  2003  

123 :    نستنتج أن  (4)و  (3)إذن من  ≡ 123 ∙ 4 ∙ 𝑘0
2  2003  

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 

                                   مكتوب على شكلℤ2إذن كل زوج من  
 −2003𝑘 + 114  ;  123𝑘 −    . 𝐸   هو حل للمعادلة  𝑘𝜖ℤ  حٌث   7

 :      معرفة بإدراك بما ٌلً  𝐸  مجموعة حلول المعادلة 𝑆 : خلاصة
𝑆 =    −2003𝑘 + 114  ;   123𝑘 − 7   ;   𝑘𝜖ℤ   

𝑘  123 عددا صحٌحا حٌث  0لٌكن𝑘0 ≡ 1  2003 .   
123𝑘0  ٌقسم العدد  2003إذن نستنتج أن  − 1 .   

123𝑘0 حٌث  ℤ من ′𝑘ٌوجد إذن  − 1 = 2003𝑘′.   

123𝑘0:  أي  − 2003𝑘′ = 1.   
123𝑘0:  أي  + 2003𝑘1 = 𝑘1  مع  1 = −𝑘′.   

𝑘0 و هذا ٌعنً أن الزوج   , 𝑘1  حل للمعادلة   𝐸 .  
ٌُكتب على شكل                                          :هذا الزوج إذن 

 𝑘0 , 𝑘1 =  −2003𝑘 + 114  ;   123𝑘 −    .𝑘𝜖ℤ  حٌث   7

2003𝑘−لكً ٌكون العدد   +  قٌما 𝑘  صحٌحا طبٌعٌا نختار لـ 114

2003𝑘−و أصؽر قٌمة عددٌة موجبة للتعبٌر  . سالبة أو منعدمة  + 114  

𝑘نحصل علٌها عندما نختار   = 0.   

𝑘إذن إذا كان   = 𝑘0  فإن  0 = 114.   



 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+ أجوبة امتحان مدينة  إنزكـــــــــــــــــــان  𝟑𝟐𝟐 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 التمرين الأول  2 د 

ه 

 ـ
 التمرين الأول  2

 التمرين الأول  3 أ 

  .𝑎 بدلالة 𝑚سوؾ نستعمل الصٌؽة الصؽرى لإٌجاد 

,1,2  عنصرا من المجموعة  𝑎لٌكن  ⋯ ,2002 .   

  .𝑎  عدد أولً و أكبر من العدد الموجب 2003نلاحظ أن  

𝑎 عدد أولً و  2003إذن  ∧ 2003 = 1.   

𝑎2003−1:   نستنتج أن 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡و منه حسب مبرهنة  ≡ 1  2003 .   

𝑎2002:  أي  ≡ ≡ 𝑎 𝑎2001:  أي   .  2003  1 1  2003 .   

𝑎𝑚:  أي  ≡ 𝑚  حٌث   2003  1 = 𝑎2001  𝜖 ℕ.   

𝑎𝑚إذن من بٌن الحلول الموجبة للمعادلة   ≡    .𝑎2001  نجد  2003  1

 التمرين الأول  3 ب 

𝒙إذا كان  : الحالة الثانية  ≠ 𝟎.   

!∃:  ٌعنً  𝑥 𝜖  1,2, ⋯ ,2002  ∶   𝑚𝑏 ≡ 𝑥  2003    

𝑚𝑏و هذا ٌعنً أن المعادلة   ≡  تقبل حلا 𝑥  ذات المجهول  2003      

,1,2  فً المجموعة  𝑥وحٌدا  ⋯ ,2002 .   

𝑚𝑏لنبٌن أن المعادلة   ≡ 𝑎𝑥تُكافئ المعادلة    .  2003     ≡ 𝑏 2003   

. 

,1,2  عنصرا من المجموعة  𝑎لٌكن  ⋯ ,2002 .   

 2003 على العدد 𝑚𝑏 و ننجز القسمة الأقلٌدٌة للعدد ℤ عنصرا من 𝑏لٌكن 

 :نجد 

𝒙إذا كان  : الحالة الأولى  = 𝟎.   

𝑚𝑏:  إذن  ≡   .𝑚𝑏 ٌقسم الجداء 2003و منه   .  2003  0

  عدد أولً 2003لأن  . 𝑚 ٌقسم 2003 أو 𝑏 ٌقسم 2003: و منه 

𝑏فإن   . 𝑏 ٌقسم 2003إذا كان  ≡ 0  2003 .   

𝑎𝑥أي أن المعادلة تصبح   ≡ 0  2003 .   

𝑥:  ٌعنً  ≡  ( 2003 لأنه أولً مع 𝑎اختزلنا بـ  )  .  2003  0

𝑥:  إذن  = 2003𝑘  حٌث  𝑘 𝜖 ℤ.   

𝑚فإن   . 𝑚 ٌقسم 2003إذا كان  ≡ 𝑎𝑚:  أي   .  2003  0 ≡ 0  2003    

𝑎𝑚:  و لدٌنا  ≡ 1:  إذن   .  2003  1 ≡ 0  2003 .   

 و هذا تناقض واضح  . 1 ٌقسم العدد 2003ٌعنً أن 

 .إذن ما افترضناه كان خاطئاً 

  .𝑚 لا ٌقسم 2003إذن 

𝑎𝑚 حٌث  ℕ من 𝑚ٌوجد ( : أ (3إذن حسب نتٌجة  ≡ 1  2003 .   

∃! 𝑥 𝜖  0,1,2, ⋯ ,2002   ;   𝑚𝑏 ≡ 𝑥  2003  

∶  𝐺 :   مجموعة حلول المعادلة  𝑆 لتكن    123𝑥 ≡ 456  2003    

𝑥 𝜖  𝑆   ⟺   123𝑥 ≡ 456  2003  

  ⟺   𝑥 ≡ 456𝑘0  2003  

  ⟺     𝑥 − 456𝑘0 = 2003𝑘   ;    𝑘𝜖ℤ 
  ⟺    𝑥 = 2003𝑘 + 456𝑘0   ;    𝑘𝜖ℤ 

  ⟺    𝑥 = 2003𝑘 + 4𝑘0
2   ;    𝑘𝜖ℤ 

= 𝑆 :    و بالتالً    2003𝑘 + 4𝑘0
2   ;     

𝑘 𝜖 ℤ        
𝑘0 = 114

   

ٌُحقق  𝑛إذن العدد الوحٌد  123𝑛 الذي  ≡ 456  2003           
1و   ≤ 𝑛 < 𝑛  هو  2003 = 1909.   

                              : النظمة التالٌة ℕلنحل فً 
123𝑛 ≡ 456  2003 
1 ≤ 𝑛 < 2003          

    

⟺     
𝑛 = 2003𝑘 + 4𝑘0   ;    

𝑘0 = 114
𝑘 𝜖 ℤ        

 

1 ≤ 𝑛 < 2003                                 

  

⟺     
1 ≤ 2003𝑘 + 4𝑘0

2 < 2003

𝑘 𝜖 ℤ   𝑒𝑡   𝑘0 = 114           
  

⟺     
 1 − 4𝑘0 ≤ 2003𝑘 < 2003 − 4𝑘0

2

𝑘 𝜖 ℤ   𝑒𝑡   𝑘0 = 114                          
  

⟺     
 

1 − 4𝑘0

2003
 ≤ 𝑘 <  

2003 − 4𝑘0
2

2003
 

𝑘 𝜖 ℤ    𝑒𝑡   𝑘0 = 114                      

  

⟹     
−25,9 ≤ 𝑘 < −24,9
𝑘 𝜖 ℤ                         

  

⟹   𝑘  𝜖   −25,9  ;  −24,9  ∩  ℤ 

⟹   𝑘  𝜖   −25  

⟹   𝑘 = −25 

⟹     
𝑛 = 2003𝑘 + 4𝑘0

2             

𝑘 = −25    𝑒𝑡    𝑘0 = 114
  

⟹   𝑛 = 2003 −25 + 4 114 2 = 1909 

𝑥:  نحصل إذن بعد الإختزال على ما ٌلً  ≡ 4𝑘0
2  2003    

4𝑘0:  و نعلم أن  = 𝑥:  إذن   . 456 ≡ 456𝑘0  2003 .   

  𝑥 𝜖 ℤ :  و بذلك نحصل على الإستلزام التالً 

 :    نستنتج التكافؤ التالً  ∗∗  و  ∗ من الإستلزامٌن 

123𝑥 ≡ 456  2003   ⟹   𝑥 ≡ 456𝑘0  2003      ∗∗  

 ∀𝑥𝜖ℤ    ;    123𝑥 ≡ 456  2003   ⟺   𝑥 ≡ 456𝑘0  2003   

 ⋆  

,1,2  عنصرا من المجموعة  𝑎لٌكن  ⋯ ,2002 .   

𝑎𝑚و نرٌد أن نبٌن أن المعادلة   ≡   ℕ تقبل حلولا فً 𝑚  ذات المجهول  2003  1

و هذه الكتابة الأخٌرة عبارة عن معادلة من الدرجة الأولى بمجهولٌن نسبٌٌن 
𝑢 و 𝑚  و هً قابلة للحل إذا وفقط إذا كان 𝑎 ∧ 2003 = 1.   

 عدد أولً موجب 2003 أولٌان فٌما بٌنهما لأن 2003 و 𝑎و بالفعل لدٌنا 

 1أي أن أكبر قاسم مشترك بٌنهما هو  . 𝑎و أكبر قطعا من العدد الموجب 
𝑎𝑚إذن كل حل للمعادلة   . − 2003𝑢 = ٌُكتب على شكل 1  :      سوؾ 

𝑎𝑚 ≡ 1  2003   ⟺   𝑎𝑚 − 1 = 2003𝑢   ;    𝑢𝜖ℤ 

  ⟺   𝑎𝑚 − 2003𝑢 = 1    ;    𝑢𝜖ℤ 

  
𝑚 = 𝛼𝑘 + 𝛽   ;    𝛼, 𝛽, 𝑘  𝜖 ℤ3

𝑢 = 𝛼′𝑘 + 𝛽′   ;    𝛼′ , 𝛽′  𝜖 ℤ2  
  

 . فقط 𝑚ما ٌهمنا فً هذه الكتابة هو 

𝑚:  و نلاحظ أن  = 𝛼𝑘 + 𝛽  𝜖  ℤ.   

𝑘لكن من أجل   ≥  
−𝛽

𝛼
 +  . موجبا 𝑚  ٌكون العدد 1

(  𝑥  ًهو الجزء الصحٌح لعدد حقٌق 𝑥 ) 

,𝑚 إذن توجد أزواج   𝑢  حٌث  𝑚  ًموجب حلول ف ℕ × ℤ  للمعادلة  

𝑎𝑚 − 2003𝑢 = 1.   

𝑎𝑚 حٌث  𝑚و بالتالً ٌوجد عدد صحٌح طبٌعً  ≡ 1  2003 .   

  :ملاحظة و إضافة 

ٌُمكن إٌجاده بدلالة 𝑚قد ٌتساءل البعض عن ماهٌة أسهل حل   𝑎  للمعادلة 
𝑎𝑚 ≡  .و الجواب سوؾ ٌأتً من خلال مبرهنة فٌرما   .  2003  1

 (الصيغة العامة  ) : 𝑭𝒆𝒓𝒎𝒂𝒕تذكير بمبرهنة 

𝑝 𝜖 ℙ+    ⟹     ∀𝑎𝜖ℤ   ;   𝑎𝑝 ≡ 𝑎  𝑝  

 (الصيغة الخاصة  ) : 𝑭𝒆𝒓𝒎𝒂𝒕مبرهنة 

 
𝑝 𝜖 ℙ+     
𝑎 ∧ 𝑝 = 1

    ⟹      𝑎𝑝−1 ≡ 1  𝑝  

𝑎𝑚:  و نعلم أن  ≡ 1  2003 .   

 (لأنها علاقة تكافؤُ  )علاقة متعدٌة " ٌوافق بتردٌد " علاقة 

𝑎𝑚𝑏     2 :   نجد 𝑏نضرب طرفً هذه المتوافقة فً  ≡ 𝑏  2003    

𝑚𝑏ننطلق من   ≡ 𝑥  2003  ثم نضرب طرفً هذه المتوافقة فً العدد  𝑎 

𝑎𝑚𝑏     1 :  فنحصل على  ≡ 𝑎𝑥  2003    

𝑥 

𝑥 
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 التمرين الأول  3 ج 

 التمرين الثاني  1  

 التمرين الثاني  2 أ 

 التمرين الثاني  2 ب 

 :    رأٌنا من خلال السؤال السابق أن 

𝑏من أجل   =  :      نحصل على ما ٌلً 1

,1,2 أو بتعبٌر آخر، كل عنصر من   ⋯   ٌقبل مقلوبا وحٌدا من   2002,

 1,2, ⋯   .2003  بالضرب التوافقً بتردٌد  2002,

 :     المعرؾ بما ٌلً 𝑓و هذا ٌعنً أن التطبٌق 

 𝑓  1,2  تطبٌق تقابلً من, ⋯ ,1,2   نحو   2002, ⋯ ,2002 .   

𝑥𝑦المتوافقة   ≡  عنصرٌن من  𝑦 و 𝑥  حٌث  2003  1

 1,2, ⋯  . متوافقة2002هً فً الحقٌقة   .  2002,

2 !2002 :   أي  ≡ 1  2003    

 عوض 𝑝عندما نؽٌر معطٌات التمرٌن و الاشتؽال بعدد أولً  : إضافات

𝑝  :   سوؾ نحصل على النتٌجة التالٌة 2003 − 1 ! 
2

≡ 1  𝑝    

𝑝   ٌقسم  𝑝أي  − 1 ! 
2
− 1.   

𝑝   ٌقسم  𝑝أي  − 1 ! − 1   𝑝 − 1 ! + 1 .   

  

∀ 𝑎 𝜖  1,2, ⋯ ,2002 

∀ 𝑏 ≢ 0  2003         

∃! 𝑥 𝜖  1,2, ⋯ ,2002 

   ;   𝑎𝑥 ≡ 𝑏  2003  

  
∀ 𝑦 𝜖  1,2, ⋯ ,2002 

∃! 𝑥 𝜖  1,2, ⋯ ,2002 
    ;   𝑥𝑦 ≡ 1  2003  

و عند المرور إلى الجداء بٌن جمٌع أطراؾ هذه المتوافقات الألفً و متوافقة 
1  :    نحصل على ما ٌلً  × 2 × ⋯ × 2002 2 ≡ 1  2003  

𝑓 ∶    1,2, ⋯ ,2002   ⟶    1,2, ⋯ ,2002           
𝑥  ⟶   𝑦

𝑥𝑦 ≡ 1  2003 
 

𝑝  ٌقسم التعبٌر  𝑝أي أن  − 1 ! + 𝑝   ٌقسم   𝑝  أو 1 − 1 ! − 1 .  

 . عدد أولً 𝑝لأن 
𝑝  ٌقسم  𝑝عندما نفترض أن  − 1 ! −  .  نحصل على تناقض 1

𝑝  ٌقسم  𝑝إذن  − 1 ! + 1.   
𝑝 :  و منه  − 1 ! + 1 ≡ 0  𝑝 .   

  𝑇é𝑜𝑟è𝑚𝑒   𝑑𝑒  𝑤𝑖𝑙𝑠𝑜𝑛   : و هذه المبرهنة تسمى

 𝑝 − 1 ! + 1 ≡ 0  𝑝    ⟺  𝑝  عدد  أولً   

𝑁  ًقائم  الزاوٌة  ف  𝑀𝑁𝑃   ⟺       𝑁𝑀        , 𝑁𝑃                     ≡
𝜋

2
  𝜋  

⟺     arg  
𝑧𝑃 − 𝑧𝑁

𝑧𝑀 − 𝑧𝑁
 ≡

𝜋

2
  𝜋  

⟺     
𝑧𝑃 − 𝑧𝑁

𝑧𝑀 − 𝑧𝑁
 𝜖  𝑖ℝ ∗ 

⟺     
𝑝 − 𝑛

𝑚 − 𝑛
 𝜖  𝑖ℝ ∗ 

⟺     i  
𝑝 − 𝑛

𝑚 − 𝑛
  𝜖 ℝ∗ 

  .1 و 0 و 1− عددا عقدٌا مخالفا لـ 𝑧لٌكن 
𝑀نفترض أن      = 𝑎𝑓𝑓 𝑁:  إذن   . = 𝑎𝑓𝑓 𝑀    

𝑧2:  أي  = 𝑧 .   أي  :𝑧2 − 𝑧 = 0.   
𝑧 𝑧:  أي  − 1 = 𝑧: أي   . 0 = 𝑧 أو 0 = 1.  

𝑧و هذا تناقض لأن   ≠ 𝑧  و  0 ≠ 1.   
 .إذن ما افترضناه كان خاطئا 

𝑀    :  إذن  ≠ 𝑁   

𝑧2لدٌنا   ≠ 𝑧  إذن   𝑧2 2 ≠ 𝑧2.   
𝑧4أي   ≠ 𝑧2 .    أي𝑃 ≠ 𝑁.   

𝑀    نفترض الآن أن  =.   

𝑧4إذن   = 𝑧 .   أي  :𝑧 𝑧3 − 1 = 0   
𝑧3و منه   − 1 = 𝑧  لأن  0 ≠ 0.   

𝑧 :  ٌعنً أن  − 1  𝑧2 + 𝑧 + 1 = 0   
𝑧2و منه   + 𝑧 + 1 = 𝑧  لأن  0 ≠ 1.   
𝑧و لدٌنا   ≠ 𝑧  أي  1− + 1 ≠ 0.   

𝑧و كذلك   ≠ 𝑧2  أي  0 ≠ 0.   
𝑧2:  و منهما نستنتج أن  + 𝑧 + 1 ≠ 0.   

𝑧2 إذن العبارة   + 𝑧 + 1 =  .  تناقض واضح0

𝑀:  إذن  ≠ 𝑃.   
 .ٌعنً أن ما افترضناه كان خاطئا 

 . مختلفة مثنى مثنى 𝑃 و 𝑁 و 𝑀إذن النقط 

𝑎𝑥:  نستنتج أن  (2)و  (1)من  ≡ 𝑏  2003    

𝑎𝑥إذن المعادلة   ≡  من المجموعة  𝑥  هً كذلك تقبل حلا وحٌدا  2003  
 1,2,3,4, ⋯ ,2002 .   

  .𝑥أو بتعبٌر آخر، ٌوجد عدد صحٌح طبٌعً وحٌد 

1بحٌث   ≤ 𝑥 < 𝑚𝑏  و  2003 ≡ 𝑥  2003 .   

⟺        
 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥 + 𝑖 2𝑥𝑦 + 𝑦   𝜖 𝑖ℝ                     
 𝑥, 𝑦  ∉    −1,0   ;    0,0  ;    1,0                     

  

⟺        

𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥 = 0                                                     

𝑦 2𝑥 + 1  ≠ 0                                                       
 𝑥, 𝑦  ∉    −1,0   ;    0,0  ;    1,0                     

  

𝑧    نضع = 𝑥  . عددان حقٌقٌان 𝑦 و 𝑥  حٌث +

𝑧2 نختزل بالعدد المنعدم   − 𝑧  فنحصل على      : 

𝑁  ًقائم  الزاوٌة  ف  𝑀𝑁𝑃   ⟺        𝑁𝑀        , 𝑁𝑃                     ≡
𝜋

2
  𝜋 

𝑀 ≠ 𝑁 ≠ 𝑃          

  

⟺      
arg  

𝑧𝑃 − 𝑧𝑁

𝑧𝑀 − 𝑧𝑁
 ≡

𝜋

2
  𝜋 

𝑧𝑀 ≠ 𝑧𝑁 ≠ 𝑧𝑃                

  

⟺        
 
𝑧𝑃 − 𝑧𝑁

𝑧𝑀 − 𝑧𝑁
  𝜖  𝑖ℝ

𝑧𝑀 ≠ 𝑧𝑁 ≠ 𝑧𝑃     

  

⟺        
 
𝑧4 − 𝑧2

𝑧 − 𝑧2
  𝜖  𝑖ℝ     

𝑧 ∉   −1 , 0 , 1      

  

⟺        

 𝑧2 − 𝑧  𝑧2 + 𝑧 

 𝑧 − 𝑧2 
 𝜖  𝑖ℝ

𝑧 ∉   −1 , 0 , 1                

  

⟺        
− 𝑧2 + 𝑧   𝜖  𝑖ℝ        
𝑧 ∉   −1 , 0 , 1       

  

⟺        
 𝑧2 + 𝑧   𝜖  𝑖ℝ         
𝑧 ∉   −1 , 0 , 1       

  

⟺        
  𝑥 + 𝑖𝑦 2 +  𝑥 + 𝑖𝑦    𝜖  𝑖ℝ        

 𝑥 + 𝑖𝑦  ∉   −1 , 0 , 1                    
  

𝑃 

𝑁 

𝑖𝑦 
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𝑥2  تُحققان الشرط   1,0−   و   0,0 لاحظ أن النقطتان   − 𝑦2 + 𝑥 = 0  

 و النقطتان  
−1

2
 ;  .  لا تحققانه  1,0   و   0

  ،𝑁  قائم الزاوٌة فً 𝑀𝑁𝑃إذن ٌكون المثلث  

 إذا و فقط إذا كانت النقطة  
𝑥

𝑦  تنتمً إلى المنحنى   Γ  ذو المعادلة التالٌة   :

𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥 =    . 𝐴 −1,0  و   𝑂 0,0  محروم من النقطتٌن  0

 التمرين الثاني  2 ج 

 التمرين الثاني  2 د 

 التمرين الثالث  1  

 التمرين الثالث  2 أ 

 التمرين الثالث  2 ب 

𝓞 𝟏 

𝟏 

𝐀 𝐅′ 𝐅 𝛀 

 𝚫   𝚫′  
𝐱 

𝐲 

Ω عبارة عن هذلول مركز تماثله   Γ إذن   
−1

2
 ; ,𝐹 𝑐  و بؤرتاه   0 0   

,𝐹′ −𝑐و   𝑐بحٌث    .  0 =   
1

2
 

2
+  

1

2
 

2
=

 2

2
.   

 :    المعرفٌن بما ٌلً   .  ′Δ   و   Δ و مقارباه هما المستقٌمان     

  :  ٌعنً 
 ∆  ∶   𝑦 = 𝑥 +

1

2
         

 ∆′  ∶   𝑦 = − 𝑥 +
1

2
 
    

 Γ =   𝑀 𝑥, 𝑦   ;   𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥 = 0  ;     
 𝑥, 𝑦 ≠  0,0 

 𝑥, 𝑦 ≠  −1,0 
   

=   𝑀 𝑥, 𝑦   ;    𝑥2 + 𝑥 − 𝑦2 = 0  ;     
 𝑥, 𝑦 ≠  0,0 

 𝑥, 𝑦 ≠  −1,0 
   

=   𝑀 𝑥, 𝑦   ;     𝑥2 + 2 ∙ 𝑥 ∙
1

2
+

1

4
 − 𝑦2 =

1

4
  

=   𝑀 𝑥, 𝑦   ;     𝑥 +
1

2
 

2

− 𝑦2 =
1

4
   

=   𝑀 𝑥, 𝑦    ;    
 𝑥 +

1
2
 

2

 1
2
 

2 −
 𝑦 − 0 2

 1
2
 

2 = 1   

 
 
 

 
 

 

 Δ  ∶    𝑦 − 0 =
1
2
1
2

 𝑥 +
1

2
 

 Δ′  ∶    𝑦 − 0 =
−1
2
1
2

 𝑥 +
1

2
 

  

𝑎 لأن   − 𝑐   و   𝑏 − 𝑑  عددان حقٌقٌان  . 

,𝐸 و بالتالً     زمرة تبادلٌة لأنها زمرة جزئٌة من الزمرة  +

, ℳ2 ℝ التبادلٌة الأم   + .   

 : توجد طرٌقتان لإنجاز ذلك 
 :   استعمال تعرٌؾ الزمرة و نبٌن أن  :  الطريقة الأولى

  𝐸مجموعة ؼٌر فارؼة 
  + ًقانون تركٌب داخلً ف𝐸  

  + ًتبادلً و تجمٌعً ف𝐸  
  + ًٌقبل عنصرا محاٌدا وحٌدا ف𝐸  
  كل عنصر𝑥 ٌقبل مماثلا وحٌدا 𝑥 من 𝐸  

 .استعمال مفهوم الزمرة الجزئٌة  : الطريقة الثانية

,𝐸 لنبٌن أن   , ℳ2 ℝ   زمرة جزئٌة من الزمرة الأم   + +  .  

   ℳ2 ℝ جزء ؼٌر فارغ من  𝐸و من أجل ذلك ٌكفً أن نبٌن أن 

  و  
∀ 𝑀 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐸
∀ 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸

   ;   𝑀 𝑎, 𝑏 − 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸.   

  لأنها تضم مصفوفات مُربعة من  ℳ2 ℝ جزء من  𝐸من الواضح أن 

و هً مجموعة ؼٌر فارؼة لأننا نستطٌع .  و ذات معاملات حقٌقٌة 2الرتبة 

= 1,0  و هً المصفوفة  𝐸رصد عنصر واحد على الأقل من  𝐼   .  
,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتٌن من  𝐸.  

,𝑀 𝑎:   لدٌنا  𝑏 − 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 −𝑏

3𝑏 𝑎 − 2𝑏
 −  

𝑐 −𝑑
3𝑑 𝑐 − 2𝑑

  

=  
𝑎 − 𝑐 − 𝑏 − 𝑑 

3 𝑏 − 𝑑  𝑎 − 𝑐 − 2 𝑏 − 𝑑 
  

= 𝑀  𝑎 − 𝑐   ;    𝑏 − 𝑑    𝜖  𝐸 

 . أربعة أعداد حقٌقٌة 𝑑 و 𝑐 و 𝑏 و 𝑎لتكن 

𝑎𝑑 لأن   + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑   و   𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑  عددان حقٌقٌان  . 

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 −𝑏

3𝑏 𝑎 − 2𝑏
 ×  

𝑐 −𝑑
3𝑑 𝑐 − 2𝑑

  

=  
𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑 −𝑎𝑑 − 𝑏 𝑎 − 2𝑑 

3𝑏𝑐 + 3𝑑 𝑎 − 2𝑏 −3𝑏𝑑 +  𝑎 − 2𝑏  𝑐 − 2𝑑 
  

=  
 𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑 − 𝑎𝑑 + 𝑎𝑏 + 2𝑏𝑑 

3 𝑎𝑑 + 𝑎𝑏 + 2𝑏𝑑  𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑 − 2 𝑎𝑑 + 𝑎𝑏 + 2𝑏𝑑 
  

= 𝑀 𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑  𝜖 𝐸 

,𝐸 تكون    :   حلقة إذا وفقط إذا كان  ×,+

   𝐸,  .زمرة تبادلٌة  +
  تجمٌعً فً  ×القانون  𝐸,×  .  

  توزٌعً بالنسبة للقانون ×القانون + . 

,𝐸 حصلنا من خلال ما سبق على أن    .  زمرة تبادلٌة  +
,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑   و  𝑀 𝑒, 𝑓  ثلاث مصفوفات من  𝐸.  
,𝑀 𝑎                                        : لدٌنا  𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑒, 𝑓   

= 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐𝑒 − 3𝑑𝑓  ;   𝑐𝑓 + 𝑑𝑒 − 2𝑑𝑓  
= 𝑀  𝑎 𝑐𝑒 − 3𝑑𝑓 −

− 3𝑏 𝑐𝑓 + 𝑑𝑒 − 2𝑑𝑓   ;   𝑎 𝑐𝑓 +

+ 𝑑𝑒 − 2𝑑𝑓 + 𝑏 𝑐𝑒 − 3𝑑𝑓 −

− 2𝑏 𝑐𝑓 + 𝑑𝑒 − 2𝑑𝑓   

= 𝑀  𝑎𝑐𝑒 − 3 𝑎𝑑𝑓 + 𝑏𝑐𝑓 + 𝑏𝑑𝑒 +

+ 𝑏𝑑𝑓   ;   𝑎𝑐𝑓 + 𝑎𝑑𝑒 +

+ 𝑏𝑐𝑒 + 𝑏𝑑𝑓 −

− 2 𝑎𝑑𝑓 + 𝑏𝑐𝑓 + 𝑏𝑑𝑒   

⟺        

𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥 = 0                                                     

 𝑥, 𝑦  ≠  
−1

2
 ; 0                                                        

 𝑥, 𝑦  ∉    −1,0   ;    0,0  ;    1,0                       

  

⟺        
𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥 = 0                                   
 𝑥, 𝑦  ∉    −1,0   ;    0,0                     

  

𝑀 
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 التمرين الثالث  3 أ 

 التمرين الثالث  3 ب 

,𝑀 𝑎                                  :  و لدٌنا  𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑒, 𝑓   

 :    و بنفس الطرٌقة لدٌنا 

= 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐 + 𝑒  ;   𝑑 + 𝑓  
= 𝑀 𝑎 𝑐 + 𝑒 − 3𝑏 𝑑 + 𝑓   ;   𝑎 𝑑 + 𝑓 +

+ 𝑏 𝑐 + 𝑒 − 2𝑏 𝑑 + 𝑓   

= 𝑀  𝑎𝑐 + 𝑎𝑒 − 3 𝑏𝑑 + 𝑏𝑓   ;   𝑎𝑑 + 𝑎𝑓 +

+ 𝑏𝑐 + 𝑏𝑒 − 2 𝑏𝑑 + 𝑏𝑓   

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑒, 𝑓  

= 𝑀 𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑 ; 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑 +

+ 𝑀 𝑎𝑒 − 3𝑏𝑓  ;   𝑎𝑓 + 𝑏𝑒 − 2𝑏𝑓  

= 𝑀  𝑎𝑐 + 𝑎𝑒 − 3 𝑏𝑑 + 𝑏𝑓   ;   𝑎𝑑 + 𝑎𝑓 + 𝑏𝑐 +

+ 𝑏𝑒 − 2 𝑏𝑑 + 𝑏𝑓   

 :    و بنفس الطرٌقة نبٌن أن 

 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  × 𝑀 𝑒, 𝑓 =

= 𝑀 𝑎𝑐𝑒 − 3 𝑎𝑑𝑓 + 𝑏𝑐𝑓 + 𝑏𝑑𝑓   ;   𝑎𝑐𝑓 +

+ 𝑎𝑑𝑒 + 𝑏𝑐𝑒 + 𝑏𝑑𝑓 − 2 𝑎𝑑𝑓 + 𝑏𝑐𝑓 + 𝑏𝑑𝑒   

   . ×,𝐸      2  قانون تجمٌعً فً  ×إذن 

,𝑀 𝑎:   إذن  𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑒, 𝑓  = 𝑀 𝑎, 𝑏 ×

𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑒, 𝑓   

 . على الٌسار + توزٌعً بالنسبة لـ ×و هذا ٌعنً أن 
.  على الٌمٌن + توزٌعً بالنسبة لـ ×و بنفس الطرٌقة نبٌن بكل بساطة أن 

 :    ٌعنً 

  .𝐸     3  فً + توزٌعً بالنسبة للقانون ×إذن 
,𝐸 نستنتج أن   (3)و  (2)و  (1)و من النتائج   .  حلقة  ×,+

 𝑀 𝑐, 𝑑 + 𝑀 𝑒, 𝑓  × 𝑀 𝑎, 𝑏 =

= 𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝑀 𝑒, 𝑓 × 𝑀 𝑎, 𝑏  

  ٌكفً أن نتحقق من أن لكل  ×,𝐸   جزءا مستقرا فً  ∗𝐸لكً ٌكون  

,𝑀 𝑎مصفوفتٌن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  من  𝐸∗                                   
,𝑀 𝑎:  لدٌنا  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸∗   

   .∗𝐸و لكً تكون هذه المصفوفة ضمن  

  :  ٌكفً أن نبٌن أن 
𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑 ≠ 0          
𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑 ≠ 0

    

  بالخُلؾ، نفترض أن  
𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑 = 0          
𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑 = 0

    

                                                   :إذن 
𝑐 =

3𝑏𝑑

𝑎
  ;   𝑎 ≠ 0

𝑎𝑑 +
3𝑏2𝑑

𝑎
− 2𝑏𝑑 = 0

    

⟺     

 
 
 

 
 

 

𝑐 =
3𝑏𝑑

𝑎
   ;    𝑎 ≠ 0

𝑑  𝑎 +
3𝑏2

𝑎
− 2𝑏 = 0

  

⟺     

 
 
 

 
 

 

𝑐 =
3𝑏𝑑

𝑎
   ;    𝑎 ≠ 0                             

𝑑 = 0    𝑜𝑢     𝑎 +
3𝑏2

𝑎
− 2𝑏 = 0

  

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑   مصفوفتٌن من  𝐸∗.   

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑀 𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑  

𝑆𝑖  𝑑 = 0  ⟹   𝑐 = 0 
⟹   𝑎 = 0   𝑒𝑡   𝑏 = 0 
⟹   𝐴𝑏𝑠𝑢𝑟𝑑𝑒  𝑐𝑎𝑟   𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≠  0,0,0,0  

𝑎 +
3𝑏2

𝑎
− 2𝑏 = 0  ⟹   𝑎 𝑎 − 2𝑏 = 3𝑏2 

⟹    𝑎2 − 2𝑎𝑏 = 3𝑏2 

⟹    𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2 = 4𝑏2 

⟹     𝑎 − 𝑏 2 = 4𝑏2 

⟹     𝑎 − 𝑏 = ±2𝑏 

𝑆𝑖  𝑎 − 𝑏 = 2𝑏    ⟹     
3𝑏𝑐 − 3𝑏𝑑 = 0          
3𝑏𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑 = 0

  

⟹     
3𝑏 𝑐 − 𝑏 = 0   
𝑏𝑑 + 𝑏𝑐 = 0      

  

⟹     
𝑏 = 0    𝑜𝑢    𝑐 − 𝑏 = 0   
𝑏𝑑 + 𝑏𝑐 = 0                     

  

𝑆𝑖  𝑏 = 0  ⟹   𝑎 = 0 
⟹   𝑐 = 0    𝑒𝑡    𝑑 = 0 
⟹   𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 

⟹   𝑎 = 0    𝑒𝑡    𝑏 = 0    𝑒𝑡    𝑐 = 0    𝑑 = 0 
⟹   𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 

𝑆𝑖  𝑐 − 𝑑 = 0  ⟹   𝑐 = 𝑑 
⟹   2𝑏𝑑 = 0 

 :    نستنتج إذن الإستلزام التالً 

 :و منه نستخرج ما ٌلً  

    ⟹    𝑀 𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑 ≠ 𝑀 0,0  
    ⟹    𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  𝜖 𝐸∗ 

  
𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑 = 0           
𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑 = 0

    ⟹      𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 =  0,0,0,0   

 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≠  0,0,0,0     ⟹      
𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑 ≠ 0           
𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑 ≠ 0

      

   . ×,𝐸  جزء مستقر من  ∗𝐸إذن 

 . تشاكل 𝜑لنبٌن أن 
,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑   مصفوفتٌن من  𝐸∗.   

𝜑 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  = 𝜑 𝑀 𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑  ;   𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑   

  

   . ×,∗ℂ   نحو   ×,∗𝐸  تشاكل من  𝜑و هذا ٌعنً أن 

 . تقابل 𝜑لنبٌن أن 

𝛼 لٌكن   + 𝑖𝛽  عددا عقدٌا ؼٌر منعدم  . 

𝛼:   لدٌنا  + 𝑖𝛽 =   𝛼 +
1

 2
𝛽 −

1

 2
𝛽 + 𝑖  

1

 2
𝛽  2  

𝑎أي ٌوجد   = 𝛼 +
1

 2
𝛽  و  𝑏 =

1

 2
𝛽  عنصرٌن من  ℝ∗  حٌث  𝛼 + 𝑖𝛽   

,𝜑 𝑀 𝑥:    المعادلة ∗𝐸لنحل فً   𝑦  = 𝛼 + 𝑖𝛽  ذات المجهول  𝑀 𝑥, 𝑦    

=  𝑎𝑐 − 3𝑏𝑑 − 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 + 2𝑏𝑑 + 𝑖 2 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑  

,𝜑 𝑀 𝑎 :                           من جهة أخرى  𝑏  × 𝜑 𝑀 𝑐, 𝑑   

=   𝑎 − 𝑏 + 𝑖𝑏 2   𝑐 − 𝑑 + 𝑖𝑑 2  

=  𝑎 − 𝑏  𝑐 − 𝑑 + 𝑖 2 𝑑 𝑎 − 𝑏 + 𝑏 𝑐 − 𝑑  − 2𝑏𝑑 

=  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 − 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 + 𝑖 2 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2𝑏𝑑  

 :    نستنتج إذن أن 

𝜑 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  = 𝜑 𝑀 𝑎, 𝑏  × 𝜑 𝑀 𝑐, 𝑑   
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 التمرين الثالث  4  

𝐈  1  التمرين الرابع 𝐈  2  التمرين الرابع 

, ∞− على المجال    تقبل مطرافا عند النقطة  𝑔  نلاحظ أن  0

 
−1

2
 ; 𝑔  

−1

2
  𝑔′(𝑥)  و هذا المطراؾ عبارة عن قٌمة دنوٌة لأن    

تنعدم فً  
−1

2
  و تتؽٌر إشارتها بجوار تلك النقطة                              

𝑔:  و لدٌنا   
−1

2
 ≈ 0,86 > 0.   

, ∞−  𝑥 𝜖 ∀:  إذن  0   ;   𝑔 𝑥 ≥ 𝑔  
−1

2
 ≈ 0,86   

𝑥 ∀ :  ٌعنً  < 0   ;   𝑔 𝑥 > 0   

, 0 على المجال   ,0  تقابل من  𝑔  نلاحظ أن  ∞+   نحو   ∞+
𝑔   0, +∞   =  2, +∞ .   

,0  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على  𝑔لأن  +∞ .   

,𝑦 𝜖  2 ∀ :  ٌعنً  +∞     ∃!  𝑥 𝜖  0, +∞    ;   𝑔 𝑥 = 𝑦   

,𝑥 𝜖  0 ∀ :  أو بتعبٌر آخر  +∞     ;   𝑔 𝑥  𝜖  2, +∞    

𝑥 ∀ :  أي  > 0   ;   𝑔 𝑥 > 2 > 0   

 .  بأكمله ∗ℝ موجبة على  𝑔نستنتج أن الدالة 

𝐈𝐈  1  التمرين الرابع 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥

 = +∞  ∶  لدٌنا    

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 
𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥

 = −∞  ∶  و لدٌنا  

  .𝑔  و تؽٌرات الدالة 𝑔′(𝑥)و نلخص فً الجدول التالً إشارة  

−∞ 0 

2𝑥 + 1 

−1

2
 +∞ 𝒙 

𝑥 

𝑔′(𝑥) 

𝑔 

0 

0 

2 

0,86 

1 +∞ 

2 

− 

− 

− 

− 

+ 

+ 

+ 

+ 

− 

,𝜑 𝑀 𝑥:                                               لدٌنا  𝑦  = 𝛼 + 𝑖𝛽 

⟺      𝑥 − 𝑦 + 𝑖𝑦  2 = 𝛼 + 𝑖𝛽 

⟺      𝑥 − 𝑦 + 𝑖𝑦  2 =  𝑎 − 𝑏 + 𝑖𝑏 2 

⟺       
𝑥 − 𝑦 = 𝑎 − 𝑏

𝑦 2 = 𝑏 2    
  

⟺     

 
 

 

 

𝑥 = 𝑎 =  𝛼 +
1

 2
𝛽 ≠ 0

𝑦 = 𝑏 =
1

 2
𝛽 ≠ 0            

  

,𝑀 𝑥 إذن المعادلة   𝑦  = 𝛼 + 𝑖𝛽      ًتقبل حلا وحٌدا ف 𝐸∗  

𝑀و هو المصفوفة    𝛼 +
1

 2
𝛽  ;  

1

 2
𝛽 .   

   . ×,∗ℂ   نحو   ×,∗𝐸  تقبل من  𝜑و هذا ٌعنً أن 

 :    أو بتعبٌر آخر 

∀  𝛼 + 𝑖𝛽  𝜖 ℂ∗  ;  ∃! 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐸∗  ∶   𝜑 𝑀 𝑥, 𝑦  = 𝛼 + 𝑖𝛽 

   . ×,∗ℂ   نحو   ×,∗𝐸  تشاكل تقابلً من  𝜑 : خلاصة

,𝐸 : لدٌنا حسب ما سبق    1     زمرة تبادلٌة +

   . ×,∗ℂ   نحو   ×,∗𝐸  تشاكل تقابلً من  𝜑و لدٌنا 

 هً الزمرة 𝜑−1  بالتشاكل التقابلً  ×,∗ℂ إذن صورة الزمرة التبادلٌة  

     2 .  زمرة تبادلٌة  ×,∗𝐸 إذن     . ×,∗𝐸 التبادلٌة  
  .𝐸     3  فً + توزٌعً بالنسبة لـ ×و كذلك نعلم حسب ما سبق أن 

,𝐸 نستنتج أن   (3)و  (2)و  (1)إذن من النتائج   .  جسم تبادلً  ×,+

,𝐸 تكون الحلقة    :    جسما تبادلٌا إذا وفقط إذا كان  ×,+

   𝐸,  زمرة تبادلٌة +
   𝐸∗,×  زمرة تبادلٌة

  فً + توزٌعً بالنسبة لـ ×القانون 𝐸 . 

= 𝑔 𝑥:  لدٌنا  . عددا حقٌقٌا ؼٌر منعدم 𝑥لٌكن  1 +  1 +
1

𝑥
 𝑒

1

𝑥.   

𝑥:  نلاحظ أن  ⟶  1 +
1

𝑥
𝑥  و    ⟶ 𝑒

1

𝑥  دالتان قابلتان للإشتقاق على  ℝ∗.   

𝑥إذن الدالة   ⟶  1 +
1

𝑥
 𝑒

1

𝑥 قابلة للاشتقاق على  ℝ∗ باعتبارها جداء 

   .∗ℝدالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على  

  لأنها مجموع دالتٌن قابلتٌن ∗ℝ دالة قابلة للاشتقاق على  𝑔و بالتالً 
   .∗ℝللاشتقاق على  

𝑔′ 𝑥 =  1 +
1

𝑥
 
′
𝑒

1
𝑥 +  1 +

1

𝑥
  𝑒

1
𝑥 

′

 ∶  و لدٌنا  

=  
−1

𝑥2
 𝑒

1
𝑥 +  1 +

1

𝑥
  

−1

𝑥2
 𝑒

1
𝑥  

=  
−𝑒

1
𝑥

𝑥2
  1 + 1 +

1

𝑥
  

=  
−𝑒

1
𝑥

𝑥2
  

2𝑥 + 1

𝑥
  

2𝑥  و 𝑥  متعلقة فقط بإشارتً  𝑔′ 𝑥إذن إشارة   + 1 .  
  عند محدات مجموعة تعرٌفها𝑔نضٌؾ نهاٌات الدالة 

 ∀ 𝑥 ≠ 0   ;     
−𝑒

1
𝑥

𝑥2
 < 0    ∶  نلاحظ أن   

𝑔  
−1

2
 = 1 +  1 − 2 𝑒−2 = 1 − 𝑒−2 ≈ 0,86    ∶  و لدٌنا   

lim
𝑥→−∞

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→−∞

1 +  1 +
1

𝑥
 𝑒

1
𝑥     ∶  لدٌنا   

= 1 +  1 + 0  0 = 2 

lim
𝑥→+∞

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→+∞

1 +  1 +
1

𝑥
 𝑒

1
𝑥     ∶  و لدٌنا   

= 1 +  1 + 0  1 = 2 

lim
𝑥→0−

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→0−

1 +  1 +
1

𝑥
 𝑒

1
𝑥     ∶  و لدٌنا   

= lim
𝑥→0−

 1 + 𝑒
1
𝑥 +  

1

𝑥
 𝑒

1
𝑥   

= lim
𝑡→−∞

𝑡=
1
𝑥

 1 + 𝑒𝑡 + 𝑡 𝑒𝑡   

= 1 + 0 + 0 = 1 

lim
𝑥→0+

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→0+

1 +  1 +
1

𝑥
 𝑒

1
𝑥     ∶  و لدٌنا   

= 1 +  1 + ∞  +∞ = +∞ 

𝜑 



 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+ أجوبة امتحان مدينة  إنزكـــــــــــــــــــان  𝟑𝟐𝟕 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

𝐈𝐈  2  التمرين الرابع 

𝐈𝐈  3  التمرين الرابع 

𝐈𝐈  4  التمرين الرابع 

𝑥نعلم أن الدالتان   ⟶
1

𝑥
   .∗ℝ  متصلتان و قابلتان للاشتقاق على  

𝑥و الدالة   ⟶ 𝑒𝑥 متصلة و قابلة للاشتقاق على  ℝ.  

⊇ 𝐸𝑥𝑝 ℝ: ٌعنً  ) . 𝐸𝑥𝑝 تقبل صورا بالدالة ∗ℝو جمٌع عناصر  ℝ 

𝑥إذن الدالة   ( ⟶ 𝑒
1

𝑥  قابلة للاشتقاق على  ℝ∗ باعتبارها مُركب دالتٌن  

   .∗ℝقابلتٌن للاشتقاق على  

𝐈𝐈  5  التمرين الرابع 

𝐈𝐈  6  التمرين الرابع 

;   ∗𝑥 𝜖 ℝ ∀  : و نعلم أن    𝑔 𝑥 > 0     

;   ∗𝑥 𝜖 ℝ ∀ :  و نلاحظ أن     1 + 𝑒
1

𝑥 
2

> 0   

 ∀ 𝑥 𝜖 ℝ∗   ;   𝑓 ′ 𝑥 =
𝑔 𝑥 

 1 + 𝑒
1
𝑥 

2  ∶  لدٌنا   

;   ∗𝑥 𝜖 ℝ ∀ :  إذن    𝑓′ 𝑥 > 0   
 :   كما ٌلً 𝑓 و نرسم جدول تؽٌرات ∗ℝ تزاٌدٌة قطعا على 𝑓ٌعنً أن الدالة 

𝒙 0 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

0 

+ 

+∞ 

−∞ 

+∞ 

 . متصلة فً الصفر لأنها متصلة على ٌمٌنه و ٌساره 𝑓و هذا ٌعنً أن الدالة 

lim
𝑥→0−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0−

 
𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥

 = 0 = 𝑓 0    ∶  و لدٌنا  

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

 
𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥

                             ∶  و لدٌنا  

= lim
𝑡→+∞

𝑡=
1
𝑥

 

1
𝑡

1 + 𝑒𝑡
 = lim

𝑡→+∞
 

1

𝑡 + 𝑡 𝑒𝑡
  

= 0 = 𝑓(0) 

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = 𝑓 0  ∶  نلاحظ  أن   

𝑓𝑑نلاحظ أن  
′ 0 ≠ 𝑓𝑔

 . ؼٌر قابلة للاشتقاق فً الصفر 𝑓إذن   .  0 ′

    0,0   ٌقبل نصؾ مماس أفقً على ٌمٌن النقطة   𝒞𝑓 تعنً أن المنحنى  

                        ∆   ٌقبل نصؾ مماس  𝒞𝑓 تعنً أن المنحنى  

∶   ∆ معادلته    𝑦 = 𝑥 + 𝑓 0  0,0   على الٌسار فً النقطة   

∶   ∆ :  ٌعنً المنصؾ الأول للمعلم   𝑦 = 𝑥.   

lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 = النهاٌة     0 ∶   هندسٌا 

lim
𝑥→0−

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 =  و  النهاٌة     1

lim
𝑥→0−

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0−
 

1

1 + 𝑒
1
𝑥

               ∶  و لدٌنا  

=  
1

1 + 0
 = 1 = 𝑓𝑔

′ 0   𝜖 ℝ 

lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+
 

1

1 + 𝑒
1
𝑥

                     ∶  لدٌنا  

= 0   ;    𝑐𝑎𝑟  lim
𝑥→0+

 𝑒
1
𝑥 = +∞ 

= 0 = 𝑓𝑑
′ 0   𝜖  ℝ 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = −∞ ∶  لدٌنا   

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 

1

1 + 𝑒
1
𝑥

 =
1

1 + 𝑒0
=

1

2
 ∶  و  لدٌنا   

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 −
1

2
𝑥 = lim

𝑥→+∞
 

𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥

−
1

2
𝑥  ∶  و  لدٌنا   

= lim
𝑥→+∞

 
2𝑥 − 𝑥  1 + 𝑒

1
𝑥 

2  1 + 𝑒
1
𝑥 

  

= lim
𝑥→+∞

 
𝑥 − 𝑥 𝑒

1
𝑥

2  1 + 𝑒
1
𝑥 

  

= lim
𝑥→+∞

 −𝑥  
 𝑒

1
𝑥 − 1

1
𝑥

  
1

𝑥
  

1

2  1 + 𝑒
1
𝑥 

  

= lim
𝑡→0+

𝑡=
1
𝑥

− 
 𝑒𝑡 − 𝑒0

𝑡 − 0
  

1

2 1 + 𝑒𝑡 
  

= − 𝑒0  
1

2 1 + 𝑒0 
 =

−1

4
 

𝑥إذن الدالة   ⟶ 1 + 𝑒
1

𝑥 قابلة للاشتقاق على  ℝ∗ لأنها مجموع دالتٌن 

   .∗ℝقابلتٌن للاشتقاق على  

  لأنها عبارة عن خارج دالتٌن ∗ℝ قابلة للاشتقاق على  𝑓و بالتالً الدالة 

𝑥 ∀   و كذلك  ∗ℝقابلتٌن للاشتقاق على   ≠ 0    ;   1 + 𝑒
1

𝑥 ≠ 0.   

=
1 +  1 +

1
𝑥
  𝑒

1
𝑥

 1 + 𝑒
1
𝑥 

2 =
𝑔(𝑥)

 1 + 𝑒
1
𝑥 

2 

=
1 + 𝑒

1
𝑥 − 𝑥  

−1
𝑥2  𝑒

1
𝑥 

 1 + 𝑒
1
𝑥 

2 =
1 + 𝑒

1
𝑥 +

1
𝑥

 𝑒
1
𝑥

 1 + 𝑒
1
𝑥 

2  

 

𝑓 ′ 𝑥 =  
𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥

 

′

=
1  1 + 𝑒

1
𝑥 −  1 + 𝑒

1
𝑥 

′

𝑥

 1 + 𝑒
1
𝑥 

2  

 :   لدٌنا   . ∗ℝ عنصرا من  𝑥لٌكن 

 :   نحصل على الوضعٌة التالٌة 

 
 
 

 
 

 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = +∞              

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
=

1

2
                   

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 −
1

2
𝑥 =

−1

4
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𝐈𝐈  7  التمرين الرابع 

𝐈𝐈 التمرين الرابع  8 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع  8 ب 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  1 أ 

𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  1 ب 

 

 𝓒𝒇  

𝑦إذن نستنتج أن المستقٌم الذي معادلته   =
1

2
𝑥 −

1

4
  مقارب مائل للمنحنى  

 𝒞𝑓   بجوار  −∞.   

 :إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

 
 
 

 
 

 

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = −∞              

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 

𝑥
=

1

2
                   

lim
𝑥→−∞

 𝑓 𝑥 −
1

2
𝑥 =

−1

4

  

∗ℝ  المعرفة على 𝜓𝑛نعتبر الدالة العددٌة  
 :       بما ٌلً +

∗ℝ  دالة متصلة على  𝜓𝑛لدٌنا  
∗ℝ  لأنها فرق دالتٌن متصلتٌن على  +

+.   
∗ℝ قابلة للاشتقاق على  𝑛و لدٌنا 

∗ℝ  لأنها فرق دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على  +
+   

+𝑥𝜖ℝ∀ :  و لدٌنا 
∗    ;   𝜓𝑛

′  𝑥 = 𝑓 ′ 𝑥 > 0   

,0   دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝜓𝑛إذن   +∞ .   

,0   متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال 𝜓𝑛بما أن   +∞ .    

,0 فهً تقابل من المجال   ,𝜓𝑛   0  نحو المجال   ∞+ +∞   .   

 ∀𝑥𝜖ℝ∗
+   ;   𝜓𝑛 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑛 

𝜓𝑛   0, +∞   =  lim
𝑥→0+

𝜓𝑛 𝑥  ;  lim
𝑥→+∞

𝜓𝑛 𝑥            ∶  و لدٌنا  

=  lim
𝑥→0+

 𝑓 𝑥 − 𝑛  ;  lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 𝑛     

=  −𝑛  ;  +∞    

𝑥 ∀ :  فً البداٌة سوؾ نحتاج إلى أن نبٌن أن  > 0   ;   𝑓 𝑥 < 𝑥   

 :    لدٌنا .  عددا حقٌقٌا موجبا قطعا 𝑥لٌكن 

𝑥 > 0   ⟹    
1

𝑥
> 0 ⟹   𝑒

1
𝑥 > 1 > 0 

⟹    1 + 𝑒
1
𝑥 > 1 

⟹    
1

1 + 𝑒
1
𝑥

< 1 

⟹    
𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥

< 𝑥    ;   𝑐𝑎𝑟  𝑥 > 0 

⟹    𝑓 𝛼𝑛 < 𝛼𝑛     ;     𝑐𝑎𝑟   ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝛼𝑛 > 0  

⟹    𝑛 < 𝛼𝑛     ;     𝑐𝑎𝑟   ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑓 𝛼𝑛 = 𝑛  

⟹     ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝛼𝑛 > 𝑛 

⟹    𝛼𝑛 > 𝑛     ;      
𝑂𝑛  𝑓𝑎𝑖𝑡  𝑡𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒 

𝑛  𝑣𝑒𝑟𝑠  𝑙′𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖
  

⟹    lim
𝑛∞

 𝛼𝑛 = +∞    ;      
𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  𝑙𝑒  𝑐𝑟𝑖𝑡è𝑟𝑒
𝑑𝑒  𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑟𝑎𝑖𝑠𝑜𝑛

  

⟹    𝑓 𝑥 < 𝑥    ;     ∀ 𝑥 > 0      ∗  

+∞ 

𝒏∞ 

,1  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   
,𝑐 𝜖  1                                            :  لدٌنا  𝑥2    ⟹    1 ≤ 𝑐 ≤ 𝑥2 

⟹    𝑓 1 ≤ 𝑓 𝑐 ≤ 𝑓 𝑥2   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓  ↗   𝑠𝑢𝑟  ℝ 

⟹    𝑥2 − 1  𝑓 1 ≤  𝑥2 − 1  𝑓 𝑐 ≤  𝑥2 − 1  𝑓 𝑥2     
𝑐𝑎𝑟 ∶   𝑥 ≥ 1  ⟹    𝑥2 − 1 ≥ 0 

⟹    𝑥2 − 1  𝑓 1 ≤ 𝐹 𝑥 ≤  𝑥2 − 1  𝑓 𝑥2     

lim :    و لدٌنا من جهة أخرى 
𝑥→+∞

 𝑥2 − 1  𝑓 1 =  +∞ − 1  𝑓 1     
= +∞  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓 1 > 0 

𝑦إذن المستقٌم ذو المعادلة   =
1

2
𝑥 −

1

4
   ∞+  بجوار   𝒞𝑓   مقارب مائل للمنحنى  

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = −∞ ∶  و  بنفس  الطرٌقة  لدٌنا   

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 

1

1 + 𝑒
1
𝑥

 =
1

1 + 𝑒0
=

1

2
 ∶  و  لدٌنا   

lim
𝑥→−∞

 𝑓 𝑥 −
1

2
𝑥 = lim

𝑥→−∞
 

𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥

−
1

2
𝑥            ∶  و  لدٌنا   

= lim
𝑥→−∞

 
𝑥 − 𝑥 𝑒

1
𝑥

2  1 + 𝑒
1
𝑥 

 = lim
𝑡→0−

𝑡=
1
𝑥

− 
 𝑒𝑡 − 𝑒0

𝑡 − 0
  

1

2 1 + 𝑒𝑡 
  

= − 𝑒𝑡 ′
/ 𝑡=0 ×

1

2 1 + 𝑒0 
 

= −𝑒0 ×
1

2 2 
=

−1

4
 

–  𝜖 0:  بما أن  𝑛, 𝑛  لأن   ∞+ ≥ 1.   

,0  من المجال  𝛼𝑛فإن الصفر ٌمتلك سابقا وحٌدا  +∞    
𝑛 ∀ :  ٌعنً  ≥ 1 ,  ∃!  𝛼𝑛  𝜖  0, +∞    ∶   𝜓𝑛 𝛼𝑛 = 0   

𝑛 ∀ :  ٌعنً  ≥ 1 ,  ∃!  𝛼𝑛 > 0   ∶   𝑓 𝛼𝑛 − 𝑛 = 0   

𝑛 ∀ :  ٌعنً  ≥ 1 ,  ∃!  𝛼𝑛 > 0   ∶   𝑓 𝛼𝑛 = 𝑛   

= 𝑓 𝑥:  أي أن المعادلة  𝑛 تقبل حلا وحٌدا  𝛼𝑛  ًف ℝ+
∗.   

,0   تقابل من المجال  𝜓𝑛إذن   ,𝑛−   نحو المجال   ∞+ +∞ .   

,𝑛− و هذا ٌعنً أن كل عنصر من مجموعة الوصول     ٌقبل سابقا  ∞+

,0 وحٌدا من مجموعة الإنطلاق     .𝜓𝑛  بالتقابل  ∞+
 :   أو بتعبٌر آخر 

 ∀ 𝑦 𝜖  – 𝑛, +∞   ,  ∃! 𝑥 𝜖  0, +∞    ∶   𝜓𝑛 𝑥 = 𝑦 

 :تذكير بمبرهنة المتوسط 

 𝑓 𝑐  تسمى القٌمة المتوسطة للدالة 𝑓  على  𝑎, 𝑏 .   

 .  بأكمله ℝ دالة متصلة على  𝑓لدٌنا 

,1 إذن فهً متصلة على أي مجال   𝑥2  من  ℝ  حٌث 𝑥 ≥ 1.   

,1  من  𝑐و منه حسب مبرهنة المتوسط ٌوجد عدد  𝑥2  حٌث  :    

,𝑐 𝜖  1 ∃:  أي  𝑥2   ;   𝐹 𝑥 =  𝑥2 − 1  𝑓(𝑐)   

,𝑐 𝜖  1 ∃:  أي  𝑥2   ;   𝑓 𝑐 =  
1

𝑥2−1
 𝐹 𝑥    

,𝑎  دالة متصلة على مجال  𝑓إذا كانت  𝑏   حٌث  𝑎 ≤ 𝑏 .   فإنه ٌوجد

,𝑎  من المجال  𝑐عدد  𝑏  بحٌث      : 

𝑓 𝑐 =
1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

𝑓 𝑐 =
1

𝑥2 − 1
 𝑓 𝑥 

𝑥2

1

𝑑𝑥 

𝜓 
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𝐈𝐈𝐈 التمرين الرابع  1 ج 

𝐈𝐈𝐈  3  التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈  4  التمرين الرابع 

𝐈𝐕  1  التمرين الرابع 

,1  تزاٌدٌة قطعا على المجال 𝐹أي أن الدالة  +∞ .  
 :    كما ٌلً 𝐹و نرسم جدول تؽٌرات 

𝒙 1 

𝐹 

𝐹′(𝑥) + 

+∞ 

0 

+∞ 

 

 𝓒𝑭   ∆  

𝑥2   :    و نحصل على الوضعٌة التالٌة  − 1  𝑓 1          ≤ 𝐹 𝑥     

+∞ 

𝒙 → +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 =  :    إذن حسب خاصٌات النهاٌات و الترتٌب نستنتج أن  ∞+

   ∞+  ٌقبل فرعا شلجمٌا فً اتجاه محور الأراتٌب بجوار   𝒞𝐹 نستنتج أن  

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= +∞ 

𝑥 ∀ :  لدٌنا  ≥ 1   ;    𝑥2 − 1  𝑓 1 ≤ 𝐹 𝑥    

نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد الموجب 
1

𝑥
 :     نجد 

lim
𝑥→+∞

 𝑥 −
1

𝑥
  𝑓 1 =  +∞ − 0  𝑓 1  ∶  و لدٌنا   

= +∞  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓 1 > 0 

 ∀ 𝑥 ≥ 1   ;    𝑥 −
1

𝑥
  𝑓 1 ≤

𝐹 𝑥 

𝑥
 

𝑥  :    إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة  −
1

𝑥
  𝑓 1 

         
≤

𝐹 𝑥 

𝑥
 

+∞ 

𝒙 → +∞ 

 :    و منه حسب خاصٌات النهاٌات و الترتٌب نستنتج أن 

 

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = +∞

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= +∞

   ∶  و  من  النهاٌتٌن  

 1  عند النقطة التً أفصولها  𝒞𝐹  للمنحنى   ∆ معادلة نصؾ المماس 

∶  ∆  :    تُكتب على شكل    𝑦 = 𝐹′ 1  𝑥 − 1 + 𝐹 1                        

⟹    ∆  ∶   𝑦 =  
2

1 + 𝑒
  𝑥 − 1 + 0

⟹    ∆  ∶   𝑦 =  
2

1 + 𝑒
  𝑥 − 1        

⇝    ∆  ∶   𝑦 = 0,53  𝑥 − 1              

 

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا ؼٌر منعدم 𝑛لٌكن 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =   
𝑓 𝑡 

𝑡3
 𝑑𝑡

1

 
1

𝑛+1
 

−   
𝑓 𝑡 

𝑡3
 𝑑𝑡

1

1
𝑛

 

=   
𝑓 𝑡 

𝑡3
 𝑑𝑡

1
𝑛

1
𝑛+1

 

𝑡إذن   ⟶
𝑓 𝑡 

𝑡3  1   دالة متصلة و موجبة قطعا على المجال, +∞ .   

 إذن فهً متصلة و موجبة قطعا على  
1

𝑛+1
 ;  

1

𝑛
   .∗𝑛 𝜖 ℕ  حٌث   

و لدٌنا كذلك  
1

𝑛+1
<

1

𝑛
𝑛  لأن   + 1 >.   

;   ∗𝑛 𝜖 ℕ ∀ :  أي    𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0   

;   ∗𝑛 𝜖 ℕ ∀ :  أي    𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛   

 .  تزاٌدٌة قطعا ∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ و هذا ٌعنً أن المتتالٌة  

∀ 𝑡 𝜖  1, +∞   ;   
𝑓 𝑡 

𝑡3
> 0   ∶   و  لدٌنا   

  ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;      
𝑓 𝑡 

𝑡3
 

1
𝑛

1
𝑛+1

𝑑𝑡 > 0    ∶    إذن   

𝐈𝐈𝐈  2  التمرين الرابع 

𝑥 ∀ :  نلاحظ أن  ≥ 1   ;    2𝑥3 ≥ 2 > 0   

;    ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  و كذلك      1 + 𝑒
 

1

𝑥2 
 > 0   

,1   تكون دائما موجبة قطعا على  𝐹′(𝑥)إذن   +∞ .   

 𝐼 عنصرا من 𝑎 و كان 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت  : تذكير

 فإن الدالة    

   .𝑎 و التً تنعدم فً  𝐼 على 𝑓 الأصلٌة  الوحٌدة للدالة  هً الدالة

  :   و بذلك نكتب 
𝐹 𝑎 = 0                         
 ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥)

   

,1  متصلة على المجال  𝑓 إذن ℝ دالة متصلة على 𝑓لدٌنا  +∞ .   
,𝜖  1 1و لدٌنا    :   إذن الدالة   .  ∞+

  

,1  على المجال  𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة    و التً تنعدم  ∞+

  .1فً العدد 
  :  و نكتب 

𝐺 1 = 0                               
 ∀ 𝑥 ≥ 1   ;   𝐺 ′ 𝑥 = 𝑓(𝑥)

    

 :    من جهة أخرى لدٌنا 

= 𝐹′ 𝑥:    إذن   𝐺 𝑥2  
′

=  𝑥2 ′  𝐺 ′ 𝑥2 = 2𝑥 𝑓 𝑥2  

𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑡 
𝑥2

1

𝑑𝑡 = 𝐺 𝑥2  

=
2𝑥 ∙ 𝑥2

1 + 𝑒
 

1
𝑥2 

 

𝐹 ∶   𝐼  ⟶   ℝ                         

𝑥  ⟶    𝑓 𝑡 
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

𝐺 ∶   1, +∞   ⟶   ℝ                                    

𝑥  ⟶    𝑓 𝑡 
𝑥

1

𝑑𝑡
 

 ∀ 𝑥 ≥ 1   ;    𝐹′ 𝑥 =
2𝑥3

1 + 𝑒
 

1
𝑥2 

                                      ∶  إذن    
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𝐈𝐕 التمرين الرابع  2 ب 

=   
1

1 + 𝑒𝑡
 𝑑𝑡

𝑛

1

 

=   
1 + 𝑒𝑡 − 𝑒𝑡

1 + 𝑒𝑡
 𝑑𝑡

𝑛

1

 

=   1 −
𝑒𝑡

1 + 𝑒𝑡
 𝑑𝑡

𝑛

1

 

 ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;    𝑢𝑛 =   1 −
𝑒𝑡

1 + 𝑒𝑡
 𝑑𝑡

𝑛

1

   ∶  و بالتالً  

lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = lim
𝑛∞

   𝑛 − 1 − ln  
1 + 𝑒𝑛

1 + 𝑒
                      ∶   و منه  

= lim
𝑛∞

   𝑛 − 1 − ln 1 + 𝑒𝑛 + ln 1 + 𝑒     

= lim
𝑛∞

   𝑛 − 1 − ln 𝑒𝑛 𝑒−𝑛 + 1  + ln 1 + 𝑒     

= lim
𝑛∞

  𝑛 − 1 − 𝑛 − ln 𝑒−𝑛 + 1 + ln 1 + 𝑒     

= lim
𝑛∞

  −1 − ln 𝑒−𝑛 + 1 + ln 1 + 𝑒     

= −1 − ln 0 + 1 + ln 1 + 𝑒  

= −1 + ln 1 + 𝑒  

= ln  
1

𝑒
 + ln 1 + 𝑒  

= ln  
1 + 𝑒

𝑒
  

lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = ln  
1 + 𝑒

𝑒
    ∶  و بالتالً  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗    ;    𝑢𝑛 =  𝑛 − 1 − ln  
1 + 𝑒𝑛

1 + 𝑒
  ∶   و بالتالً  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ⟹     𝑢𝑛 =   1 −
𝑒𝑡

1 + 𝑒𝑡
 𝑑𝑡

𝑛

1

  

=  1 𝑑𝑡
𝑛

1

−   
𝑒𝑡

1 + 𝑒𝑡
 𝑑𝑡

𝑛

1

  

=  𝑡 1
𝑛 −  

 1 + 𝑒𝑥 ′

 1 + 𝑒𝑥 
𝑑𝑡

𝑛

1

  

=  𝑡 1
𝑛 −  ln 1 + 𝑒𝑡   1

𝑛   

=  𝑡 1
𝑛 −  ln 1 + 𝑒𝑡  1

𝑛       ;     1 + 𝑒𝑡 > 0  𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠 
=  𝑛 − 1 −  ln 1 + 𝑒𝑛 − ln 1 + 𝑒   

=  𝑛 − 1 − ln  
1 + 𝑒𝑛

1 + 𝑒
  

𝐈𝐕 التمرين الرابع  2 أ 

𝑦:   إذا كان  =
1

𝑛
𝑡:  فإن   .  = 𝑛.   

𝑂𝑛  𝑎 ∶    𝑢𝑛 =   
𝑓 𝑦 

𝑦
 

1

1
𝑛

𝑑𝑦  ;    𝑦  𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒  𝑚𝑢𝑒𝑡𝑡𝑒 

𝑑𝑡

𝑑𝑦
= − 

1

𝑦
 

2

= −𝑡2      ∶ 𝑡     إذن   =
1

𝑦
  ∶  نضع   

𝑦:   إذا كان  = 𝑡:  فإن   . 1 = 1.   

𝑢𝑛 =   
𝑓 𝑦 

𝑦
 

1

1
𝑛

𝑑𝑦 =  

 

 
 1

𝑦2  1 + 𝑒
1
𝑦 

 

 
 1

1
𝑛

𝑑𝑦 ∶  و منه  

=   𝑡2  
1

1 + 𝑒𝑡
  

−1

𝑡2
 𝑑𝑡 

1

𝑛

 

=   
−1

1 + 𝑒𝑡
 𝑑𝑡

1

𝑛
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 التمرين الأول  1  

 

 التمرين الأول  2 ب 

𝐼 =  
1 0
0 1

 =  𝑒
0 0𝑒0

0 𝑒0  = 𝑀0   ∶  لدٌنا   

𝐼  فإن  ϵ ℝ 0بما أن   = 𝑀0 𝜖 𝐴.   

𝐼:  و لدٌنا  =  
1 0
0 1

 =  
1 ln 1
0 1

 = 𝑁1   

+𝜖 ℝ 1بما أن  
𝐼  فإن  ∗ = 𝑁1 𝜖 𝐵.   

 التمرين الأول  2 أ 

𝑀𝑎  ∀:  إذن  , 𝑀𝑏  𝜖 𝐴2  ;    𝑀𝑎 ×  𝑀𝑏 −1 𝜖 𝐴   

   . ×, ℳ2 ℝ   زمرة جزئٌة من الزمرة التبادلٌة الأم   ×,𝐴 و بالتالً  
 .  زمرة تبادلٌة كذلك  ×,𝐴 إذن  

 التمرين الأول  2 ج 

   . ×,𝐴   زمرة جزئٌة للزمرة   ×,𝐸 لكً تكون  

                                          𝐴  جزء ؼٌر فارغ من 𝐸: ٌكفً أن نبٌن أن 

𝑀𝑎  ∀و                        , 𝑀𝑏  𝜖 𝐸2  ;    𝑀𝑎 ×  𝑀𝑏 −1 𝜖 𝐸.   

 𝐸 جزء ؼٌر فارغ من 𝐴 لأنه ٌضم مصفوفات 𝑀𝑎 2 مربعة من الرتبة    

𝐼:  و من بٌن هذه المصفوفات نجد  . 𝑎و ذات البارامتر النسبً  = 𝑀0.   

  .𝐸  مصفوفتٌن من 𝑀𝑏  و  𝑀𝑎لتكن  

𝑀𝑎 :  (لدٌنا حسب السؤال ب ×  𝑀𝑏 −1 = 𝑀𝑎 × 𝑀−𝑏 = 𝑀 𝑎−𝑏    

𝑎  عددان نسبٌان فإن  𝑏 و 𝑎بما أن  − 𝑏  ًكذلك عدد نسب  . 

𝑀𝑎  ∀:  و منه  , 𝑀𝑏  𝜖 𝐸2  ;   𝑀𝑎 ×  𝑀𝑏 −1 = 𝑀 𝑎−𝑏  𝜖 𝐸   

   . ×,𝐴   زمرة جزئٌة للزمرة   ×,𝐸 و بالتالً  

 التمرين الأول  2 د 

  .𝐴  مصفوفتٌن من 𝑀𝑏  و  𝑀𝑎لتكن  

𝑀𝑎                      :   لدٌنا  × 𝑀𝑏 =  
𝑒𝑎 𝑎 𝑒𝑎

0 𝑒𝑎  ×  𝑒
𝑏 𝑏 𝑒𝑏

0 𝑒𝑏
  

𝑎بما أن    𝐴 و 𝑏   𝐴 فإن 𝑎 𝜖 ℝ و 𝑏 𝜖 ℝ  

𝑎 :  و منه  + 𝑏  𝜖 ℝ .   ًٌعن:        𝑀 𝑎+𝑏    

=  𝑒
𝑎  𝑒𝑏 𝑏 𝑒𝑎  𝑒𝑏 + 𝑎 𝑒𝑎  𝑒𝑏

0 𝑒𝑎  𝑒𝑏
  

=  
𝑒 𝑎+𝑏  𝑎 + 𝑏  𝑒 𝑎+𝑏 

0 𝑒 𝑎+𝑏 
  

 .  زمرة تبادلٌة توجد طرٌقتان  ×,𝐴 لكً نبٌن أن  
 :    ٌكفً أن نبٌن أن  : الطريقة الأولى

  𝐴مجموعة ؼٌر فارؼة 
  × ًقانون تركٌب داخلً ف𝐴  

  ×ًتبادلً و تجمٌع 

  × ًٌقبل عنصرا محاٌدا وحٌدا ف𝐴  

  كل مصفوفة𝑎 من 𝐴 تقبل مقلوبا من 𝐴.  

  زمرة جزئٌة من الزمرة  ×,𝐴 ٌكفً أن نبٌن أن   : الطريقة الثانية

 : و من أجل ذلك نبٌن أن   .  ×, ℳ2 ℝ التبادلٌة الأم  

  𝐴  جزء ؼٌر فارغ منℳ2 ℝ .   

  

 مجموعة ؼٌر فارؼة لأنها تضم مصفوفات مربعة من 𝐴 : الطريقة الأولى

  :    𝐼ومن بٌن هذه المصفوفات نستطٌع رصد العنصر  . 2الرتبة 

 :    لدٌنا ( أ (2لأنه و حسب السؤال  . 𝐴 قانون تركٌب داخلً فً × 

    :ضرب المصفوفات فً  تبادلً لأن 

 :     لأن 𝐴 قانون تجمٌعً فً ×و كذلك 

   .𝐴  العنصر المحاٌد للضرب فً  𝑀𝜀لتكن المصفوفة  
𝑀𝑥 ∀:  إذن   𝜖 𝐴  ;   𝑀𝑥 × 𝑀𝜀 = 𝑀𝜀 × 𝑀𝑥 = 𝑀𝑥   
𝑀𝑥+𝜀:  أي  = 𝑀𝑥   

𝐼 =  
1 0
0 1

 =  𝑒
0 0𝑒0

0 𝑒0  = 𝑀0 𝜖 𝐴  ∶  لدٌنا   

∀  𝑀𝑎 , 𝑀𝑏  𝜖 𝐴2  ;   𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 = 𝑀 𝑎+𝑏  𝜖 𝐴  ∶  لدٌنا   

∀  𝑀𝑎 , 𝑀𝑏  𝜖 𝐴2  ;   𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 = 𝑀 𝑎+𝑏 = 𝑀𝑏 × 𝑀𝑎  

∀  𝑀𝑎 , 𝑀𝑏 , 𝑀𝑐  𝜖 𝐴3  ;   𝑀𝑎 ×  𝑀𝑏 × 𝑀𝑐 = 𝑀𝑎 × 𝑀 𝑏+𝑐  

= 𝑀𝑎+𝑏+𝑐  

= 𝑀𝑎+𝑏 × 𝑀𝑐  

=  𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 × 𝑀𝑐  

سوؾ نحتاج فً هذه الطرٌقة إلى تعبٌر مقلوب مصفوفة  : الطريقة الثانية

 .  بالنسبة للضرب  ℳ2 ℝبصفة عامة فً  

  لأنها تضم مصفوفات مربعة من  ℳ2 ℝ جزء ؼٌر فارغ من  𝐴لدٌنا 

:  و من بٌن هذه المصفوفات نجد .  ذات معاملات حقٌقٌة 2الرتبة 

𝐼 =  
1 0
0 1

 = 𝑀0 𝜖 𝐴   

  .𝐴  مصفوفتٌن من 𝑀𝑏  و  𝑀𝑎لتكن  

𝑀𝑎            : لدٌنا  ×  𝑀𝑏 −1 =  
𝑒𝑎 𝑎 𝑒𝑎

0 𝑒𝑎  ×  𝑒
𝑏 𝑏 𝑒𝑏

0 𝑒𝑏
 
−1

 

∀ 𝑀 =  
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

  𝜖 ℳ2 ℝ   ;   𝑀−1 =
1

 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 
 

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

  

=
1

𝑒𝑏  𝑒𝑏 − 0
 
𝑒𝑎 𝑎 𝑒𝑎

0 𝑒𝑎  ×  𝑒
𝑏 −𝑏 𝑒𝑏

0 𝑒𝑏
  

= 𝑒−2𝑏  
𝑒 𝑎+𝑏  𝑎 − 𝑏  𝑒 𝑎+𝑏 

0 𝑒 𝑎+𝑏 
  

=  
𝑒 𝑎−𝑏  𝑎 − 𝑏  𝑒 𝑎−𝑏 

0 𝑒 𝑎−𝑏 
 = 𝑀 𝑎−𝑏  

= 𝑀 𝑎−𝑏  𝜖 𝐴  ;   𝑐𝑎𝑟   𝑎 − 𝑏  𝜖 ℝ 

𝑀𝑎  ∀:  فً البداٌة نلاحظ أن  , 𝑀𝑏  𝜖 𝐴2  ;   𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 = 𝑀𝑎+𝑏   

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :  أي    𝑀𝑎 × 𝑀𝑎 × ⋯ × 𝑀𝑎 = 𝑀𝑛𝑎   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً     𝑀𝑎 𝑛 = 𝑀𝑛𝑎   ;   𝑐𝑎𝑟   𝑀𝑎 0 = 𝑀0𝑎 = 𝐼   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  و كذلك     𝑀𝑎 −𝑛 =  𝑀𝑎
−1 𝑛 =  𝑀−𝑎 𝑛 = 𝑀−𝑛𝑎   

 :    و بصفة عامة نكتب 
 ∀𝑛𝜖ℕ∗  ∀𝑖𝜖 1, ⋯ , 𝑛    ;   𝑀𝑎1

× ⋯ × 𝑀𝑎𝑛
= 𝑀  𝑎𝑖

𝑛
1   

ٌُمكن أن نكتب بصفة عامة   :  إذن 

∀ 𝑘 𝜖 ℤ  ;    𝑀𝑎 𝑘 = 𝑀𝑘𝑎 =  𝑒
𝑘𝑎 𝑘𝑎 𝑒𝑘𝑎

0 𝑒𝑘𝑎
  

 :    أي 
𝑒 𝑥+𝜀  𝑥 + 𝜀  𝑒 𝑥+𝜀 

0 𝑒 𝑥+𝜀 
 =  

𝑒𝑥 𝑥 𝑒𝑥

0 𝑒𝑥   

= 𝑒 𝑥+𝜀:  ٌعنً  𝑒𝑥 أي    :𝑥 + 𝜀 = 𝑥 .   أي  :𝜀 = 0 𝜖 ℝ.   

  
  .𝐴 فً ×  هً العنصر المحاٌد للضرب 𝑀0إذن المصفوفة  

  .×  مماثلتها بالنسبة للقانون ′𝑀𝑥 و  𝐴  مصفوفة من 𝑀𝑥لتكن  
𝑀𝑥:  إذن  × 𝑀𝑥′ = 𝑀𝑥′ × 𝑀𝑥 = 𝑀0 .   أي  :𝑀𝑥+𝑥′ = 𝑀0   

 

 .  زمرة تبادلٌة  ×,𝐴   خلاصة

𝑥:  أي  + 𝑥′ = ′𝑥:  أي   . 0 = −𝑥.   

 . 𝐴  من 𝑀−𝑥 تقبل مقلوبا و هً المصفوفة  𝐴  من 𝑀𝑥إذن كل مصفوفة  

𝑀𝑥 −1 :  و نكتب  = 𝑀−𝑥   

𝑀𝑥  𝜖 𝐴   ⟹    𝑥 𝜖 ℝ 
⟹   −𝑥 𝜖 ℝ 
⟹    𝑀−𝑥   𝜖  𝐴 

𝜖 𝑀 𝑀 𝜖 

𝜖 𝐴 

= 𝑀 𝑎+𝑏  

𝑀 
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 التمرين الأول  3 أ 

 التمرين الأول  3 ب 

 التمرين الأول  4  

  الثانيالتمرين  1  

  .2 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر من 𝑛لٌكن  : تذكير
 و مُربعه أصؽر 𝑛 ٌقسم 𝑝 عدد ؼٌر أولً فإنه ٌوجد عدد أولً 𝑛إذا كان 

  . 𝑛من أو ٌساوي 
إذا كانت جمٌع الأعداد الأولٌة التً مُربعاتها أصؽر من أو  : بتعبير آخر

 . عدد أولً 𝑛 فإن العدد 𝑛 لا تقسم 𝑛تساوي 

 3 و 2 هً 2011لدٌنا الأعداد الأولٌة التً مربعاتها أصؽر من أو تساوي 
 43 و 41 و 37 و 31 و 29 و 23 و 19 و 17 و 13 و 11 و 7 و 5و 

 لا ٌقبل القسمة على أي 2011و نتأكد باستعمال الآلة الحاسبة أن  . 47و 

 . أولً 2011إذن العدد . عدد من هذه الأعداد 

 عددا كبٌرا و كل عدد أراد 𝑛هذه التقنٌة تُصبج تافهة كلما كان  : ملاحظة

. الحصول على شهادة الأولٌة ٌجب أن ٌنتظر طوٌلا أمام مكتب هذه الخاصٌة 

 .ها ها ها ها ها 
𝐴𝑢𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 − 𝑑𝑖𝑡 ∶   𝑖𝑙  𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒  𝑑′𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒𝑠  𝑚é𝑡𝑜𝑑𝑒𝑠
𝑒𝑡  𝑑′𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒𝑠  𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒𝑠  𝑑𝑒  𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑙𝑖𝑡é  𝑝𝑙𝑢𝑠  é𝑓𝑓𝑖𝑐𝑎𝑐𝑒𝑠
𝑒𝑡  𝑛𝑜𝑛  𝑐𝑜𝑢𝑡𝑒𝑢𝑥 .  𝑒𝑡  𝑞𝑢𝑖  𝑑é𝑙𝑖𝑣𝑟𝑒𝑛𝑡  𝑙𝑒𝑠  𝑐𝑒𝑟𝑡𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑠
𝑑𝑒  𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑙𝑖𝑡é  𝑎𝑢𝑥  𝑎𝑦𝑎𝑛𝑡  𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡  à  𝑏𝑜𝑛  𝑝𝑟𝑖𝑥  𝐻𝐻𝐻𝐻!

 

      :  ٌكفً أن نبٌن أن  ×, ℳ2 ℝ  جزءا مستقرا من  𝐵لكً ٌكون 

𝐵  جزء ؼٌر فارغ من ℳ2 ℝ  .  قانون تركٌب داخلً فً      و 𝐵.  

 𝐵  جزء ؼٌر فارغ من ℳ2 ℝ  لأنه ٌضم مصفوفات مربعة من الرتبة  

𝐼 و ذات معاملات حقٌقٌة و من بٌن هذه المصفوفات نجد  2 = 𝑁1 𝜖 𝐵.   

  .𝐵 مصفوفتٌن من 𝑁𝑏 و 𝑁𝑎لتكن 

𝑁𝑎                               :  لدٌنا  × 𝑁𝑏 =  
1 ln 𝑎
0 1

 ×  
1 ln 𝑏
0 1

  

  .𝐵 قانون تركٌب داخلً فً ×إذن 
   . ×, ℳ2 ℝ  جزء مستقر من  𝐵و منه 

=  
1 ln 𝑎 + ln 𝑏
0 1

  

=  1 ln 𝑎𝑏 
0 1

 = 𝑁𝑎𝑏  

 𝑁𝑎 , 𝑁𝑏  𝜖 𝐵2   ⟹   𝑎 > 0  𝑒𝑡  𝑏 > 0 
  ⟹   𝑎𝑏 > 0 

  ⟹   𝑁𝑎𝑏  𝜖 𝐵 

  ⟹   𝑁𝑎 × 𝑁𝑏   𝜖  𝐵 

+ℝ تكون المجموعتان  
∗   متشاكلتان تقابلٌا إذا وجد تطبٌق  ×,𝐵   و   ×,

𝑓  معرؾ من  ℝ+
∗  .  بحٌث  تشاكل تقابلً  ×,𝐵   نحو   ×,

+ℝ نعتبر التطبٌق المعرؾ من  
∗  :     بما ٌلً  ×,𝐵   نحو   ×,

𝑓 ∶    ℝ+
∗ ,×   ⟶    𝐵,×                                

𝑏  ⟶   𝑓 𝑏 = 𝑁𝑏
 

𝑁𝑎:  لدٌنا  . 𝐵 مصفوفتان من 𝑁𝑏 و 𝑁𝑎لتكن  × 𝑁𝑏 = 𝑁𝑎𝑏   

× 𝑓 𝑎:  إذن  𝑓 𝑏 = 𝑓 𝑎 × 𝑏 .   
+ℝ  تشاكل من  𝑓و هذا ٌعنً أن 

∗    . ×,𝐵   نحو   ×,
+𝑏 𝜖 ℝ:  إذن  . 𝐵 مصفوفة من 𝑁𝑏لتكن 

∗   
+ℝو لنحل فً  

= 𝑥   المعادلة  ∗ 𝑁𝑏     ذات المجهول 𝑥.  

+ℝإذن المعادلة تقبل حلا فً  
  .𝑏  و هو العدد ∗

𝑁𝑏 ∀ :  أو بتعبٌر آخر   𝜖 𝐵  ∃! 𝑥 𝜖 ℝ+
∗    ;  𝑓 𝑥 = 𝑁𝑏   

+ℝ تطبٌق تقابلً من  𝑓و هذا ٌعنً أن 
   𝐵  نحو  ∗

+ℝ  تشاكل تقابلً من  𝑓 : خلاصة
∗     ×,𝐵   نحو   ×,

+ℝ و منه  
∗  .  متشاكلتان تقابلٌا ×,𝐵   و   ×,

+ℝ و نستنتج من هذا أن صورة الزمرة التبادلٌة  
∗   بالتشاكل التقابلً   ×,

   . ×,𝐵 هً الزمرة التبادلٌة  
و نعلم أن التشاكل التقابلً ٌحافظ على البنٌة الجبرٌة لمجموعة الإنطلاق 

ٌُحولها إلى مجموعة الوصول  .و 
+ℝ بما أن  

∗  هو العدد ×  زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد بالضرب  ×,

 ٌقبل مماثلا و هو العدد 𝑥 و كل عدد حقٌقً 1الحقٌقً الموجب 
1

𝑥
.  

 هو ×  زمرة تبادلٌة كذلك عنصرها المحاٌد بالضرب  ×,𝐵 فإن  

𝑁1المصفوفة   = 𝑓 1  و كل مصفوفة  𝑁𝑥 تقبل مماثلة بالضرب × 

𝑁1و هً المصفوفة  

𝑥

= 𝑓  
1

𝑥
    

𝑓 𝑥 = 𝑁𝑏   ⟺   𝑁𝑥 = 𝑁𝑏  

  ⟺    
1 ln 𝑥
0 1

 =  
1 ln 𝑏
0 1

  

  ⟺   ln 𝑥 = ln 𝑏 

  ⟺   𝑒ln 𝑥 = 𝑒ln 𝑏  

  ⟺   𝑥 = 𝑏 𝜖 ℝ+
∗  

𝐴لكً تكون المجموعة   ∪ 𝐵 فً  ×  مستقرة بالنسبة للضرب ℳ2 ℝ  .    

,𝑀  ∀:  ٌكفً أن نتحقق من أن  𝑀′  𝜖  𝐴 ∪ 𝐵 2  ;   𝑀 × 𝑀′𝜖 𝐴 ∪ 𝐵   
 :   أو بتعبٌر آخر، ٌكفً أن نتحقق من الشروط التالٌة 

         . نلاحظ أن الشرطان الأول و الثانً محققان حسب ما سبق 

 :    أما الشرط الثالث فهو ؼٌر محقق و نُعللُ ذلك بما ٌلً 
  .𝐵 مصفوفة من 𝑁𝑏 و 𝐴  مصفوفة من 𝑀𝑎لتكن  

𝑀𝑎                         :   لدٌنا  × 𝑁𝑏 =  
𝑒𝑎 𝑎 𝑒𝑎

0 𝑒𝑎  ×  
1 ln 𝑏
0 1

  

𝑀       لنبٌن أن 𝑀  و  ∌ ∉ 𝐵.   

  .    𝜖 𝐴 بالخلؾ نفترض أن  

𝑀 بحٌث  ℝ من 𝛼إذن ٌوجد  = 𝑀𝛼.   

                                :  أي 
𝑒𝑎  𝑎 + ln 𝑏 𝑒𝑎

0 𝑒𝑎  =  
𝑒𝛼 𝛼 𝑒𝛼

0 𝑒𝛼   

𝑏و هذا تناقض واضح و خصوصا عندما ٌكون   ≠ 1.   

   .𝑀 𝜖 𝐵:  نفترض الآن أن 
+ℝ من  𝛽إذن ٌوجد 

𝑀  حٌث  ∗ = 𝑁𝛽.   

𝑎و هذا تناقض عندما نأخذ   ≠ 0   
𝑀𝑎  ∀:  إذن  , 𝑁𝑏  𝜖 𝐴 × 𝐵  ;   𝑀𝑎 × 𝑁𝑏   ∉   𝐴 ∪ 𝐵   

𝐴       و بالتالً المجموعة    . ℳ2 ℝ فً  ×  ؼٌر مستقرة بالنسبة للضرب ∪

  

∀  𝑁𝑎 , 𝑁𝑏  𝜖 𝐵2  ;   𝑁𝑎 × 𝑁𝑏   𝜖  𝐴 ∪ 𝐵

∀  𝑀𝑎 , 𝑀𝑏  𝜖 𝐴2  ;   𝑀𝑎 × 𝑀𝑏   𝜖  𝐴 ∪ 𝐵

∀  𝑀𝑎 , 𝑁𝑏  𝜖  𝐴 × 𝐵  ;   𝑀𝑎 × 𝑁𝑏   𝜖  𝐴 ∪ 𝐵

  

=  
𝑒𝑎  − ln 𝑏  𝑒𝑎 + 𝑎 𝑒𝑎

0 𝑒𝑎  = 𝑀 

⟺     
𝑎 = 𝛼             
𝑎 + ln 𝑏 = 𝛼

    ⟺       
𝑎 = 𝛼
𝑏 = 1

   

⟺    
𝑒𝑎  𝑎 + ln 𝑏 𝑒𝑎

0 𝑒𝑎  =  
1 ln 𝑏
0 1

  

⟺     
𝑒𝑎 = 1                        
 𝑎 + ln 𝑏  𝑒𝑎 = ln 𝛽

  

⟺     
𝑎 = 0 
𝑏 = 𝛽

  

𝑓 

× 

𝑓 

𝐴 

𝑀 

𝐵 
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 الثانيالتمرين  2 أ 

,𝑥 لٌكن   𝑦  حلا للمعادلة  𝐸  ًف  ℕ∗ 2.   
  .𝑦لا ٌقسم العدد  𝑝و نرٌد أن نبٌن أن 
  .𝑦 قاسم للعدد 𝑝بالخلؾ نفترض أن 

𝑦 حٌث  ∗ℕ من 𝑘إذن ٌوجد  = 𝑘𝑝.   
,𝑥 و لدٌنا   𝑦  حل للمعادلة   𝐸   ًف ℕ∗ × ℕ∗.   

𝑝𝑥:  إذن  + 𝑦𝑝−1 = 2011.   
𝑝𝑥:   نجد 𝑘𝑝 بالعدد 𝑦نُعوض فً هذه الكتابة  +  𝑘𝑝 𝑝−1 = 2011   

𝑝 𝑥:  أي  + 𝑘𝑝−1 ∙ 𝑝𝑝−2 = 2011   
  .2011 ٌقسم العدد 𝑝إذن 

  .2011 عدد أولً و ٌقسم العدد الأولً 𝑝حصلنا إذن على أن 
𝑝:  إذن  =  .و هذا ٌتناقض مع المعطٌات الصرٌحة للتمرٌن   . 2011

 .إذن ما افترضناه كان خاطئا 
  .𝑦 لا ٌقسم العدد 𝑝إذن 

 الثانيالتمرين  2 ب 

 التمرين الأول  2 ج 

 الثانيالتمرين  3  

𝑝نفترض أن   = 5 .   
∶  𝐸 :    تُصبح  𝐸 إذن المعادلة    5𝑥 + 𝑦4 = 2011  

5 و     عدد أول5ًلدٌنا  ∧ 𝑦 = 1.   
𝑦4:    نكتب             إذن حسب   ≡ 1  5    

𝑦4 بحٌث  ℕ من 𝑘إذن ٌوجد  − 1 = 5𝑘.   

5𝑘   بالعدد  𝑦4نعوض   +         فً  1
5𝑥:  نحصل على  + 5𝑘 + 1 = 2011   

𝑥 5:  ٌعنً  + 𝑘 = 𝑥:  ٌعنً   . 2010 + 𝑘 = 402   

 
𝑥:  ٌعنً  = 402 − 𝑘   

   . 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡 سوؾ نستعمل فً هذا السؤال مبرهنة  
 (الصٌؽة العامة  ): تذكٌر بمبرهنة فٌرما 

 (الصٌؽة الخاصة  ): تذكٌر بمبرهنة فٌرما 

𝑝 و       +𝜖 ℙ إذن    .𝑦 عدد أولً و لا ٌقسم العدد 𝑝لدٌنا  ∧ 𝑦 = 1.   
𝑦𝑝−1:   نستنتج أن 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡و منه حسب  ≡ 1  𝑝    

𝑦𝑝−1  حٌث  ℕ من 𝑘إذن ٌوجد  − 1 = 𝑘𝑝.   
,𝑥 و لدٌنا   𝑦  حل للمعادلة   𝐸   ًف ℕ∗ × ℕ∗.   

𝑝𝑥:  إذن  + 𝑦𝑝−1 = 2011.   

𝑘𝑝   بـ  𝑦𝑝−1نعوض فً هذه الكتابة   +  :        فنحصل على  1

𝑝𝑥:  ٌعنً  + 𝑘𝑝 = 2010.   
𝑝 𝑥:  أي  + 𝑘 =   .2010 ٌقسم العدد 𝑝و هذا ٌعنً أن   . 2010

 :   إلى جداء عوامل أولٌة نحصل على ما ٌلً 2010نُفكك العدد 

2010:  ٌعنً أن  = 2 × 5 × 3 × 67.   

 :    لقد حصلنا لحد الآن على الوضعٌة التالٌة 

; 𝑝 𝜖  5:  نستنتج إذن أن  67 .   
𝑝لاحظ أن   ≠ 𝑝  و  2 ≠ 𝑝  لأن  3 ≥ 5.   

𝑝 𝜖 ℙ+   ⟹    ∀ 𝑎 𝜖 ℤ   ;    𝑎𝑝 ≡ 𝑎  𝑝  

 
𝑝 𝜖 ℙ+     
𝑝 ∧ 𝑎 = 1

   ⟹       𝑎𝑝−1 ≡ 1  𝑝  

𝑝𝑥 + 𝑘𝑝 + 1 = 2011 

2010
1005
201
67

𝑆𝑡𝑜𝑝  1           

2
5
3

67
 

  𝑝 5عدد أولً و أكبر من أو ٌساوي 

   العدد𝑝 2010 ٌقسم العدد  

  

𝑝نفترض أن   = 67.   
∶  𝐸 :   تصبح  𝐸 إذن المعادلة    67𝑥 + 𝑦66 = 2011   

67 و     عدد أول67ًلدٌنا  ∧ 𝑦 = 1.   
𝑦66:  إذن حسب مبرهنة فٌرما نكتب  ≡ 1  67 .   

𝑦66  بحٌث  ℕ من 𝑘ٌوجد إذن  − 1 = 67𝑘.   
67𝑘   بالعدد  𝑦66نعوض   +                            𝐸   فً المعادلة  1

67𝑥:  نجد  + 67𝑘 + 1 = 2001   
𝑥 67:  ٌعنً أن  + 𝑘 = 𝑥:  أي   . 2010 + 𝑦 = 30.   

𝑥:  أي  = 30 − 𝑘   
∗𝑛 𝜖 ℕ                                                          :  لدٌنا     ⟹    𝑥 > 0 

⟹    30 − 𝑘 > 0 

⟹    𝑘 < 30 

⟹    67𝑘 < 2010 

⟹    67𝑘 + 1 < 2011 

⟹    𝑦66 < 2011 
⟹    0 < 𝑦66 < 2011  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑦 𝜖 ℕ∗ 

⟹     0
66

<  𝑦6666
<  2011

66
   ;   𝑒𝑡   𝑦 𝜖 ℕ∗ 

⟹    0 < 𝑦 < 1,12    ;   𝑒𝑡   𝑦 𝜖 ℕ∗ 

⟹    𝑦 = 1 𝜖 ℕ∗ 

⟹    67𝑘 + 𝑦66 = 2011   𝑒𝑡   𝑦 = 1 

⟹    67𝑘 + 166 = 2011    

⟹    67𝑘 = 2010    

⟹    𝑥 = 30 𝜖 ℕ∗    

𝑝 فً حالة      :خلاصة =    h    تقبل حلا وحٌدا فً 𝐸   المعادلة 67

                ℕ∗ × ℕ∗  30   و هو الزوج; 1 .   

∗𝑛 𝜖 ℕ                                                       :  لدٌنا     ⟹    𝑥 > 0 
⟹    402 − 𝑘 > 0 
⟹    𝑘 < 402 
⟹    5𝑘 < 2010 
⟹    5𝑘 + 1 < 2011 
⟹    𝑦4 < 2011 
⟹    0 < 𝑦4 < 2011  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑦 𝜖 ℕ∗ 

⟹     0
4

<  𝑦44
<  2011

4
   ;   𝑒𝑡   𝑦 𝜖 ℕ∗ 

⟹    0 < 𝑦 < 6,69    ;   𝑒𝑡   𝑦 𝜖 ℕ∗ 

⟹    𝑦 𝜖  1, 2, 3, 4, 5, 6  

⟹    𝑦 𝜖  1, 2, 3, 4, 6   ;   𝑐𝑎𝑟  5 ∧ 𝑦 = 1 

 التً تُصبح معادلة من    بكل قٌمة من هذه القٌم فً المعادلة 𝑦نعوض  

 :  فنحصل فً الأخٌر على النتائج التالٌة 𝑥الدرجة الأولى بمجهول واحد 

𝑦 = 1   ⟹    𝑥 = 402  𝜖  ℕ∗

𝑦 = 2   ⟹    𝑥 = 399  𝜖  ℕ∗

𝑦 = 3   ⟹    𝑥 = 386  𝜖  ℕ∗

𝑦 = 4   ⟹    𝑥 = 351  𝜖  ℕ∗

𝑦 = 6   ⟹    𝑥 = 143  𝜖  ℕ∗

 

𝑝 

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡 

𝐸 

𝐸 
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 التمرين الثالث  1  

 الثالثالتمرين  2 أ 

 الثالثالتمرين  2 ب 

 الثالثالتمرين  3 أ 

; 402 :  الأزواج التً حصلنا علٌها هً  ; 399   و   1 2              
; 386 و                               ; 351   و   3 ; 143   و   4 6 .   

 نحصل  𝐸  ، عندما نعوض كل زوج من هذه الأزواج فً المعادلة عكسيا

  .2011على العدد 

∗ℕ  فً   𝐸 و بالتالً مجموعة حلول المعادلة   × ℕ∗ ًه      : 

𝑆 =  
 402 ; 1   ;    399 ; 2   ;    143 ; 6 

 386 ; 3   ;    351 ; 4 
  

= ∆                              :   لدٌنا    3𝑚 − 2𝑖 2 − 4 2𝑚2 − 4𝑚𝑖  
= 9𝑚2 − 4 − 12𝑚 𝑖 − 8𝑚2 + 16𝑚 𝑖 

 

= 𝑚2 + 4𝑚 𝑖 − 4 

 
= 𝑚2 + 2 𝑚  2𝑖 +  2𝑖 2 

 
=  𝑚 + 2𝑖 2 

 
 :  التالٌٌن 𝑧2  و  𝑧1  تقبل حلٌن عقدٌٌن   𝐸 إذن المعادلة  

  
𝑧1 =

 3𝑚 − 2𝑖 −  𝑚 + 2𝑖 

2
= 𝑚 − 2𝑖

𝑧1 =
 3𝑚 − 2𝑖 +  𝑚 + 2𝑖 

2
= 2𝑚       

  

 

𝑚 =  1 + 𝑖   ⟹     
𝑧1 =  1 + 𝑖 − 2𝑖 =  1 − 𝑖 

𝑧2 = 2 1 + 𝑖                           
  

   ⟹     
 𝑧1 =  12 +  −1 2 =  2

 𝑧2 =  22 + 22 = 2 2    

  

   ⟹    𝑧1 <  𝑧2  

 𝑧1 = 1 − 𝑖 =  2  
 2

2
−

 2

2
 𝑖 =  2  cos  

𝜋

4
 − 𝑖 sin  

𝜋

4
   

=  2  cos  
−𝜋

4
 − 𝑖 sin  

−𝜋

4
   

=  2 𝑒
−𝑖𝜋

4   ;   𝐹𝑜𝑟𝑚𝑒  𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒 

=   2  ;  
−𝜋

4
    ;   𝐹𝑜𝑟𝑚𝑒  𝑡𝑟𝑖𝑔𝑜𝑛𝑜𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒 

𝑧2 = 2 1 + 𝑖 = 2 2  
 2

2
+

 2

2
 𝑖  

= 2 2  cos  
𝜋

4
 + 𝑖 sin  

𝜋

4
   

= 2 2  𝑒
𝑖𝜋
4   ;   𝐹𝑜𝑟𝑚𝑒  𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒 

=  2 2  ;  
𝜋

4
    ;   𝐹𝑜𝑟𝑚𝑒  𝑡𝑟𝑖𝑔𝑜𝑛𝑜𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒 

 𝑧1−                      : لدٌنا 
3 =  𝑖 − 1 3 = 𝑖3 − 3𝑖2 + 3𝑖 − 1 

= −𝑖 + 3 + 3𝑖 − 1 = 2𝑖 + 2 
= 2 𝑖 + 1 = 𝑧2 

sin:  و لدٌنا كذلك   
𝜋

6
 =

1

2
sin:  إذن   .   2  

𝜋

12
  =

1

2
 .   

 
2:  أي  sin  

𝜋

12
 cos  

𝜋

12
 =

1

2
 .   

𝑒 2                        : و بالتالً 
𝑖𝜋

12 =  2  cos  
𝜋

12
 + 𝑖 sin  

𝜋

12
   

=  2    3+2

4
+

𝑖

2
 

1

 3+2
  

=   3+2

2
+ 𝑖 

1

4  3+2 
 

2:  و منه  sin  
𝜋

12
    3+2

4
 =

1

2
sin:  إذن    .   

𝜋

12
 =

1

2
 

1

 3+2
  

 . 

𝑒 2                        : و كذلك 
17𝑖𝜋

12 =  2 𝑒
𝑖 𝜋+

5𝜋

12
 

=  2 𝑒𝑖𝜋  𝑒
5𝑖𝜋

12 

= − 2 𝑒
5𝑖𝜋
12 = − 2  cos  

5𝜋

12
 + 𝑖 sin  

5𝜋

12
   

= − 2  cos  
𝜋

2
−

𝜋

12
 + 𝑖 sin  

𝜋

2
−

𝜋

12
   

= − 2  sin  
𝜋

12
 + 𝑖 cos  

𝜋

12
   

= − 2  
1

2
 

1

 3+2
+ 𝑖  

 3+2

4
  

= − 
1

2  3+2 
− 𝑖  

 3+2

2
 

𝑒 2 لنكتب الأن  
𝑖𝜋

𝑒 2   و  12
17𝑖𝜋

 .  على الشكل الجبري 12

cos:  فً البداٌة لدٌنا   
𝜋

6
 =

 3

2
cos:  إذن   .   2  

𝜋

12
  =

 3

2
 .   

2:  أي   cos2  
𝜋

12
 − 1 =

 3

2
cos:  أي   .   

𝜋

12
 =   3+2

4
 .   

 

  .2  جذر مكعب للعدد العقدي  𝑧1− إذن  

𝑧كل عدد عقدي   : تذكير = 𝑟 𝑒𝑖𝜃 ٌقبل  𝑛 جذرا نونٌا 𝑧𝑘 تُكتب على 

𝑧𝑘شكل   =  𝑟
𝑛

 𝑒
𝑖 

𝜃

𝑛
+

2𝑘𝜋

𝑛
 

,𝑘 𝜖  0  حٌث   1, 3 , ⋯ , 𝑛 − 1 .   

𝑧2لدٌنا الجذور المكعبة الثلاثة للعدد   = 2 2 𝑒
𝑖𝜋

2 2 :    هً 4
3

 𝑒
𝑖𝜋

12  

2 2 و  
3

 𝑒
𝑖 

𝜋

12
+

2𝜋

3
 

2 2   و  
3

 𝑒
𝑖 

𝜋

12
+

4𝜋

3
 

.   

𝑒 2 :  أي 
𝑖𝜋

𝑒 2   و  12
𝑖9𝜋

𝑒 2   و  12
17𝑖𝜋

12.   

𝑒 2                          : و نلاحظ أن 
9𝑖𝜋

12 =  2 𝑒
3𝑖𝜋

12 =  2 𝑒
𝑖 𝜋−

𝜋

4
 

   

=  2 𝑒𝑖𝜋  𝑒
−𝑖𝜋

4 = − 2 𝑒
−𝑖𝜋

4 = −𝑧1 

 .إذن ما افترضناه كان خاطئا 
 . ؼٌر مستقٌمٌة 𝐶 و 𝐵 و 𝐴و منه فإن النقط 

 . نقط مستقٌمٌة 𝐶 و 𝐵 و 𝐴بالخلؾ نفترض أن النقط 
=      𝐴𝐶 بحٌث  𝑘ٌوجد إذن عدد حقٌقً  𝑘 ∙ 𝐴𝐵      .   

;   ∗𝑘 𝜖 ℝ ∃ :  أي     𝑧𝑐 − 𝑧𝐴 = 𝑘 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴    

⟺    
𝑧𝑐 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
 = 𝑘 𝜖 ℝ 

⟺    
𝑚 − 2𝑖 − 𝑖

2𝑚 − 𝑖
   𝜖  ℝ 

⟺    
𝑚 − 3𝑖

2𝑚 − 𝑖
   𝜖  ℝ 

⟺    
𝑚 − 3𝑖

2𝑚 − 𝑖
 

            
=  

𝑚 − 3𝑖

2𝑚 − 𝑖
   

⟺   
𝑚 + 3𝑖

2𝑚 + 𝑖
=

𝑚 − 3𝑖

2𝑚 − 𝑖
  

⟺    𝑚 + 3𝑖  2𝑚 − 𝑖 =  𝑚 − 3𝑖  2𝑚 + 𝑖   

⟺   2𝑚𝑚 − 𝑖𝑚 + 6𝑖𝑚 + 3 = 2𝑚𝑚 + 𝑖𝑚 − 6𝑖𝑚 + 3  

⟺   5𝑖𝑚 + 5𝑖𝑚 = 0  

⟺   5𝑖  𝑚 + 𝑚 = 0  
⟺   𝑚 + 𝑚 = 0   ;   𝑐𝑎𝑟  5𝑖 ≠ 0 

⟺   2 ℛ𝑒 𝑚 = 0   ;   𝑐𝑎𝑟   𝑚 + 𝑚  = 2ℛ𝑒 𝑚  
⟺     ℛ𝑒 𝑚 = 0   
⟺     𝑚  𝜖  𝑖ℝ   
⟺    𝒞𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑐𝑎𝑟  𝑚  ∉   𝑖ℝ 

𝑧 



 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+ أجوبة امتحان مدينة  طنجــــــــــــــــــــة  𝟑𝟑𝟓 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 الثالثالتمرين  3 ب 

 الثالثالتمرين  3 ج 

𝐈 التمرين الرابع  1 أ 

𝐈 التمرين الرابع 1 ب 

     قائم الزاوٌة        مربعا ٌكفً أن ٌكون المثلث          لكً ٌكون الرباعً
  .𝐴و متساوي الساقٌن فً    

⟺       
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶              

 𝐴𝐶      , 𝐴𝐵       
            

≡
𝜋

2
  𝜋 

  

⟺       

 
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
 = 1                

arg  
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
 ≡

𝜋

2
  𝜋 

  

⟺       

 
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
 = 𝑖    

 
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
 = −𝑖 

 أو   

⟺       
 

2𝑚 − 𝑖

𝑚 − 3𝑖
 = 𝑖    

 
2𝑚 − 𝑖

𝑚 − 3𝑖
 = −𝑖 

 أو   

⟺       
2𝑚 − 𝑖 = 𝑖  𝑚 − 3𝑖     
2𝑚 − 𝑖 = −𝑖  𝑚 − 3𝑖 

 أو   

⟺       
 2 − 𝑖 𝑚 =  3 + 𝑖     
 2 + 𝑖 𝑚 =  𝑖 − 3     

 أو   

⟺       
 2 + 𝑖  2 − 𝑖 𝑚 =  2 + 𝑖  3 + 𝑖     
 2 − 𝑖  2 + 𝑖 𝑚 =  2 − 𝑖  𝑖 − 3     

 أو   

⟺       
5𝑚 = 5 𝑖 + 1     
5𝑚 = 5 𝑖 − 1     

 أو   

⟺       
𝑚 =  𝑖 + 1     
𝑚 =  𝑖 − 1     

 أو   

𝑥  ٌقبل مقاربا عمودٌا معادلته   𝒞 إذن المنحنى   = −1.   

   .∞+  ٌقبل فرعا شلجمٌا اتجاهه محور الأفاصٌل بجوار   𝒞 نستنتج أن 

lim
𝑥→ −1 +

𝑓 𝑥 = −∞ ∶  لدٌنا  

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
  

2

1 + 𝑥
 −

ln 1 + 𝑥 

𝑥
             ∶  و لدٌنا  

= lim
𝑥→+∞

  
2

1 + 𝑥
 −

ln 1 + 𝑥 

 1 + 𝑥 
×  1 +

1

𝑥
     

= lim
𝑥→+∞

 
2

𝑡
−  

ln 𝑡

𝑡
  1 +

1

𝑡 − 1
   

=  0 −  0  1 + 0  = 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

  
2𝑥

1 + 𝑥
 

     
→2

− ln 1 + 𝑥        
→+∞

 = −∞ 

lim
𝑥→ −1 +

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→ −1 +

  
2𝑥

1 + 𝑥
 − ln 1 + 𝑥   

= lim
𝑡→0+

𝑡= 1+𝑥 

 
2 𝑡 − 1 

𝑡
− ln 𝑡  

= lim
𝑡→0+

 2 −
2

𝑡
− ln 𝑡  

= lim
𝑡→0+

 2 −  
2

𝑡
  1 +

2

𝑡
𝑡 ln 𝑡   

=  2 −  +∞  1 +
2

𝑡
× 0  = −∞ 

  

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = −∞

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= 0    

  ∶  نحصل  إذن  على  الوضعٌة  التالٌة  

⟺       

 𝑧𝐵 − 𝑧𝐷 =  𝑧𝐶 − 𝑧𝐷   

arg  
𝑧𝐶 − 𝑧𝐷

𝑧𝐵 − 𝑧𝐷
 ≡

𝜋

2
  𝜋 

  

𝐵𝐶𝐷 مثلث متساوي الساقٌن 

⟺  .𝐷و قائم الزاوٌة فً        
𝐷𝐵 = 𝐷𝐶             

 𝐷𝐵       , 𝐷𝐶       
            

≡
𝜋

2
  𝜋 

  

⟺       

 
𝑧𝐶 − 𝑧𝐷

𝑧𝐵 − 𝑧𝐷
 = 𝑖    

 
𝑧𝐶 − 𝑧𝐷

𝑧𝐵 − 𝑧𝐷
 = −𝑖 

 أو   

⟺       

𝑚 − 2𝑖 − 𝑑

2𝑚 − 𝑑
= 𝑖    

𝑚 − 2𝑖 − 𝑑

2𝑚 − 𝑑
= −𝑖 

 أو   

⟺       
 𝑚 − 2𝑖 − 𝑑 = 𝑖  2𝑚 − 𝑑     
 𝑚 − 2𝑖 − 𝑑 = −𝑖  2𝑚 − 𝑑  

 أو   

⟺       
𝑑 1 − 𝑖 =  𝑚 − 2𝑚𝑖 − 2𝑖  
𝑑 1 + 𝑖 =  𝑚 + 2𝑖𝑚 − 2𝑖  

 أو   

⟺       
𝑑 1 − 𝑖  1 + 𝑖 =  1 + 𝑖  𝑚 − 2𝑚𝑖 − 2𝑖  
𝑑 1 + 𝑖  1 − 𝑖 =  1 − 𝑖  𝑚 + 2𝑖𝑚 − 2𝑖  

 أو   

⟺       
2𝑑 = 3𝑚 − 𝑖𝑚 + 2 − 2𝑖 
2𝑑 = 3𝑚 + 𝑖𝑚 − 2 − 2𝑖 

 أو   

⟺       
𝑑 =

3𝑚 − 𝑖𝑚 + 2 − 2𝑖 

2

𝑑 =
3𝑚 + 𝑖𝑚 − 2 − 2𝑖

2
 

 أو   

,1−  قابلة للاشتقاق على المجال  𝑓فً البداٌة نلاحظ أن  +∞ .   
,1− لأنها عبارة عن فرق دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق على   +∞ .   

,1−  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

𝑓إذن إشارة   ′ 𝑥   1   متعلقة فقط بإشارة − 𝑥 .   

 :     كما ٌلً 𝑓نرسم إذن جدول تؽٌرات الدالة 

 ∀ 𝑥 > −1     ;     
1

 1 + 𝑥 2
> 0    ∶  نلاحظ  أن  

𝒙 1 

𝐥𝐧  
𝒆

𝟐
  

−1 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

+∞ 

−∞ −∞ 

𝑓 ′ 𝑥 =  
2𝑥

1 + 𝑥
 
′

−  ln 1 + 𝑥  ′                                 ∶  لدٌنا   

=
2 1 + 𝑥 − 1 2𝑥 

 1 + 𝑥 2
−

1

1 + 𝑥
 

=
2 −  1 + 𝑥 

 1 + 𝑥 2
=

1 − 𝑥

 1 + 𝑥 2
 

𝐴𝐵𝐶 𝐴𝐵𝐶𝐷 
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𝐈 التمرين الرابع 1 ج 

𝐈 التمرين الرابع 1 د 

𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

  .4 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر من أو ٌساوي 𝑛لٌكن 
,1−  المعرفة على المجال  𝜑𝑛و نعتبر الدالة العددٌة    j:   بما ٌلً  ∞+

                                          ∀ 𝑥 > −1   ;   𝜑𝑛 𝑥 = 𝑓 𝑥 −
1

𝑛
  

 𝜑𝑛  1−  دالة متصلة و قابلة للاشتقاق على المجال,   لأنها عبارة  ∞+

,1− عن فرق دالتٌن متصلتٌن و قابلتٌن للاشتقاق على المجال   +∞ .   
  .  0,1   متصلة و قابلة للاشتقاق على المجال  𝜑𝑛إذن  

;   𝑥 𝜖  0,1 ∀و     𝜑𝑛
′  𝑥 = 𝑓 ′ 𝑥 > 0.   

   . 0,1  متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝜑𝑛إذن 
   .   𝜑𝑛   0,1  نحو المجال   0,1  تقابل من المجال  𝜑𝑛إذن 

𝜑:    و لدٌنا 
𝑛
   0,1   =  𝜑

𝑛
 0  ;  𝜑

𝑛
 1  =  

−1

𝑛
 ; ln  

𝑒

2
 −

1

𝑛
  

 :      فً الجدول التالً  𝑓 𝑥و نلخص إشارة  

,0  موجبة على المجال  𝑓إذن تكون الدالة  𝛼  .   و تكون سالبة على

,𝛼   و   1,0− المجالٌن   +∞ .   

1 

𝐥𝐧  
𝒆

𝟐
  

−1 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

+∞ 

−∞ −∞ 

𝒙 

𝑓 𝑥  

0 𝛼 

0 

− 

0 

+ 

− + + − 0 0 

 

𝜶 

 𝓒  

 

 𝓒  
𝜶 

,1  تقابل من المجال  𝑓إذن  ; ∞−   نحو المجال   ∞+ ln  
𝑒

2
  .   

; ∞− إذن كل عنصر من مجموعة الوصول   ln  
𝑒

2
  ٌقبل سابقا واحدا   

,1 من مجموعة الانطلاق     .𝑓  بالتقابل  ∞+

; ∞−  𝑦 𝜖 ∀:  أي  ln  
𝑒

2
   , ∃! 𝑥 𝜖  1, +∞  ∶   𝑓 𝑥 = 𝑦.   

; ∞−  𝜖 0بما أن   ln  
𝑒

2
ln:    لأن     

𝑒

2
 > 0   

,1  من المجال  𝑓 بالتقابل 𝛼فإن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا  +∞ .   
!∃:  أو بتعبٌر آخر   𝛼 𝜖  1, +∞   ;   𝑓 𝛼 = 0   

!∃:  أي   𝛼 > 1  ;   𝑓 𝛼 = 0   
= 𝑓 𝑥او بتعبٌر أخٌر نقول أن المعادلة    𝛼  تقبل حلا وحٌدا 0

,1 فً المجال   +∞ .   

; 1−  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑓بنفس الطرٌقة  1 .   
; 1− إذن فهً تقابل من المجال   ; 1−     نحو صورته   1 1   .   

𝑓   −1 ; 1   =  lim
𝑥→ −1 +

𝑓 𝑥  ;  𝑓 1       ∶  و لدٌنا   

=  −∞ ; ln  
𝑒

2
   

𝑥 𝜖  0,1   ⟹    𝑥 ≥ 0 

  ⟹    𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 0   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑠𝑡  ↗   𝑠𝑢𝑟   0,1  
  ⟹    𝑓 𝑥 ≥ 0   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓 0 = 0 
  ⟹    𝑓 𝑥   𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑡é  𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 

,1−  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن   :      و نفصل بٌن أربع حالات  ∞+

𝑥 𝜖  −1 ; 0   ⟹   𝑥 ≤ 0 

  ⟹   𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 0   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑠𝑡  ↗   𝑠𝑢𝑟   −1,0  
  ⟹   𝑓 𝑥 ≤ 0   ;    𝑐𝑎𝑟  𝑓 0 = 0  

  ⟹   𝑓 𝑥   𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑡é  𝑛é𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒  

𝑥 𝜖  1 ; 𝛼    ⟹    𝑥 ≤ 𝛼 
   ⟹    𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 𝛼   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑠𝑡  ↘   𝑠𝑢𝑟   1, 𝛼  

   ⟹    𝑓 𝑥 ≥ 0  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓 𝛼 = 0 
   ⟹    𝑓 𝑥   𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑡é  𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 

𝑥 𝜖  1 ; +∞    ⟹    𝑥 ≥ 𝛼 
⟹    𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝛼   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓  𝑒𝑠𝑡  ↘   𝑠𝑢𝑟   𝛼, +∞  

⟹    𝑓 𝑥 ≤ 0   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓 𝛼 = 0 

  ⟹   𝑓 𝑥   𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑡é  𝑛é𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒  

 دالة متصلة و تناقصٌة قطعا 𝑓 نلاحظ أن 𝑓من خلال جدول تؽٌرات الدالة 

,1 على   +∞ .   

,1  تقابل من المجال  𝑓إذن  ,𝑓   1  نحو المجال   ∞+ +∞   .   

𝑓   1, +∞   =  lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  ;  𝑓 1                            ∶  و لدٌنا   

=  −∞  ;  ln  
𝑒

2
     

≈  −∞  ;  0,3    

; 1−  تقابل من المجال  𝑓إذن  ; ∞−   نحو المجال   1 ln  
𝑒

2
  .   

; ∞− أي أن كل عنصر من المجال   ln  
𝑒

2
  ٌقبل سابقا واحدا من   

; 1− المجال     .𝑓  بالتقابل  1

; ∞−  𝜖 0لدٌنا   ln  
𝑒

2
; 1−  من 0  إذن ٌوجد سابق وحٌد للعدد    1 .   

= 0 و نلاحظ أن   ; 𝜖  −1 0 و       0 1 .   

= 𝑥 أي أن المعادلة   ; 1−   تقبل حلا وحٌدا فً المجال  0  0  و هو  1

. 
= 𝑓 𝑥المعادلة      : خلاصة 𝛼 بحٌث  𝛼 و 0  تقبل حلٌن 0 > 1.   

,1−  على المجال   𝑓 𝑥إشارة  +∞    

   نحو المجال   0,1  تقابل من المجال  𝜑𝑛إذن 
−1

𝑛
 ; ln  

𝑒

2
 −

1

𝑛
 .   

 أي أن كل عنصر من مجموعة الوصول  
−1

𝑛
 ; ln  

𝑒

2
 −

1

𝑛
  ٌقبل سابقا  

   . 0,1 واحدا من المجال  

ln:   من جهة أخرى لدٌنا   
𝑒

2
 ≈ 0,3  

𝑓 
𝑓 
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𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 أ 

𝐈𝐈 التمرين الأول  1 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 ج 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 1 د 

= 𝜑 −0:  لدٌنا  𝜑 0 = 0 = −0.   

;   𝑡𝜖ℝ∀ :  إذن نستنتج أن    𝜑 −𝑡 = −𝜑 𝑡 .   

 . فردٌة 𝜑و هذا ٌعنً أن الدالة 

 ∀𝑡 ≠ 0   ;    𝜑 −𝑡 =
ln 1 +  −𝑡 2 

 −𝑡 
=

− ln 1 + 𝑡2 

𝑡
 ∶  و  

𝑛                                             : لدٌنا  ≥ 4   ⟹    𝑛 + 1 > 𝑛   

⟹   
1

𝑛 + 1
<

1

𝑛
 

⟹   𝑓 𝑢𝑛+1 < 𝑓 𝑢𝑛   ;   𝑐𝑎𝑟    
𝑓 𝑢𝑛 =

1

𝑛
        

𝑓 𝑢𝑛+1 =
1

𝑛+1

  

⟹  𝑓−1  𝑓 𝑢𝑛+1  < 𝑓−1 𝑓 𝑢𝑛    ;   𝑐𝑎𝑟    
𝑓 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒        

𝑓 𝑒𝑡 𝑓−1  𝑠𝑜𝑛𝑡  ↗
  

⟹   𝑢𝑛+1 < 𝑢𝑛  

⟹    𝑢𝑛 𝑛≥4  𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒  𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡°  ↘ 

0  )   0  متتالٌة تناقصٌة و مصؽورة بالعدد 𝑢𝑛 𝑛≥4 و بما أن   < 𝑢𝑛 < 1  ) 

 :    فهً متقاربة و نهاٌتها تُحسب كما ٌلً 

𝑓 𝑢𝑛 =
1

𝑛
   ⟹    𝑢𝑛 = 𝑓−1  

1

𝑛
  

   ⟹    lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 𝑓−1 0  

   ⟹    lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 0  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑓 0 = 0 

  .0 متصلة فً 𝜑و هذا ٌعنً أن الدالة 

 .دراسة الاتصال في الصفر 

=  𝑡و ذلك بحٌث   ln 1 + 𝑡2   و هذه الدالة قابلة للاشتقاق على  ℝ بأكمله  . 

⟶ لأن   1 + 𝑡2      حدودٌة و الدالة 𝑙𝑛  قابلة للاشتقاق على ℝ+
∗.   

;    𝑡 𝜖 ℝ ∀ :  و كذلك    1 + 𝑡2 > 0   

lim
𝑡→0

𝜑 𝑥 = lim
𝑡→0

ln 1 + 𝑡2 

𝑡
=

= lim
𝑡→0

 
ln 1 + 𝑡2 − ln 1 + 02 

𝑡 − 0
  = lim

𝑡→0
 
 𝑡 −  0 

𝑡 − 1
 = ′ 0 = 0 = 𝜑 0  

 ∀𝑡𝜖ℝ   ;   ′ 𝑡 =
2𝑡

1 + 𝑡2
   ∶  إذن  

′ 0 =
2 × 0

1 + 02
= 0   ∶ 𝑡   لدٌنا    =  من  أجل    0

lim
𝑥→0

𝜑 𝑥 = 𝜑 0   ∶  نستنتج  إذن  أن   

= 𝜑′ 0:  و لدٌنا .  قابلة للاشتقاق فً الصفر𝜑إذن الدالة  1.   

= 𝜑′ 0 : ملاحظة   .0 فً  𝒞𝜑  هو مٌل المماس لـ 1

 . في الصفر 𝝋دراسة اشتقاق الدالة 

lim
𝑥→0

 
𝜑 𝑥 − 𝜑 0 

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0
 

ln 1 + 𝑥2 

𝑥2
 = lim

𝑡→0

𝑡=𝑥2

 
ln 1 + 𝑡 

𝑡
  

= lim
𝑡→0

 
ln 1 + 𝑡 − ln 1 + 0 

𝑡 − 0
  

= lim
𝑡→0

 
𝑢 𝑡 − 𝑢 0 

𝑡 − 0
    ;     

𝑢 𝑡 = ln 1 + 𝑡 
𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒           
𝑠𝑢𝑟   −1, +∞    

  

= 𝑢′ 0 =
1

1 + 0
= 1 𝜖 ℝ 

= 1 =  𝜑′ 0  

+ℝ قابلة للاشتقاق على  𝑙𝑛الدالة 
∗.   

𝑡و الدالة   ⟶ 1 + 𝑡2  قابلة للاشتقاق على  ℝ لأنها حدودٌة  . 
;   𝑡 𝜖 ℝ ∀ :  و لدٌنا    1 + 𝑡2 > 0   

ln 1 تقبل صورا بالدالة  ℝو هذا ٌعنً أن جمٌع عناصر  + 𝑡2   

𝑡إذن الدالة   ⟶ ln 1 + 𝑡2  قابلة للاشتقاق على  ℝ لأنها عبارة 
 .عن مُركب دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق 

𝑡و لدٌنا الدالة  ⟶
1

𝑡
  لأنها عبارة عن جداء دالتٌن ∗ℝ قابلة للاشتقاق على  

   .∗ℝقابلتٌن للاشتقاق على  

 ∀ 𝑡 ≠ 0   ;   𝜑 𝑡 =
ln 1 + 𝑡2 

𝑡
   ∶  لدٌنا    

=  
1

𝑡
∙ ln 1 + 𝑡2  

′

 

=  
1

𝑡
 
′

∙ ln 1 + 𝑡2 +
1

𝑡
∙  ln 1 + 𝑡2  ′  

=
− ln 1 + 𝑡2 

𝑡2
+

2𝑡

𝑡 1 + 𝑡2 
 

=
− ln 1 + 𝑡2 

𝑡2
+

2

1 + 𝑡2
 

=
1

𝑡2
 − ln 1 + 𝑡2 +

2 𝑡2

1 + 𝑡2
  

=
1

𝑡2
∙  𝑓 𝑡2  

 ∀ 𝑡 𝜖 ℝ∗   ;   𝜑′ 𝑡 =  
ln 1 + 𝑡2 

𝑡
 

′

                           ∶  و لدٌنا    

𝑛                                                          :إذن  ≥ 4   ⟹    
1

𝑛
≤

1

4
   

  ⟹   
1

𝑛
≤

1

4
≈ 0,25 < 0,3 ≈ ln  

𝑒

2
  

  ⟹    
1

𝑛
< ln  

𝑒

2
  

  ⟹   ln  
𝑒

2
 −

1

𝑛
> 0 

  ⟹    0  𝜖   
−1

𝑛
 ; ln  

𝑒

2
 −

1

𝑛
   ;    ∀𝑛 ≥ 4  

 و بما أن الصفر عنصر من مجموعة الوصول  
−1

𝑛
 ; ln  

𝑒

2
 −

1

𝑛
  .  

   .  0,1   من مجموعة الانطلاق  𝑢𝑛فإنه ٌمتلك سابقا وحٌدا  

𝑛∀ :  أو بتعبٌر آخر  ≥ 4  ,  ∃!  𝑢𝑛  𝜖  0,1    ∶   𝜑𝑛 𝑢𝑛 = 0   

𝑛∀ :  أي  ≥ 4  ,  ∃!  𝑢𝑛  𝜖  0,1    ∶   𝑓 𝑢𝑛 −
1

𝑛
= 0   

𝑛∀ :  أي  ≥ 4  ,  ∃!  𝑢𝑛  𝜖  0,1    ∶   𝑓 𝑢𝑛 =
1

𝑛
   

= 𝑥 و هذا ٌعنً أن المعادلة  
1

𝑛
   . 0,1  فً المجال  𝑛  تقبل حلا وحٌدا 

𝑡 ∀ :  و نلاحظ أن  ≠ 0     ;     𝑡2 > 0   

  و سوؾ ندرس فقط ما  𝑓 𝑡2  متعلقة فقط بإشارة   φ′ tإذن إشارة  
,0 ٌحدث فً المجال   ,∞−   ثم نستنتج بعد ذلك المجال   ∞+ 0  .  

 . دالة فردٌة و تمثٌلها المبٌانً متماثل بالنسبة لأصل المعلم 𝜑و ذلك لأن 

 ∀ 𝑡 ≠ 0     ;     𝜑′ 𝑡 =
𝑓 𝑡2 

𝑡2
    ∶  لدٌنا  

𝑡:  إذا كان  =  𝛼 فإن    :𝜑′ 𝑡 = 0.   
𝑡:  إذا كان  >  𝛼 فإن    :𝜑′ 𝑡 < 0.   

𝑡:  إذا كان  <  𝛼 فإن    :𝜑′ 𝑡 > 0.   

lim
𝑥→−∞

𝜑 𝑥    و  lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥   ∶  و  أضٌؾ  النهاٌتٌن   

𝑢 𝑓 

𝑡 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ب 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 2 ج 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 أ 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 ب 

 : نرسم إذن جدول تؽٌرات الدالة  كما ٌلً 

𝒙 

2 𝛼

1+𝛼
 0 

−∞ 

𝜑 

− 𝛼 

𝜑′(𝑥) 

0 +∞  𝛼 

−2 𝛼

1+𝛼
 0 

0 

− + + − 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  لدٌنا    𝑔′ 𝑥 = 𝜑 𝑥    
  .ℝ  على  𝜑 𝑥  انطلاقا من إشارة  𝑔′(𝑥)نستنتج إذن إشارة  

2 𝛼

1+𝛼
 0 

−∞ 

𝜑 

− 𝛼 

𝜑′(𝑥) 

0 +∞  𝛼 

−2 𝛼

1+𝛼
 0 

0 

− + + − 

𝒙 

𝑔′(𝑥) 0 − − + + 

0 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒈 𝒙  𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒈 𝒙  

𝑔 

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
ln 1 + 𝑥2 

𝑥
                     ∶  لدٌنا   

= lim
𝑥→+∞

 

 
 

ln  𝑥2  1 +
1
𝑥2  

𝑥

 

 
 

 

= lim
𝑥→+∞

 2  
ln 𝑥

𝑥
 +  

1

𝑥
 ln  1 +

1

𝑥2
   

= 2 × 0 + 0 × ln 1 + 0 = 0 

lim
𝑥→−∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 
ln 1 + 𝑥2 

𝑥
                ∶  و  لدٌنا   

= lim
𝑡→+∞
𝑡=−𝑥

−ln 1 + 𝑡2 

𝑡
     

= − lim
𝑡→+∞

ln 1 + 𝑡2 

𝑡
= 0    

𝑓 𝛼 = 0   ⟺    
2𝛼

1 + 𝛼
− ln 1 + 𝛼 = 0                 ∶  و  لدٌنا   

⟺    
2𝛼

1 + 𝛼
= ln 1 + 𝛼   

⟺    𝜑  𝛼 =
ln  1 +   𝛼 

2
 

 𝛼
=

ln 1 + 𝛼 

 𝛼
  

=
1

 𝛼
 

2𝛼

1 + 𝛼
 =

2 𝛼

1 + 𝛼
 

⟹      
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 +   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =  ln 𝑥 2 

⟹    2   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =  ln 𝑥 2 

⟹      
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =
 ln 𝑥 2

2
 

⟹    𝐼 = 2   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =  ln 𝑥 2 

   :    فً البداٌة لدٌنا 
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =   
1

𝑡
 

 
𝑢′

∙  ln 𝑡    
𝑣

𝑥

1

𝑑𝑡 

=   ln 𝑡 2 1
𝑥 −   

ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

=  ln 𝑥 2 −   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

  .𝑎 و التً تنعدم فً 𝐼 على المجال 𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة 

 𝐼 عنصرا من 𝑎 و كان 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت  : تذكير

∶ 𝐹 فإن الدالة       𝐼  ⟶   ℝ                         

𝑥  ⟶    𝑓 𝑡 
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

= 𝑔 −𝑥:  لدٌنا .  عددا حقٌقٌا 𝑥لٌكن  ∫ 𝜑 𝑡 
−𝑥

0
𝑑𝑡 

𝑦نضع   = −𝑡  إذن  𝑑𝑦 = −𝑑𝑡.   

ٌُصبح   :    إذن التكامل 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  إذن    𝑔 −𝑥 = 𝑔 𝑥    

 . دالة زوجٌة 𝑔و هذا ٌعنً أن الدالة 

𝑡إذا كان   = 𝑦:    فإن 0 = 0.   
𝑡      إذا كان = 𝑦:    فإن − = 𝑥.   

𝑔 −𝑥 =  𝜑 𝑡 
−𝑥

0

𝑑𝑡 =  𝜑 −𝑦 
𝑥

0

 −𝑑𝑦  

=  −𝜑 𝑦 
𝑥

0

 −𝑑𝑦     ;   𝑐𝑎𝑟  𝜑  𝑒𝑠𝑡  𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟𝑒 

=  𝜑 𝑦 
𝑥

0

𝑑𝑦 = 𝑔 𝑥  

  .0 و التً تنعدم فً ℝ على 𝑓هً الدالة الأصلٌة الوحٌدة للدالة 

,∞−  دالة متصلة على  𝜑لدٌنا  +∞ = ℝ  

,∞−  عنصر من المجال  0و  +∞ .   

∶ 𝑔 :إذن الدالة    ℝ  ⟶   ℝ                         

𝑥  ⟶    𝜑 𝑡 
𝑥

0

𝑑𝑡
 

  :  أو بتعبٌر آخر نكتب 
𝐹 𝑎 = 0                        
 ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 

    

  :  أي 
𝑔 0 = 0                           

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝑔′ 𝑥 = 𝜑 𝑥 
 ℝ قابلة للاشتقاق على 𝑔و بالتالً     

. 
;   𝑥𝜖ℝ∀ :   و لدٌنا    𝑔′ 𝑥 = 𝜑 𝑥 =

ln 1+𝑥2 

𝑥
  

𝑥لٌكن  ≥  :    من جهة أولى لدٌنا  . 1

 𝜑 𝑡 
𝑥

1

𝑑𝑡 =  𝑔(𝑡) 1
𝑥   ;   𝑐𝑎𝑟    

𝑔  𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒  𝑝𝑟𝑖𝑚𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒

𝑑𝑒  𝜑  𝑠𝑢𝑟   1, +∞ 
  

= 𝑔 𝑥 − 𝑔 1      1  

𝑥 
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𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 ج 

𝐈𝐈 التمرين الرابع 3 د 

𝐈𝐈 ه

 ـ
 التمرين الرابع 3

    المعرفة 𝑢للإجابة على هذا السؤال ندرس تؽٌرات الدالة العددٌة 
,1− على المجال   = 𝑢 𝑥:    بما ٌلً  ∞+ ln 1 + 𝑥 − 𝑥.   

,1−  متصلة و قابلة للاشتقاق على  𝑢فً البداٌة نلاحظ أن  +∞         

,1− لأنها  عبارة عن فرق دالتٌن متصلتٌن و قابلتٌن للاشتقاق على  +∞   
. 

 ∀𝑥 > −1   ;   𝑢′ 𝑥 =
1

1 + 𝑥
− 1 =

−𝑥

1 + 𝑥
 

              𝑥  متعلقة فقط بإشارة 𝑢′(𝑥)نلاحظ أن إشارة  

𝑥∀ لأن   > −1   ;   
−1

1+𝑥
< 0   

  عند محدات مجموعة تعرٌفها 𝑢و نضٌؾ كذلك نهاٌتً 

 : و نرسم جدول تؽٌرات الدالة  كما ٌلً 

,0  على  𝑢من هذا الجدول نستؽل تناقصٌة الدالة  +∞ .   

lim
𝑥→ −1 +

𝑢 𝑥 = lim
𝑥→ −1 +

 ln 1 + 𝑥 − 𝑥                       ∶  لدٌنا   

= lim
𝑡→0+

𝑡=1+𝑥

 ln 𝑡 − 𝑡 + 1  

= −∞ − 0 + 1 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑢 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 ln 1 + 𝑥 − 𝑥                          ∶  و  لدٌنا    

= lim
𝑡→+∞
𝑡=1+𝑥

 ln 𝑡 − 𝑡 + 1  

= lim
𝑡→+∞

𝑡  
ln 𝑡

𝑡
− 1 +

1

𝑡
  

=  +∞  0 − 1 − 0 = −∞ 

𝑢 

0 

−∞ 

−1 +∞ 𝒙 

𝑥 

𝑢′(𝑥) 

− + 

+ − 

0 

0 

0 

−∞ 

𝑥 ∀     ∗ :   و بالتالً  ≥ 0    ;  ln 1 + 𝑥 ≤ 𝑥 

𝑥 ≥ 0  ⟹   𝑢 𝑥 ≤ 𝑢 0   ;   𝑐𝑎𝑟  𝑢  𝑒𝑠𝑡  ↘   𝑠𝑢𝑟  0, +∞  
⟹   𝑢 𝑥 ≤ 0    ;   𝑐𝑎𝑟   𝑢 0 = 0 
⟹  ln 1 + 𝑥 − 𝑥 ≤ 0 
⟹  ln 1 + 𝑥 ≤ 𝑥 

𝑡                                      :  من جهة أولى لدٌنا  ≥ 1   ⟹    
1

𝑡2 > 0  

⟹    1 +
1

𝑡2
 > 1 

⟹  ln  1 +
1

𝑡2
 > 0 

⟹   
1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2
 > 0  ;   𝑐𝑎𝑟  𝑡 ≥ 1 

𝑐𝑎𝑟 ∶     
1 ≤ 𝑥    𝑒𝑡    

1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2 

𝑒𝑠𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒  𝑠𝑢𝑟   1, +∞ 
  

⟹    
1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2
 

𝑥

1

𝑑𝑡 ≥  : نستنتج أن  (2)و  (1)من   1     0

 𝜑 𝑡 
𝑥

1

𝑑𝑡 =   
ln 𝑡2 + 1 

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡   ∶   من  جهة  ثانٌة  لدٌنا  

=  

 

 
 

ln  𝑡2 ∙  1 +
1
𝑡2  

𝑡

 

 
 𝑥

1

𝑑𝑡 

=   
ln 𝑡2 

𝑡
+

ln 1 + 1
𝑡2 

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

= 2   
ln 𝑡

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 +   
1

𝑡
 ln  1 +

1

𝑡2
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

 ∀𝑥 ≥ 1   ;   𝑔 𝑥 − 𝑔 1 =  ln 𝑥 2 +  
1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2 
𝑥

1

𝑑𝑡 

=  ln 𝑥 2 +   
1

𝑡
 ln  1 +

1

𝑡2
 

𝑥

1

𝑑𝑡     2  

𝑡                                    :  و من جهة ثانٌة لدٌنا  ≥ 1   ⟹    
1

𝑡2 > 0  

⟹  ln  1 +
1

𝑡2 ≤
1

𝑡2    ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 ∗  

⟹   
1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2 ≤
1

𝑡3    ;   𝑐𝑎𝑟  𝑡 ≥ 1 > 0 

⟹    
1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2 
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤   
1

𝑡3
 

𝑥

1

𝑑𝑡   

𝑐𝑎𝑟  𝑐𝑒𝑠  𝑑𝑒𝑢𝑥  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑡  1 ≤ 𝑥 

⟹     
1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2  
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤  
1

−2𝑡2
 

1

𝑥

 

⟹     
1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2  
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤
−1

2𝑥2
+

1

2
 

𝒞𝑜𝑚𝑚𝑒    
1

2𝑥2
≥ 0    𝒜𝑙𝑜𝑟𝑠    

−1

2𝑥2
≤ 0 

𝒟′𝑜ù     
−1

2𝑥2
+

1

2
≤

1

2
     ⋆  

⟹       
1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2  
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤
1

2
     2  

 :   نستنتج أن  (2)و  (1)من 

 ∀ 𝑥 ≥ 1    ;    0 ≤    
1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2  
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤
1

2
 

≤ 𝑔 𝑥:   أي  𝑔 1 +  ln 𝑥 2  

 ∀ 𝑥 ≥ 1    ;    0 ≤    
1

𝑡
ln  1 +

1

𝑡2  
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤
1

2
 ∶  لدٌنا  

 :    نكتب ( ب (3إذن حسب نتٌجة السؤال 

0 ≤ 𝑔 𝑥 − 𝑔 1 −  ln 𝑥 2 ≤
1

2
 

 .ما ٌهمنً فً هذا التأطٌر هو الشق الأٌسر فقط 

0 ≤ 𝑔 𝑥 − 𝑔 1 −  ln 𝑥 2 
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𝐈𝐈𝐈  1 التمرين الرابع 

 نضٌؾ إلى جمٌع الأطراؾ الكمٌة  
𝑔 1 

𝑥
+

 ln 𝑥 2

𝑥
 :      نجد  

 ∎      
𝑔 1 

𝑥
+

 ln 𝑥 2

𝑥
 ≤

𝑔 𝑥 

𝑥
≤  

1

2𝑥
+

𝑔 1 

𝑥
+

 ln 𝑥 2

𝑥
  

و نضرب جمٌع الأطراؾ فً العدد الموجب 
1

𝑥
 : نحصل على 

0 ≤
𝑔 𝑥 

𝑥
−

𝑔 1 

𝑥
−

 ln 𝑥 2

𝑥
≤

1

2𝑥
 

lim :    نحتاج إلى حساب النهاٌة 
𝑥→+∞

 ln 𝑥 2

𝑥
 

lim
𝑥→+∞

 
𝑔 1 

𝑥
+

 ln 𝑥 2

𝑥
 = 0 + 0 = 0  ∶  إذن  

lim
𝑥→+∞

 
1

2𝑥
+

𝑔 1 

𝑥
+

 ln 𝑥 2

𝑥
 = 0 + 0 + 0 = 0    ∶   و كذلك  

lim
𝑥→+∞

 ln 𝑥 2

𝑥
= lim

𝑥→+∞

 ln  𝑥 
2
 

2

  𝑥 
2 = lim

𝑥→+∞

 2 ln  𝑥 
2

  𝑥 
2  

= 4 lim
𝑥→+∞

 
ln  𝑥

 𝑥
 

2

 

= 4 lim
𝑡→+∞
𝑡= 𝑥

 
ln 𝑡

𝑡
 

2

= 4 × 02 = 0 

ٌُصبح ∎إذن التأطٌر       : 

 
𝑔 1 

𝑥
+

 ln 𝑥 2

𝑥
 

           
≤

𝑔 𝑥 

𝑥
≤  

1

2𝑥
+

𝑔 1 

𝑥
+

 ln 𝑥 2

𝑥
 

               
 

𝟎 

𝒙 → +∞ 𝒙 → +∞ 

𝟎 

lim :    و منه حسب خاصٌات النهاٌات و الترتٌب نستنتج أن 
𝑥→+∞

𝑔 𝑥 

𝑥
= 0 

   ∞+ ٌقبل فرعا شلجمٌا اتجاهه محور الأفاصٌل بجوار 𝑔نستنتج أن منحنى الدالة 

. 

lim
𝑥→+∞

𝑔 𝑥 

𝑥
= lim    و      0

𝑥→+∞
𝑔 𝑥 = +∞   ∶  و  من  النهاٌتٌن   

 :     إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

 .و بنفس الطرٌقة ، لكن هذه المرة ننطلق من التأطٌر السابق بأكمله 

lim
𝑥→+∞

 𝑔 1 +  ln 𝑥 2 = 𝑔 1 +  +∞ = +∞ ∶  و لدٌنا  

lim :    إذن حسب خاصٌات الترتٌب و النهاٌات نكتب 
𝑥→+∞

𝑔 𝑥 = +∞ 

𝑔 𝑥 ≥ 𝑔 1 +  ln 𝑥 2          

+∞ 

𝒙 → +∞ 

0 ≤ 𝑔 𝑥 − 𝑔 1 −  ln 𝑥 2 ≤
1

2
 

∗𝑘 𝜖 ℕ . عددا صحٌحا طبٌعٌا ؼٌر منعدم 𝑘لٌكن     ⟹    
1

𝑘
> 0 

   ⟹   ln  1 +
1

𝑘
 <

1

𝑘
    ;   𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠  ∗  

   ⟹     ln  
1 + 𝑘

𝑘
 <

1

𝑘
    

   ⟹    ln 1 + 𝑘 − ln 𝑘 <
1

𝑘
    

𝑥 ∀  :    لدٌنا حسب ما سبق  ≥ 0    ;   ln 1 + 𝑥 ≤ 𝑥     ∗  

 . عددان صحٌحان طبٌعٌان ؼٌر منعدمان 𝑛 و 𝑘لٌكن 

2 ln  
2 + 𝑘

1 + 𝑘
 − ln  

1 + 𝑘

𝑘
 < 𝑓  

1

𝑘
                                 ∶   لدٌنا    

⟹     2 ln  
2 + 𝑘

1 + 𝑘
 − ln  

1 + 𝑘

𝑘
  

𝑛

𝑘=1

 <  𝑓  
1

𝑘
 

𝑛

𝑘=1

  

𝐈𝐈𝐈  2 التمرين الرابع 

𝐈𝐈𝐈  3 التمرين الرابع 

 :    من جهة أولى لدٌنا 

  :    ∗ℕ من 𝑘من جهة ثانٌة لدٌنا من أجل كل عدد 

𝑓  
1

𝑘
 =  

2
𝑘

1 + 1
𝑘

 − ln  1 +
1

𝑘
 =

2

𝑘
∙

𝑘

𝑘 + 1
− ln  

1 + 𝑘

𝑘
  

=
2

𝑘 + 1
−  ln 1 + 𝑘 − ln 𝑘        ⊗  

ln 1 + 𝑘 − ln 𝑘 <
1

𝑘
 

𝑘 إذن من أجل العدد   +  :      نجد ∗ℕ  من   1

ln 2 + 𝑘 − ln 1 + 𝑘 <
1

𝑘 + 1
 

ln 1 −نُضٌؾ إلى كلا الطرفٌن الكمٌة   + 𝑘 − ln 𝑘  فنحصل على      : 

 :      نستنتج أن ⊗إذن حسب النتٌجة 

 :      نكتب ⊖و من هذه النتٌجة  

 :  نجد 2نضرب الطرفٌن فً العدد الموجب 

2 ln 2 + 𝑘 − 2 ln 1 + 𝑘 <
2

𝑘 + 1
 

2 ln 2 + 𝑘 − 3 ln 1 + 𝑘 + ln 𝑘 <
2

𝑘 + 1
−  ln 1 + 𝑘 − ln 𝑘  

 2 ln 2 + 𝑘 − 2 ln 1 + 𝑘  −  ln 𝑘 − ln 1 + 𝑘  <

< 𝑓  
1

𝑘
  

⟹    2 ln  
2 + 𝑘

1 + 𝑘
 −  ln 1 + 𝑘 − ln 𝑘 < 𝑓  

1

𝑘
  

⟹    2 ln  
2 + 𝑘

1 + 𝑘
 − ln  

1 + 𝑘

𝑘
 < 𝑓  

1

𝑘
      ⋕  

2 ln 2 + 𝑘 − 3 ln 1 + 𝑘 + ln 𝑘 < 𝑓  
1

𝑘
      ⊖  

 :    من جهة ثانٌة لدٌنا 

 ln  
1 + 𝑘

𝑘
 

𝑛

𝑘=1

= ln  
2

1
 + ln  

3

2
 + ⋯ + ln  

1+𝑛

𝑛
  

= ln  
2

1
×

3

2
×

4

3
× ⋯ ×

1 + 𝑛

𝑛
  

= ln  
1 + 𝑛

1
 = ln 1 + 𝑛  

⟹   2  ln  
2 + 𝑘

1 + 𝑘
 

𝑛

𝑘=1

−  ln  
1 + 𝑘

𝑘
 

𝑛

𝑘=1

 < 𝑆𝑛        ∗   

 :     من جهة أولى لدٌنا 

    ln  
2 + 𝑘

1 + 𝑘
 

𝑛

𝑘=1

= ln  
3

2
 + ln  

4

3
 + ⋯ + ln  

2+𝑛

1+𝑛
   

  = ln  
3

2
×

4

3
×

5

4
× ⋯ ×

2 + 𝑛

1 + 𝑛
   

  = ln  
2 + 𝑛

2
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𝐈𝑽  1 التمرين الرابع 

𝐈𝑽 

 

 التمرين الرابع 2 

𝐈𝑽 

 

 التمرين الرابع 3 

 :  ننطلق من العلاقتٌن التالٌتٌن 

 
 
 

 
 2𝑥

1 + 𝑥
= 2𝑥    −1 𝑘  𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

+
 −1 𝑛+1 𝑥𝑛+1

1 + 𝑥
                            

ln 1 + 𝑥 =   
 −1 𝑘−1 𝑥𝑘

𝑘
 

𝑛+1

𝑘=1

+  −1 𝑛+1   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡

  

𝑓 𝑥 =
2𝑥

1 + 𝑥
− ln 1 + 𝑥  

= 2𝑥    −1 𝑘  𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

+
 −1 𝑛+1 𝑥𝑛+1

1 + 𝑥
 −   

 −1 𝑘−1 𝑥𝑘

𝑘
 

𝑛+1

𝑘=1

−

−  −1 𝑛+1   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  2 −1 𝑘  𝑥𝑘+1

𝑛

𝑘=0

+
2 −1 𝑛+1 𝑥𝑛+2

1 + 𝑥
−   

 −1 𝑘−1 𝑥𝑘

𝑘
 

𝑛+1

𝑘=1

+

+  −1 𝑛+2   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  −2 −1 𝑘+1 𝑥𝑘+1

𝑛

𝑘=0

+
2 −1 𝑛+1 𝑥𝑛+2

1 + 𝑥
+

+   
 −1 𝑘  𝑥𝑘

𝑘
 

𝑛+1

𝑘=1

+  −1 𝑛+2   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=   −2 −1 𝑘  𝑥𝑘 +   
 −1 𝑘  𝑥𝑘

𝑘
 

𝑛+1

𝑘=1

𝑛+1

𝑘=1

 +
2 −1 𝑛+1 𝑥𝑛+2

1 + 𝑥
+

+  −1 𝑛+2   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=    −2 +
1

𝑘
  −1 𝑘  𝑥𝑘

𝑛+1

𝑘=1

 +
2 −1 𝑛+1 𝑥𝑛+2

1 + 𝑥
+

+  −1 𝑛+2   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=    
1 − 2𝑘

𝑘
  −1 𝑘  𝑥𝑘

𝑛+1

𝑘=1

 +
2 −1 𝑛+1 𝑥𝑛+2

1 + 𝑥
+

+  −1 𝑛+2   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=    −1  
2𝑘 − 1

𝑘
  −1  −1 𝑘−1 𝑥𝑘

𝑛+1

𝑘=1

 +
2 −1 𝑛+1 𝑥𝑛+2

1 + 𝑥
+

+  −1 𝑛+2   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=    
2𝑘 − 1

𝑘
  −1 𝑘−1 𝑥𝑘

𝑛+1

𝑘=1

 +
2 −1 𝑛+1 𝑥𝑛+2

1 + 𝑥
+

+  −1 𝑛+2   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

 :     نحصل على  ∗ إذن عند الرجوع إلى الكتابة 

2 ln  
2 + 𝑛

2
 − ln 1 + 𝑛 < 𝑆𝑛  

⟺   ln  
2 + 𝑛

2
 

2

+ ln  
1

1 + 𝑛
 < 𝑆𝑛  

⟺   ln   
2 + 𝑛

2
 

2

×  
1

1 + 𝑛
  < 𝑆𝑛  

⟺    ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    ln  
 2 + 𝑛 2

4 𝑛 + 1 
 < 𝑆𝑛  

lim
𝑛∞

ln  
 2 + 𝑛 2

4 𝑛 + 1 
 = lim

𝑛∞
ln  

𝑛2 + 4𝑛 + 4

4𝑛 + 4
 = +∞  ∶   لدٌنا   

𝑐𝑎𝑟 ∶   lim
𝑛∞

 
𝑛2

4𝑛
 = +∞     𝑒𝑡     lim

𝑚∞
ln 𝑚 = +∞ 

ln  :    و بالتالً نحصل على الوضعٌة التالٌة   
 2 + 𝑛 2

4 𝑛 + 1 
 

         
< 𝑆𝑛  

+∞ 

𝒏∞ 

lim :    إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝑆𝑛 = +∞ 

  .1 المخالؾ لـ  𝑥− نعتبر المتتالٌة الهندسٌة التً أساسها 
   :    ∗𝑛𝜖ℕلدٌنا من أجل  

1 +  −𝑥 +  −𝑥 2 + ⋯ +  −𝑥 𝑛 =
1 −  −𝑥 𝑛+1

1 −  −𝑥 
 

⟹      −𝑥 𝑘  𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

=
1

1 + 𝑥
−

 −1 𝑛+1 ∙  𝑥𝑛+1

1 + 𝑥
 

⟹    
1

1 + 𝑥
=    −𝑥 𝑘  𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

 +
 −1 𝑛+1 ∙  𝑥𝑛+1

1 + 𝑥
 

   . 0,1  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن 
سوؾ نستعمل فً هذا السؤال قاعدة مجموع حدود متتابعة من متتالٌة 

  .1هندسٌة أساسها  المخالؾ لـ 
 . عددا صحٌحا طبٌعٌا ؼٌر منعدم 𝑛لٌكن 

 ∀ 𝑞 ≠ 1   ;   1 + 𝑞 + 𝑞2 + ⋯ + 𝑞𝑛 =
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
 

,0 كلا الطرفٌن عبارة عن دالتٌن متصلتٌن على   𝑥   حٌث  𝑥 𝜖  0,1 .   

   
1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =     −1 𝑝  𝑡𝑝

𝑛

𝑝=0

+
 −1 𝑛+1 ∙  𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 𝑑𝑡

𝑥

0

 

  ln 1 + 𝑡  0
𝑥 =     −1 𝑝  𝑡𝑝

𝑛

𝑝=0

 𝑑𝑡
𝑥

0

+   
 −1 𝑛+1 ∙  𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

ln 1 + 𝑥 =    −1 𝑝   𝑡𝑝
𝑥

0

𝑑𝑡 

𝑛

𝑝=0

+

+  −1 𝑛+1   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ln 1 + 𝑥 =    −1 𝑝  
𝑡𝑝+1

𝑝 + 1
 

0

𝑥

 

𝑛

𝑝=0

+  −1 𝑛+1   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

ln 1 + 𝑥 =   
 −1 𝑝 𝑥𝑝+1

𝑝 + 1
 

𝑛

𝑝=0

+

+  −1 𝑛+1   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ln 1 + 𝑥 =   
 −1 𝑘−1 𝑥𝑘

𝑘
 

𝑛+1

𝑘=1

𝑘=𝑝+1

+  −1 𝑛+1   
 𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

 
1

1 + 𝑡
=    −𝑥 𝑝  𝑡𝑝

𝑛

𝑝=0

 +
 −1 𝑛+1 ∙  𝑡𝑛+1

1 + 𝑡
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𝐈𝑽 

 

 التمرين الرابع 4 أ

𝐈𝑽 

 

 التمرين الرابع 4 ب

𝐈𝑽 

 

 التمرين الرابع  4 ج

 عددا صحٌحا طبٌعٌا ؼٌر منعدم 𝑚و   .  0,1  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن 

. 
𝑓(𝑥) =    

2𝑘 − 1

𝑘
  −1 𝑘−1 𝑥𝑘

𝑚+1

𝑘=1

 +
2 −1 𝑚+1 𝑥𝑚+2

1 + 𝑥
+

+  −1 𝑚+2   
 𝑡𝑚+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

𝔈𝑛𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒  , 𝑜𝑛  𝑓𝑎𝑖𝑡  𝑡𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒  𝑚  𝑣𝑒𝑟𝑠 + ∞  𝑎𝑛𝑑  𝑤𝑒   𝑔𝑒𝑡 

= lim
𝑛∞

𝑛=𝑚+1

   
2𝑘 − 1

𝑘
  −1 𝑘−1 𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

 +  
2 ±1 

1 + 𝑥
  0 +

+  ± lim
𝑚∞

  
 𝑡𝑚+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡
             

=0

 

⟹   lim
𝑚∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑛∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑛∞

   
2𝑘 − 1

𝑘
  −1 𝑘−1 𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

    

𝔈𝑛  𝑑′𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒𝑠 ∶   𝑙𝑎  𝑠é𝑟𝑖𝑒  𝑑𝑒  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠   𝑓
𝑛
 𝑥   

𝒞𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒  𝑣𝑒𝑟𝑠  𝑙𝑎  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒  𝑓(𝑥)

𝑠𝑢𝑟  𝑙′𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑙𝑒  0,1   

 𝒞𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑑𝑒𝑠  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝒜𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠 

 

   . 𝑥 𝜖  0,1من جهة أولى ، لدٌنا من أجل  

𝑡 𝜖  0, 𝑥    ⟹   𝑡 ≥ 0 
   ⟹   𝑡𝑛+1 ≥ 0    ;   ∀𝑛𝜖ℕ 

   ⟹   
𝑡𝑛+1

𝑡 + 1
≥ 0    ;   ∀𝑛𝜖ℕ 

𝑐𝑎𝑟  𝑙𝑎  𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒  𝑙𝑎  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑖𝑡é  𝑒𝑠𝑡  𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖é𝑒  𝑒𝑡  0 ≤ 𝑥 

   ⟹     
𝑡𝑛+1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≥ 0       1  

   ⟹      
𝑡𝑛+1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 𝑥𝑛+1   
1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡  

0    :  نستنتج أن  (2)و  (1)من النتٌجتٌن  ≤   
𝑡𝑛+1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 𝑥𝑛+2  

𝑐𝑎𝑟 ∶   ∀ 𝑥 ≥ 0   ;   ln 1 + 𝑥 ≤ 𝑥 

,𝑥 𝜖  0من جهة ثانٌة لدٌنا من أجل   𝑥  :   

𝑡 𝜖  0, 𝑥    ⟹    𝑡 ≤ 𝑥 
   ⟹    𝑡𝑛+1 ≤ 𝑥𝑛+1   ;    ∀ 𝑛 𝜖 ℕ 

   ⟹    
𝑡𝑛+1

𝑡 + 1
≤

𝑥𝑛+1

𝑡 + 1
   ;     𝑡 ≥ 0 

   ⟹      
𝑡𝑛+1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤   
𝑥𝑛+1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡  

𝑐𝑎𝑟  𝑐𝑒𝑠  𝑑𝑒𝑢𝑥  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠

𝑠𝑢𝑟   0, 𝑥   𝑒𝑡  𝑞𝑢𝑒  0 < 𝑥
 

   ⟹      
𝑡𝑛+1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 𝑥𝑛+1 ln 𝑡 + 1  0
𝑥  

   ⟹      
𝑡𝑛+1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 𝑥𝑛+1 ∙ ln 𝑥 + 1  

   ⟹      
𝑡𝑛+1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 𝑥𝑛+1 ∙ 𝑥 

   ⟹      
𝑡𝑛+1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 𝑥𝑛+2      2  

 :   إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 

lim
𝑛∞

   
𝑡𝑛+1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 = 0 

 :    نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

   0 ≤   
𝑡𝑛+1

𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤ 𝑥𝑛+2   

𝟎 𝟎 

𝒏∞ 𝒏∞ 

 عدد حقٌقً 𝑥  عبارة عن متتالٌة هندسٌة أساسها  𝑥𝑛+2 نلاحظ أن  

lim  .1موجب و أصؽر من 
𝑛∞

 𝑥𝑛+2 = 0  ∶  إذن  

lim
𝑚∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑚∞

   
2𝑘 − 1

𝑘
  −1 𝑘−1 𝑥𝑘

𝑚+1

𝑘=1

 +

+ lim
𝑚∞

 
2 −1 𝑚+1 𝑥𝑚+2

1 + 𝑥
 +

+ lim
𝑚∞

 −1 𝑚+2   
 𝑡𝑚+1

1 + 𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

⟹   𝑓 𝑥 = lim
𝑛∞

   
2𝑘 − 1

𝑘
  −1 𝑘−1 𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1
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𝐽 = 𝑀 0,1  𝜖 𝐸  ;   𝑐𝑎𝑟   0,1  𝜖 ℝ2

𝐼 = 𝑀 1,0  𝜖 𝐸  ;   𝑐𝑎𝑟   1,0  𝜖 ℝ2 

 التمرين الأول  4 ب 

  1 ب 

𝐸 ⊂ ℳ2 ℝ    𝑒𝑡   𝐸 ≠ ∅                                

𝑀 𝑥, 𝑦 + 𝑀 𝑥′ , 𝑦′ = 𝑀 𝑥 + 𝑥′  ;   𝑦 + 𝑦′ 
 

  2 أ 

𝐽2 = 𝐽 − 𝐼  ;   𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒  𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙  𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑖𝑒𝑙 

  2 ب 

  3  

  4 أ 

𝑖𝑓  𝑜𝑛𝑙𝑦  𝑜𝑛𝑒  𝑜𝑓  𝑡𝑜𝑠𝑒  𝑖𝑠  𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡  𝑡𝑜  0 

𝑡𝑒𝑛    𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 ≠ 0    𝑖𝑡′𝑠  𝑡𝑜𝑜  𝑏𝑎𝑑  ! 
𝑆𝑜  𝑏𝑜𝑡  𝑥  𝑎𝑛𝑑  𝑦  𝑚𝑢𝑠𝑡  𝑏𝑒  𝑒𝑞𝑢𝑎𝑙  𝑡𝑜  𝑧𝑒𝑟𝑜 

𝑇𝑎𝑡′𝑠   𝑤𝑦   𝑥 = 𝑦 = 0 

𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀  
𝑥 + 𝑦

∆
 ;  

−𝑦

∆
 = 𝑀 1,0 = 𝐼   ;    𝑖𝑡′𝑠 𝑒𝑎𝑠𝑦  ! 

 التمرين الأول  4 ج 

,𝐸 ٌكون    :  جسما تبادلٌا إذا و فقط إذا كان  ×,+

   𝐸,  .حلقة واحدٌة و تبادلٌة  ×,+

  كل عنصر من𝐸 ماعدا 𝑀 0,0  ٌقبل مماثلا بالنسبة للقانون ×.  

أما الشرط الثانً فسوؾ . الشرط الأول نحصل علٌه من خلال ما سبق

                                 ( أ (4نستعمل من أجله التكافؤ الوارد فً السؤال 
 ( .التماثل ) (و كذلك نتٌجة السؤال ب

 التمرين الأول  5 أ 

 𝜑  تشاكل من  𝐹,⊺   نحو   𝐸,×    

,𝜑  𝑥:  لأن  𝑦 ⊺  𝑥′ , 𝑦′  = 𝜑 𝑥, 𝑦 × 𝜑 𝑥′ , 𝑦′    

 : و سوؾ نستعمل من أجل ذلك النتٌجة التالٌة 

,𝑥 أما التقابل فهو سهل لأن المعادلة   𝑦 = 𝑀 𝑎, 𝑏    ذات المجهول 
 𝑥, 𝑦  ًتقبل حلا وحٌدا ف 𝐹 و هو الزوج  𝑎, 𝑏  حٌث 𝑀 𝑎, 𝑏  

  .𝐸عنصر من 

𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑥′ , 𝑦′ = 𝑀 𝑥𝑥′ − 𝑦𝑦′  ;   𝑥𝑦′ + 𝑦𝑥′ + 𝑦𝑦′  

  5 ب 

𝑙′ 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑒 𝑑𝑢  𝑐𝑒𝑟𝑐𝑙𝑒   𝒞   𝑒𝑠𝑡  𝑙𝑒  𝑐𝑒𝑟𝑐𝑙𝑒   𝒞′   𝑑𝑒  𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒  

Ω′  − 
1 +  3

2
 + 𝑖  

1 −  3

2
   𝑒𝑡  𝑑𝑢  𝑚ê𝑚𝑒  𝑟𝑎𝑦𝑜𝑛  2

 

 . ⊺,𝐹  هً الزمرة التبادلٌة  𝜑−1 بالتشاكل التقابلً  ×,𝐸 صورة الزمرة التبادلٌة 

= ×,𝜑−1 𝐸:  ٌعنً   𝐹,⊺    

  . ×,𝐸   انطلاقا من ممٌزات  ⊺,𝐹 نستنتج إذن ممٌزات  

 زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد هو الزوج   ⊺,𝐹 : إذن 

𝜑−1 𝑀 1,0  = ,  و كل زوج   .  1,0  𝑦  ًٌقبل مماثلا ف 𝐹 

𝜑−1و هو الزوج    𝑀  
𝑥+𝑦

∆
 ;  

−𝑦

∆
  =  

𝑥+𝑦

∆
 ;  

−𝑦

∆
 .   

  1 أ 

  3 أ 

𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒  𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙 

  1 ب 

𝑙′é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝐸   𝑎𝑑𝑚𝑒𝑡  𝑑𝑒𝑢𝑥  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 ∶  

𝑚 𝑖 −  3       𝑒𝑡       2𝑚
 

  1 ج 

𝑧2

𝑧1
=

𝑚 𝑖 −  3 

2𝑚
= 𝑒

𝑖5𝜋
6  

  2 أ 

  2 ب 

𝐸 ⊂ ℳ2 ℝ     𝑒𝑡    𝐸 ≠ ∅ 

𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑥′ , 𝑦′ =  𝑥𝐼 + 𝑦𝐽 ×  𝑥′𝐼 + 𝑦′𝐽  
= 𝑀 𝑥𝑥′ − 𝑦𝑦′  ;   𝑥𝑦′ + 𝑦𝑥′ + 𝑦𝑦′  𝜖 𝐸 

 :  فً المجموعتٌن السابقتٌن و نبٌن أن 𝐸ٌكفً أن نستؽل استقرار 

  + قانونً تركٌب داخلٌٌن فً ×و 𝐸.  

   𝐸,  زمرة تبادلٌة +

  تجمٌعً فً ×القانون  𝐸,×   

  توزٌعً بالنسبة للقانون ×القانون +  
  تبادلً×القانون  

⟹     𝑥 = 0    𝑜𝑟    𝑦 = 0 

𝑇𝑒  𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑏𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤  𝑖𝑠  𝑜𝑏𝑣𝑖𝑜𝑢𝑠 ∶ 

𝑥 = 𝑦 = 0    ⟹     𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0 

𝑊𝑎𝑡  𝑎𝑏𝑜𝑢𝑡  𝑡𝑒  𝑜𝑡𝑒𝑟  ? 
𝑂𝑛  𝑡𝑒  𝑜𝑛𝑒  𝑎𝑛𝑑  𝑤𝑒  𝑎𝑣𝑒 ∶ 

⟹   −𝑥𝑦 ≥ 0 

⟹   𝑥𝑦 ≤ 0     1  

𝑂𝑛  𝑡𝑒  𝑜𝑡𝑒𝑟  𝑎𝑛𝑑  𝑤𝑒′𝑟𝑒 𝑔𝑜𝑛𝑛𝑎  𝑔𝑒𝑡 ∶ 

𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0   ⟹     𝑥 + 𝑦 2 = 𝑥𝑦 

⟹    𝑥𝑦 ≥ 2     2  

 1   𝑒𝑡    2     ⟹     𝑥𝑦 = 0 

𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0   ⟹    𝑥2 + 𝑦2 = −𝑥𝑦 

 𝑧′ − 0 = 𝑒
𝑖5𝜋

6  𝑧 − 0  

⟺    𝐹  𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒  𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒  𝑂  𝑒𝑡  𝑑′𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒  
5𝜋

6
  

𝑙𝑒  𝑡𝑒𝑠𝑡  𝑑𝑒  𝑑é𝑝𝑎𝑟𝑡  𝑒𝑠𝑡  𝑡𝑟𝑖𝑣𝑖𝑎𝑙  

𝑐𝑎𝑟  𝑧0 = 𝑎𝑓𝑓 𝑀0 = 𝑒
𝑖 

𝜋
2

+
5𝜋0

6
 

= 𝑖 

𝑂𝑛  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑠𝑒  𝑞𝑢𝑒   𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑢𝑛  𝑐𝑒𝑟𝑡𝑎𝑖𝑛
𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟  𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒𝑙  𝑛  𝑓𝑖𝑥é

 

𝑀𝑛+1 = 𝐹 𝑀𝑛     ⟺     𝑧𝑛+1 = 𝑒
5𝑖𝜋

6 ∙ 𝑧𝑛  

    ⟺     𝑧𝑛+1 = 𝑒
5𝑖𝜋

6 ∙ 𝑒
𝑖 

𝜋
2

+
5𝜋𝑛

6
 
 

    ⟺     𝑧𝑛+1 = 𝑒
𝑖 

𝜋
2

+
5𝜋 𝑛+1 

6
 
 

𝐴𝑖𝑛𝑠𝑖 ∶     
 𝑃0   𝑒𝑠𝑡  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                     
 𝑃𝑛   ⟹    𝑃𝑛+1   ;    ∀𝑛𝜖ℕ

  

𝑑′𝑜ù  ∶    ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑧𝑛 = 𝑒
𝑖 

𝜋
2

+
5𝜋𝑛

6
 
 

𝑠𝑜𝑖𝑡  à  𝑝𝑟𝑜𝑢𝑣𝑒𝑟  𝑙𝑎  𝑣é𝑟𝑎𝑐𝑖𝑡é  𝑑𝑢  𝑝𝑟é𝑑𝑖𝑐𝑎𝑡  𝑠𝑢𝑖𝑣𝑎𝑛𝑡 : 

 𝑃𝑛  ∶   𝑧𝑛 = 𝑒
𝑖 

𝜋
2

+
5𝜋𝑛

6
 
 

 التمرين الأول  1 أ 

 التمرين الأول 

 التمرين الأول 

 التمرين الأول 

 التمرين الأول 

 التمرين الأول 

 التمرين الأول 

 التمرين الثاني 

 التمرين الثاني 

 التمرين الثاني 

 التمرين الثاني 

 التمرين الثاني 

 التمرين الثاني 

𝜑 

𝑥 
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  3 ب 

  3 ج 

𝑆 =   5𝑘 − 6  ;   12𝑘 − 15   ;   𝑘𝜖ℤ   

 .المراحل المتبعة تجدونها فً الامتحانات السابقة فً هذا الكتاب 

  3 د 

  4 أ 

  4 ب 

  4 د 

  5  

𝑰 1 أ  

𝑰 1 ب  

𝑰 2 أ  

𝒙 

𝑔𝑛  

+ 𝑔𝑛
′ (𝑥) 

+∞ 

−∞ 

+∞ 0 

𝑔𝑛 1 = 0 ∶  لدٌنا   
𝑥 لدراسة إشارة   − 1  𝑔𝑛 𝑥   ناقش الحالتٌن  𝑥 ≥ 0  و  1 < 𝑥 ≤ 1   

,0  على المجال 𝑔𝑛ثم استؽل تزاٌدٌة الدالة  +∞  .                                 
= 𝑔𝑛 1و كذلك كون    :  و سوؾ تحصل على الجدول التالً 0

+ 0 

𝟏 +∞ 0 

𝒈𝒏 𝒙  − 

𝒙 

𝑛 ≡ 𝑝  12     ⟺    𝑛 = 𝑝 + 12𝑘  ;    𝑘𝜖ℤ 

⟺     𝑒
𝑖 

𝜋
2

+
5𝜋𝑛

6
 

= 𝑒
𝑖 

𝜋
2

+
5𝜋𝑝

6
+10𝑘𝜋 

= 𝑒
𝑖 

𝜋
2

+
5𝜋𝑝

6
 
 

⟺      𝑧𝑛 = 𝑧𝑝  

⟺      𝑀𝑛 = 𝑀𝑝  

   ⟺      𝑛 = 12𝑘 − 15  ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑘 𝜖 ℕ\ 0,1  

𝑛 𝜖 ℕ   ⟹    12𝑘 − 15 ≥ 0 

⟹    𝑘 ≥
15

12
≈ 1,25 

⟹    𝑘 ≥ 2 

𝑀𝑛  𝜖  𝑂, 𝑢      ⟺    𝑧𝑛  𝜖 ℝ+ 

   ⟺    𝑒
𝑖 

𝜋
2

+
5𝜋𝑛

6
 
 𝜖 ℝ+ 

   ⟺     
𝜋

2
+

5𝜋𝑛

6
 ≡ 0  2𝜋  

   ⟺     
𝜋

2
+

5𝜋𝑛

6
 = 2𝑚𝜋   ;     

𝑚𝜖ℤ
𝑛𝜖ℕ

  

   ⟺    3𝜋 + 5𝜋𝑛 = 12𝑚𝜋   ;     
𝑚𝜖ℤ
𝑛𝜖ℕ

  

   ⟺    12𝑚 − 5𝑛 = 3    ;     
𝑚𝜖ℤ
𝑛𝜖ℕ

  

   ⟺       
𝑚 = 5𝑘 − 6    
𝑛 = 12𝑘 − 15

     ;     
𝑚𝜖ℤ
𝑛𝜖ℕ
𝑘𝜖ℤ

  

⟺    𝑥0   𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒   𝑆  

 𝑘0 , 𝑙0   𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒   𝐸  ⟺     
12 𝑘0 − 5 𝑙0 = 3
𝑥0 = 12 𝑘0        

  

⟺     
𝑥0 − 5𝑙0 = 3
𝑥0 = 12 𝑘0    

  

⟺     
𝑥0 − 3 = 5 𝑙0

𝑥0 = 12 𝑘0     

  

⟺     
𝑥0 ≡ 3  5   

𝑥0 ≡ 0  12 
  

𝑠𝑜𝑖𝑡  à  𝑑é𝑚𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟  𝑙′é𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑠𝑢𝑖𝑣𝑎𝑛𝑡𝑒 ∶ 

𝑥  𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒   𝑆     ⟺     𝑥 ≡ 𝑥0   60  

          
𝑥  𝑠𝑜𝑙  𝑑𝑒   𝑆 

𝑥0  𝑠𝑜𝑙  𝑑𝑒   𝑆 
    ⟹       

𝑥 ≡ 0  12     𝑒𝑡    𝑥0 ≡ 0  12 

𝑥 ≡ 3  5     𝑒𝑡    𝑥0 ≡ 3  5 
   

        ⟹       
 𝑥 − 𝑥0 ≡ 0  12 

 𝑥 − 𝑥0 ≡ 0  5 
  

        ⟹       
12/ 𝑥 − 𝑥0 

5/ 𝑥 − 𝑥0 
  

⟹   12 × 5  𝑥 − 𝑥0   ;   𝑐𝑎𝑟  12 ∧ 5 = 1 

⟹    60/ 𝑥 − 𝑥0  

⟹    𝑥 ≡ 𝑥0  60  

𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑙′ 𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒  𝑜𝑛 𝑎 ∶ 

    
𝑥 ≡ 𝑥0  60      

𝑥0   𝑠𝑜𝑙  𝑑𝑒   𝑆 
   ⟹     

𝑥 ≡ 𝑥0  60 

𝑥0 ≡ 0  12 

𝑥0 ≡ 3  5   

   

⟹       
𝑥 ≡ 0  12 

𝑥 ≡ 3  5   
  

⟹     𝑥  𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒   𝑆  

𝑂𝑛  𝑐𝑜𝑖𝑠𝑖𝑡  𝑡𝑜𝑢𝑡  𝑑′𝑎𝑏𝑜𝑟𝑑 𝑢𝑛𝑒  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑖è𝑟𝑒

𝑑𝑒  𝑙′é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝐸   𝑝𝑎𝑟𝑚𝑖𝑠  𝑙𝑒𝑠  𝑐𝑜𝑢𝑝𝑙𝑒𝑠 ∶
  5𝑘 − 6  ;   12𝑘 − 15   ;   𝑘𝜖ℤ  

𝑃𝑜𝑢𝑟  𝑘 = 1  𝑜𝑛  𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡   𝑘0 , 𝑙0 =  −1, −3 

𝑑′𝑜ù    𝑥0 = 12𝑘0 = −12

 
 

𝑥  𝑒𝑠𝑡  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒   𝑆    ⟺    𝑥 = 𝑥0   60  

   ⟺    𝑥 ≡ −12  60  

   ⟺    𝑥 = 60𝑘 − 12   ;    𝑘𝜖ℕ 

𝑅𝑛 =   𝑛𝜖ℕ   ;    𝑛 ≡ 0  12     𝑒𝑡    𝑛 ≡ 3 5   

=   𝑛𝜖ℕ   ;    𝑛 = 60𝑘 − 12   ;   𝑘𝜖ℤ  

=   𝑛𝜖ℕ   ;    𝑛 = 60𝑘 − 12 ≥ 0  

=   60𝑘 − 12   ;   𝑘 𝜖 ℕ∗   

𝑖𝑡′𝑠  𝑎𝑛  𝑒𝑎𝑠𝑦  𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑢𝑠 , 𝑗𝑢𝑠𝑡  𝑑𝑜  𝑖𝑡 

𝑓𝑛
′ 𝑥 = 𝑛 𝑥 − 1 𝑛−1 ln 𝑥 +

 𝑥 − 1 𝑛

𝑥
 

=  𝑥 − 1 𝑛−1   𝑛 ln 𝑥 +
𝑥 − 1

𝑥
  

=  𝑥 − 1 𝑛−1 𝑔𝑛 𝑥  

 التمرين الثاني 

 التمرين الثاني 

 التمرين الثاني 

 التمرين الثاني 

 التمرين الثاني 

 التمرين الثاني 

 التمرين الثاني 

 التمرين الثالث 

 التمرين الثالث 

 التمرين الثالث 



 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+  آســــفـــــــــــــــيأجوبة امتحان مدينة   𝟑𝟒𝟓 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

𝑰 2 ب  

𝑰 2 ج  

𝑰 2 د  

𝑰  3  

𝑰  4  

𝒔𝒊  𝒏  𝒆𝒔𝒕  𝒑𝒂𝒊𝒓 ∶ 

+∞ 𝒙 

ln 𝑥 

 𝑥 − 1 𝑛  

 𝑥 − 2  

0 1 2 

𝑓𝑛+1 𝑥 − 𝑓𝑛 𝑥  

− + + 

+ + + 

− − + 

+ − + 

𝒔𝒊  𝒏  𝒆𝒔𝒕  𝒊𝒎𝒑𝒂𝒊𝒓 ∶ 

+∞ 𝒙 

ln 𝑥 

 𝑥 − 1 𝑛  

 𝑥 − 2  

0 1 2 

𝑓𝑛+1 𝑥 − 𝑓𝑛 𝑥  

− + + 

− + + 

− − + 

− − + 

 

 𝓒𝟏   𝓒𝟐  

𝟏 

 

 𝓒𝟏   𝓒𝟐  

𝟏 

lim
𝑥⟶0+

𝑛   𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟

 𝑥 − 1 𝑛 ln 𝑥 = " −1  −∞ " = +∞ 

lim
𝑥⟶+∞

𝑛   𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟

 𝑥 − 1 𝑛 ln 𝑥 = " +∞  +∞ " = +∞ 

 : عدد فردي لدٌنا 𝑛 عدد زوجً أو 𝑛فً حالة 

 lim
𝑥→0+

𝑓𝑛 𝑥 = ±∞     ⟺      

محور  الأراتٌب  مقارب

 𝒞𝑛   عمودٌالصفر  للمنحنى

على  ٌمٌن  

  

 كٌفما ∞+  ٌقبل فرعا شلجمٌا اتجاهه محور الأراتٌب بجوار  𝒞𝑛 إذن  

  .𝑛كانت زوجٌة العدد 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 = +∞   ∶  لدٌنا    

lim
𝑥→+∞

 
𝑓𝑛 𝑥 

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 
 𝑥 − 1 𝑛

𝑥
 ln 𝑥    ∶  و  لدٌنا    

= lim
𝑥→+∞

 
𝑥𝑛

𝑥
 × lim

𝑥→+∞
ln 𝑥 

=  +∞ ×  +∞ = +∞ 

𝒜 =    𝑓1 𝑥 − 𝑓2 𝑥  
𝑒

1

 𝑑𝑥 

=    𝑓1 𝑥 − 𝑓2 𝑥  
2

1

 𝑑𝑥 +   𝑓1 𝑥 − 𝑓2 𝑥  
𝑒

2

 𝑑𝑥 

=    𝑓1 𝑥 − 𝑓2 𝑥  
2

1

 𝑑𝑥 +   𝑓2 𝑥 − 𝑓1 𝑥  
𝑒

2

 𝑑𝑥 

=    𝑓1 𝑥 − 𝑓2 𝑥  
2

1

 𝑑𝑥 +   𝑓2 𝑥 − 𝑓1 𝑥  
𝑒

2

 𝑑𝑥 

=   𝑓1 𝑥 
2

1

𝑑𝑥 −  𝑓2 𝑥 
2

1

𝑑𝑥 +  𝑓2 𝑥 
𝑒

2

𝑑𝑥 −  𝑓1 𝑥 
𝑒

2

𝑑𝑥 

=  𝒜1 − 𝒜2 + 𝒜3 − 𝒜4 

lim
𝑥⟶0+

𝑛   𝑝𝑎𝑖𝑟

 𝑥 − 1 𝑛 ln 𝑥 = " 1  −∞ " = −∞ 

lim
𝑥⟶+∞
𝑛   𝑝𝑎𝑖𝑟

 𝑥 − 1 𝑛 ln 𝑥 = +∞ 

𝒔𝒊  𝒏  𝒆𝒔𝒕  𝒑𝒂𝒊𝒓 ∶ 

𝑓𝑛  

−∞ 

+∞ 

+∞ 

𝒙 

𝑔𝑛 𝑥  

 𝑥 − 1 𝑛−1 

𝑓𝑛
′(𝑥) 

0 1 

− 

− 

+ 

+ 

+ 

+ 

0 

0 

0 

0 

𝒔𝒊  𝒏  𝒆𝒔𝒕  𝒊𝒎𝒑𝒂𝒊𝒓 ∶ 

𝑓𝑛  

+∞ 

+∞ 

+∞ 

𝒙 

𝑔𝑛 𝑥  

 𝑥 − 1 𝑛−1 

𝑓𝑛
′(𝑥) 

0 1 

− 

+ 

− 

+ 

+ 

+ 

0 

0 

0 

0 

 التمرين الثالث  التمرين الثالث 

 التمرين الثالث 

 التمرين الثالث 

 التمرين الثالث 



 

  

 °3ed 36 41 34 60 6 212+  آســــفـــــــــــــــيأجوبة امتحان مدينة   𝟑𝟒𝟔 :الصفحة   2014نسخة    ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

𝐈𝐈  1  

𝐈𝐈 2 أ  

𝐈𝐈 2 ب  

𝐈𝐈 2 ج  

𝐈𝐈 2 د  

 

𝟏 

𝓐 

𝒆 

𝒜1 =  𝑓1 𝑥 
2

1

𝑑𝑥 =   𝑥 − 1      
𝑢′

∙ ln 𝑥 
𝑣

2

1

𝑑𝑥 

=   
𝑥2

2
− 𝑥 ln 𝑥 

1

2

−   
𝑥

2
− 1 

2

1

𝑑𝑥 

=   
𝑥2

2
− 𝑥 ln 𝑥 

1

2

−  
𝑥2

4
− 𝑥 

1

2

 

=   
𝑥2

2
− 𝑥 ln 𝑥 −

𝑥2

4
+ 𝑥 

1

2

=
1

4
 

𝒜2 =  𝑓2 𝑥 
2

1

𝑑𝑥 =   𝑥2 − 2𝑥 + 1          
𝑢′

∙ ln 𝑥 
𝑣

2

1

𝑑𝑥 

=   
𝑥3

3
− 𝑥2 + 𝑥 ln 𝑥 

1

2

−   
𝑥2

3
− 𝑥 + 1 

2

1

𝑑𝑥 

=   
𝑥3

3
− 𝑥2 + 𝑥 ln 𝑥 −  

𝑥3

9
−

𝑥2

2
+ 𝑥  

1

2

 

=  
2 ln 2

3
−

8

9
 +

11

18
=

2 ln 2

3
−

5

18
 

𝒜3 =  𝑓2 𝑥 
𝑒

2

𝑑𝑥 =   𝑥2 − 2𝑥 + 1          
𝑢′

∙ ln 𝑥 
𝑣

𝑒

2

𝑑𝑥 

=   
𝑥3

3
− 𝑥2 + 𝑥 ln 𝑥 

2

𝑒

−   
𝑥2

3
− 𝑥 + 1 

𝑒

2

𝑑𝑥 

=   
𝑥3

3
− 𝑥2 + 𝑥 ln 𝑥 −  

𝑥3

9
−

𝑥2

2
+ 𝑥  

2

𝑒

 

=
2 𝑒3

9
−

𝑒2

2
−

2 ln 2

3
+

8

9
 

𝒜 =  𝒜1 − 𝒜2 + 𝒜3 − 𝒜4 

=
1

4
−

2 ln 2

3
+

5

18
+

2 𝑒3

9
−

𝑒2

2
−

2 ln 2

3
+

8

9
−

𝑒2

4
+ 1 

=
2 𝑒3

9
−

3 𝑒2

4
−

4 ln 2

3
+

29

12
≈ 0,414 

   ⟹  
2 ln 𝑥

 𝑡 − 1 3
≥

𝑓1 𝑡 

 𝑡 − 1 4
≥

ln 𝑥

 𝑡 − 1 3
    ;   𝑐𝑎𝑟  

1

 𝑡 − 1 3
< 0  

   ⟹    
2 ln 𝑥

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 ≤  
𝑓1 𝑡 

 𝑡 − 1 4

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 ≤  
ln 𝑥

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

𝑐𝑎𝑟  𝑐𝑒𝑠  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑡   𝑥 > 𝑥2 

   ⟹    2 ln 𝑥  
𝑑𝑡

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

≤ 𝐹 𝑥 ≤ ln 𝑥  
𝑑𝑡

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

 

𝑥 𝜖  0,1    ⟹    𝑥 < 1 
   ⟹    𝑥2 < 𝑥    ;   𝑎𝑣𝑒𝑐    𝑥  𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑓 

   ⟹     ∃𝑡𝜖ℝ   ;   𝑥2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 

   ⟹   ln 𝑥2   ≤ ln 𝑡 ≤ ln 𝑥     ;    𝑡 − 1 ≠ 0 

   ⟹  2 ln 𝑥 ≤
 𝑡 − 1 ln 𝑡

 𝑡 − 1 
≤ ln 𝑥     ;    𝑡 − 1 ≠ 0 

   ⟹  2 ln 𝑥 ≤
𝑓1 𝑡 

 𝑡 − 1 
≤ ln 𝑥  

    
𝑑𝑡

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

=   𝑡 − 1 −3
𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 =  
−1

2 𝑡 − 1 2
 
𝑥

𝑥2

 

=
−1

2 𝑥2 − 1 2
+

1

2 𝑥 − 1 2
 

=
𝑥2 + 2𝑥

2 𝑥2 − 1 2
 

 𝑥 ln 𝑥      ∙  
𝑥 + 2

 𝑥2 − 1 2
 

         
≤ 𝐹 𝑥 ≤  𝑥 ln 𝑥      ∙  

𝑥 + 2

2 𝑥2 − 1 2
 

         
 

𝟏 
𝟎 

𝟐 
𝟎 

𝒙 → 𝟎+ 
𝒙 → 𝟎+ 

𝒙 → 𝟎+ 
𝒙 → 𝟎+ 

⟹    lim
𝑥→0+

𝐹 𝑥 = 0 = 𝐹 0  

⟹    𝐹  𝑒𝑠𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒  à  𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒  𝑒𝑛  0 

 ٌقبل نصؾ مماس عمودي على الٌسار 𝐹هندسٌا نقول أن منحنى الدالة 

; 1− فً النقطة   𝐹 −1   موجه نحو الأسفل  . 

𝐹 𝑥 ≤
 𝑥2 + 2𝑥 

2 𝑥 + 1 2       
∙  

ln 𝑥 − ln 1

𝑥 − 1
 

         
∙  

1

𝑥 − 1
 

     
 

−∞ 

𝒙 → 𝟏− 𝒙 → 𝟏− 𝒙 → 𝟏− 

𝟑

𝟖
 𝟏 

⟹    lim
𝑥→1−

𝐹 𝑥 = −∞ 

𝒜4 =  𝑓1 𝑥 
𝑒

2

𝑑𝑥 =   𝑥 − 1      
𝑢′

∙ ln 𝑥 
𝑣

𝑒

2

𝑑𝑥 

=   
𝑥2

2
− 𝑥 ln 𝑥 

2

𝑒

−   
𝑥

2
− 1 

𝑒

2

𝑑𝑥 

=   
𝑥2

2
− 𝑥 ln 𝑥 

2

𝑒

−  
𝑥2

4
− 𝑥 

2

𝑒

 

=   
𝑥2

2
− 𝑥 ln 𝑥 −

𝑥2

4
+ 𝑥 

2

𝑒

 =
𝑒2

4
− 1 

2 ln 𝑥  
𝑑𝑡

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

≤ 𝐹 𝑥 ≤ ln 𝑥  
𝑑𝑡

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

 

⟹    
 𝑥2 + 2𝑥 ln 𝑥

 𝑥2 − 1 2
≤ 𝐹 𝑥 ≤

 𝑥2 + 2𝑥 ln 𝑥

2 𝑥2 − 1 2
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𝐈𝐈 ه

 ـ
2  

𝐈𝐈 3 أ  

𝐈𝐈 3 ب  

𝐈𝐈 4 أ  

𝐵𝑦  𝑎𝑛𝑎𝑙𝑜𝑔𝑦  𝑎𝑛𝑑  𝑏𝑦  𝑡𝑒  𝑠𝑎𝑚𝑒  𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑠𝑖𝑠

𝑤𝑒′𝑟𝑒 𝑔𝑜𝑛𝑛𝑎  𝑔𝑒𝑡 𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑛  1, +∞    
𝑏𝑦  𝑐𝑜𝑜𝑠𝑖𝑛𝑔  𝑡𝑖𝑠  𝑡𝑖𝑚𝑒

𝜓𝑎 𝑥 =  𝜑 𝑡 
𝑥

𝑎

𝑑𝑡    ;    ∀ 𝑎 𝜖  1, +∞ 

 

𝐈𝐈 4 ب  

𝐹′ 𝑥 =
− 𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 + 1 ln 𝑥

 𝑥2 − 1 3
< 0  

𝑐𝑎𝑟  ∶    ∀ 𝑥 𝜖  0,1    ;     

ln 𝑥 < 0                         

𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 + 1 ≥ 0
 𝑥2 − 1 3 < 0              

  

𝑒𝑡    ∶    ∀ 𝑥 𝜖  1, +∞    ;     

ln 𝑥 > 0                         

𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 + 1 ≥ 0
 𝑥2 − 1 3 > 0              

  

⟹    𝐹  𝑒𝑠𝑡  𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒  𝑠𝑢𝑟   0,1  ∪   1, +∞  

𝒙 1 

+∞ 

0 

𝐹 

− 𝐹′(𝑥) − 

+∞ 

0 

0 −∞ 

⟹    lim
𝑥→0+

 
𝐹 𝑥 

𝑥
 = −∞ 

⟹    lim
𝑥→0+

 
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
 = −∞  ∉  ℝ 

⟹    𝐹  𝑛′𝑒𝑠𝑡  𝑝𝑎𝑠  𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒  à  𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒  𝑒𝑛 0 

𝐹 𝑥 

𝑥
≤  

𝑥 + 2

2 𝑥2 − 1 2
 

         
∙ ln 𝑥  

𝟏 −∞ 

𝒙 → 𝟎+ 
𝒙 → 𝟎+ 

𝑥 > 1   ⟹    𝑥2 > 𝑥 

⟹     ∃𝑡𝜖ℝ    ;     𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥2 

⟹   ln 𝑥 ≤
 𝑡 − 1 ln 𝑡

 𝑡 − 1 
≤ 2 ln 𝑥    ;     𝑡 − 1 ≠ 0 

⟹   ln 𝑥 ≤
𝑓1 𝑡 

 𝑡 − 1 
≤ 2 ln 𝑥 

⟹   
ln 𝑥

 𝑡 − 1 3
≤

𝑓1 𝑡 

 𝑡 − 1 4
≤

2 ln 𝑥

 𝑡 − 1 3
   ;    

1

 𝑡 − 1 2
> 0 

⟹    
ln 𝑥

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 ≤  
𝑓1 𝑡 

 𝑡 − 1 4

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 ≤  
2 ln 𝑥

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡  

𝑐𝑎𝑟  𝑐𝑒𝑠  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒   𝑒𝑡   𝑥 < 𝑥2 

⟹   ln 𝑥  
𝑑𝑡

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

≤ 𝐹 𝑥 ≤ 2 ln 𝑥  
𝑑𝑡

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

  

⟹    
 𝑥2 + 2𝑥 ln 𝑥

2 𝑥2 − 1 2
≤ 𝐹 𝑥 ≤

 𝑥2 + 2𝑥 2 ln 𝑥

2 𝑥2 − 1 2
  

⟹    
 𝑥2 + 2𝑥  ln 𝑥

2 𝑥2 − 1 2
≤ 𝐹 𝑥 ≤

 𝑥2 + 2𝑥  ln 𝑥

 𝑥2 − 1 2
  

𝑥 > 1  ⟹    
 𝑥2 + 2𝑥  ln 𝑥

2 𝑥2 − 1 2
≤ 𝐹 𝑥   

⟹     
𝑥2 + 2𝑥

2 𝑥 + 1 2
 

         
 

ln 𝑥 − ln 1

𝑥 − 1
 

         
 

1

𝑥 − 1
 

     
≤ 𝐹 𝑥   

𝟑

𝟖
 

𝒙 → 𝟏+ 
𝒙 → 𝟏+ 𝒙 → 𝟏+ 

𝟏 +∞ 

⟹    lim
𝑥→1+

𝐹 𝑥 = +∞  

𝑥 > 1  ⟹    
 𝑥2 + 2𝑥  ln 𝑥

2 𝑥2 − 1 2
≤ 𝐹 𝑥 ≤

 𝑥2 + 2𝑥  ln 𝑥

 𝑥2 − 1 2
  

⟹      
𝑥3 + 2𝑥2

2𝑥4 − 4𝑥2 + 2
 

           
 

ln 𝑥

𝑥
 

   
≤ 𝐹 𝑥 ≤  

𝑥3 + 2𝑥2

2𝑥4 − 4𝑥2 + 2
 

           
 

ln 𝑥

𝑥
 

   
  

𝟎 

𝒙 → +∞ 𝒙 → +∞ 

𝟎 𝟎 𝟎 

𝒙 → +∞ 𝒙 → +∞ 

  ⟹      lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = 0  

𝑥 𝜖  0,1    ⟹    𝐹 𝑥 =  
ln 𝑡

 𝑡 − 1 3

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

⟹    𝐹 𝑥 =  𝜑 𝑡 
𝑥2

𝑥

𝑑𝑡     ;    𝜑 𝑡 =
ln 𝑡

 𝑡 − 1 3
 

⟹    𝐹 𝑥 =  𝜑 𝑡 
𝑎

𝑥

𝑑𝑡 +  𝜑 𝑡 
𝑥2

𝑎

𝑑𝑡    ;     𝑎 𝜖  0,1    

⟹    𝐹 𝑥 = 𝜓𝑎 𝑥2 − 𝜓𝑎 𝑥    

𝑎𝑣𝑒𝑐 ∶     
𝜓𝑎 𝑥 =  𝜑 𝑡 

𝑥

𝑎

𝑑𝑡   ;   ∀ 𝑥 𝜖  0,1 

𝜓𝑎
′  𝑥 = 𝜑 𝑥    ;    ∀ 𝑥 𝜖  0,1        

  

𝜑  𝑒𝑠𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒  𝑠𝑢𝑟   0,1   𝑐𝑜𝑚𝑚𝑒  é𝑡𝑎𝑛𝑡  𝑞𝑢𝑜𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡

𝑑𝑒  𝑑𝑒𝑢𝑥  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑡   𝑡 − 1 3 ≠ 0
 

𝑐𝑎𝑟 ∶      

𝑥  ⟶   𝑥    𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒  𝑠𝑢𝑟   0,1          

𝑥  ⟶   𝑥2    𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒  𝑠𝑢𝑟   0,1        

𝑥  ⟶   𝜓𝑎 𝑥     𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒  𝑠𝑢𝑟   0,1 

  

⟹    𝐹′ 𝑥 =  𝜓𝑎 𝑥2 − 𝜓𝑎 𝑥  
′
   ;      ∀ 𝑥 𝜖  0,1    

= 2𝑥 𝜓𝑎
′  𝑥2 − 𝜓𝑎

′  𝑥     ;     ∀ 𝑥 𝜖  0,1  

=
2𝑥 ∙ ln 𝑥2 

 𝑥2 − 1 3
−

ln 𝑥

 𝑥 − 1 2
     ;     ∀ 𝑥 𝜖  0,1  

⟹    𝐹′ 𝑥 < 0    ;    ∀ 𝑥 𝜖  0,1   ;     
ln 𝑥 < 0                         
𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 + 1 ≥ 0
 𝑥2 − 1 3 < 0              

  

⟹    𝐹  𝑒𝑠𝑡  𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒  𝑠𝑢𝑟   0,1    

⟹    𝐹  𝑒𝑠𝑡  𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒  𝑠𝑢𝑟   0,1  
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